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内 容 简 介 


本 书 是 作者 自 1984 年 以 来 为 中 国 科学 技术 大 学 近代 力学 系 研究 生 所 开 必修 课 
“高 等 连续 介质 力学 "教学 内 容 的 结晶 。 全 书 力图 以 流体 和 固体 相 统 一 、 静 态 和 动态 相 
结合 的 思想 系统 地 介绍 近代 连续 介质 力学 的 基本 知识 ,并 希望 在 将 这 些 知识 与 本 构 理 
论 和 波动 力学 等 的 研究 相 结合 方面 能 够 向 读者 提供 帮助 。 

本 书 在 内 容 叙述 上 ,注重 基本 概念 的 准确 性 和 理论 体系 的 严密 性 ,注意 将 严谨 的 
数学 推导 和 清晰 的 物理 内 涵盖 述 相 结合 ,同时 书 中 还 包括 了 作者 本 人 及 所 在 课题 组 近 
些 年 来 在 动态 本 构 理论 和 波动 力学 方面 的 一 些 研究 成 果 。 书 中 给 出 的 习题 ,大 部 分 围 
绕 力学 基本 概念 .基本 原理 和 基本 方法 而 设计 。 

本 书 可 作为 力学 .工程 热 物理 ,材料 科学 .工程 科学 和 应 用 数学 等 专业 的 研究 生 教 
材 ,也 可 作为 与 力学 有 关 的 相关 专业 师 生 和 科技 工作 者 的 参考 书 。 
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总 序 


2008 年 ,为 庆祝 中 国 科 学 技术 大 学 建 校 五 十 周年 ,反映 建 校 以 来 的 办 学 
理念 和 特色 ,集中 展示 教材 建设 的 成 果 ， 学 校 决定 组 织 编写 出 版 代表 中 国 科 学 
技术 大 学 教学 水 平 的 精品 教材 系列 。 在 各 方 的 共同 努力 下 , 共 组 织 选 题 281 
种 ,经 过 多 轮 、 严 格 的 评审 ,最 后 确定 50 种 入 选 精品 教材 系列 。 

五 十 周年 校庆 精品 教材 系列 于 2008 年 9 月 纪念 建 校 五 十 周年 之 际 陆续 
出 版 , 共 出 书 50 种 ,在 学 生 、 教 师 、 校 友 以 及 高 校 同行 中 引起 了 很 好 的 反响 ,并 
整体 进入 国家 新 闻 出 版 总 署 的 “十 一 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 。 为 继续 鼓励 
教师 积极 开展 教学 研究 与 教学 建设 ,结合 自己 的 教学 与 科研 积累 编写 高 水 平 
的 教材 ,学 校 决定 , 将 精品 教材 出 版 作为 常规 工作 ,以 《中 国 科 学 技术 大 学 精品 
教材 》 系 列 的 形式 长 期 出 版 ,并 设立 专项 基金 给 予 支持 。 国 家 新 闻 出 版 总 署 也 
将 该 精品 教材 系列 继续 列 入 “十 二 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 。 

1958 年 学 校 成 立 之 时 ,教员 大 部 分 来 自 中 国 科学 院 的 各 个 研究 所 。 作 为 
各 个 研究 所 的 科研 人 员 , 他 们 到 学 校 后 保持 了 教学 的 同时 又 作 研 究 的 传统 。 
同时 ,根据 “全 院 办 校 ,所 系 结合 ”的 原则 ,科学 院 各 个 研究 所 在 科研 第 一 线 工 
作 的 杰出 科学 家 也 参与 学 校 的 教学 ,为 本 科 生 授课 ,将 最 新 的 科研 成 果 融 入 到 
教学 中 。 虽 然 现 在 外 界 环境 和 内 在 条 件 都 发 生 了 很 大 变化 ,但 学 校 以 教学 为 
主教 学 与 科研 相 结 合 的 方针 没有 变 。 正 因为 坚持 了 科学 与 技术 相 结 合 、 理 论 
与 实践 相 结 合 、 教 学 与 科研 相 结 合 的 方针 ,并 形成 了 优良 的 传统 , 才 培 养 出 了 
一 批 又 一 批 高 质量 的 人 才 。 

学 校 非常 重视 基础 课 和 专业 基础 课 教学 的 传统 ,也 是 她 特别 成 功 的 原因 
之 一 。 当 今 社会 ,科技 发 展 突飞猛进 、 科 技 成 果 日 新 月 异 ,没有 扎实 的 基础 知 
识 , 很 难 在 科学 技术 研究 中 作出 重大 贡献 。 建 校 之 初 ,华罗庚 、 吴 有 训 、 严 济 存 
等 老 一 募 科 学 家 、 教 育 家 就 身体 力行 ,亲自 为 本 科 生 讲授 基础 课 。 他 们 以 渊博 
的 学 识 、 精 湛 的 讲课 艺术 高尚 的 师 德 , 带 出 一 批 又 一 批 杰出 的 年 轻 教 员 ,培养 
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了 一 届 又 一 届 优 秀 学 生 。 入 选 精品 教材 系列 的 绝 大 部 分 是 基础 课 或 专业 基础 
课 的 教材 ,其 作者 大 多 直接 或 间接 受到 过 这 些 老 一 华科 学 家 、 教 育 家 的 教诲 和 
影响 ,因此 在 教材 中 也 贯穿 着 这 些 先 华 的 教育 教学 理念 与 科学 探索 精神 。 

改革 开放 之 初 ,学 校 最 先 选派 青年 骨干 教师 赴 西方 国家 交流 、 学 习 , 他 们 
在 带 回 先进 科学 技术 的 同时 ,也 把 西方 先进 的 教育 理念 .教学 方法 .教学 内 容 
等 带 回 到 中 国 科学 技术 大 学 ,并 以 极 大 的 热情 进行 教学 实践 ,使 “科学 与 技术 
相 结合 、 理 论 与 实践 相 结合 、 教 学 与 科研 相 结合 ”的 方针 得 到 进一步 深化 ,取得 
了 非常 好 的 效果 ,培养 的 学 生得 到 全 社会 的 认可 。 这 些 教学 改革 影响 深远 , 直 
到 今天 仍然 受到 学 生 的 欢迎 ,并 辐射 到 其 他 高 校 。 在 入 选 的 精品 教材 中 ,这 种 
理念 与 尝试 也 都 有 充分 的 体现 。 

中 国 科学 技术 大 学 自 建 校 以 来 就 形成 的 又 一 传统 是 根据 学 生 的 特点 ,用 
创新 的 精神 编写 教材 。 进 入 我 校 学 习 的 都 是 基础 扎实 、 学 业 优秀 ,求知 欲 强 、 
勇于 探索 和 追求 的 学 生 , 针 对 他 们 的 具体 情况 编写 教材 ,才能 更 加 有 利于 培养 
他 们 的 创新 精神 。 教 师 们 坚持 教学 与 科研 的 结合 ,根据 自己 的 科研 体会 ,借鉴 
目前 国外 相关 专业 有 关 课程 的 经 验 ,注意 理论 与 实际 应 用 的 结合 ,基础 知识 与 
最 新 发 展 的 结合 ,课堂 教学 与 课外 实践 的 结合 ,精心 组 织 材料 .认真 编写 教材 ， 
使 学 生 在 掌握 扎实 的 理论 基础 的 同时 ,了 解 最 新 的 研究 方法 ,掌握 实际 应 用 的 
技术 。 

入 选 的 这 些 精品 教材 ,既是 教学 一 线 教师 长 期 教学 积累 的 成 果 , 也 是 学 校 
教学 传统 的 体现 ,反映 了 中 国 科学 技术 大 学 的 教学 理念 .教学 特色 和 教学 改革 
成 果 。 和 希望 该 精品 教材 系列 的 出 版 ,能 对 我 们 继续 探索 科教 紧密 结合 培养 拔 
类 创新 人 才 ,进一步 提高 教育 教学 质量 有 所 帮助 ,为 高 等 教育 事业 作出 我 们 的 
贡献 。 


过 风 


中 国 科 学 技术 大 学 校长 
中 国 科 学 院 院 士 
第 三 世界 科学 院 院士 
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《 张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 ) 一 书 是 李 永 池 教 授 自 1984 年 以 
来 为 中 国 科学 技术 大 学 近代 力学 系 研究 生 所 开设 的 必修 课 “ 高 等 连续 介质 
力学 ”教学 内 容 的 结晶 。 近 30 年 来 ,该 课程 也 一 直 受 到 中 国 科 学 院 力学 研 
究 所 、 岩 土 力学 研究 所 ,中 国 工 程 物理 研究 院 流体 物理 研究 所 ,西北 核 技术 
研究 所 等 国内 多 家 研究 院 所 代 培 研究 生 的 欢迎 。 其 间 李 永 池 教授 始终 注意 
学 习 国 内 外 同行 的 长 处 ,特别 是 学 习 优秀 教材 的 成 功 经 验 。 现 本 书 已 入 选 
“中 国 科学 技术 大 学 精品 教材 ”系列 ,并 列 入 ““ 十 二 五 ?国家 重点 图 书 出 版 规 
划 项 目 ”。 本 书 具 有 以 下 特色 : 

(1) 注重 基本 概念 的 准确 性 和 理论 体系 的 严密 性 ,注重 将 严格 的 数学 
推导 和 清晰 的 物理 概念 相 结合 ,力图 使 读者 既 不 停留 在 繁琐 的 数学 公式 推 
导 之 中 ,也 不 停留 在 粗浅 的 物理 现象 描述 上 ,而 是 能 清晰 认识 数学 公式 所 包 
含 的 深刻 物理 实质 。 这 在 力学 守恒 定律 的 表述 及 场 方 程 组 的 推导 、 热 力学 
势 概念 的 引入 和 盖 述 等 方面 都 有 所 体现 。 

(2) 除了 注意 系统 介绍 近代 连续 介质 力学 的 基础 理论 以 外 ,还 对 发 展 
这 些 理论 所 基于 的 思维 方法 和 研究 方法 也 给 予 较 多 注意 ,以 期 启发 学 生 提 
出 新 模型 和 新 概念 的 理论 创新 能 力 。 如 广义 开口 体系 概念 的 提出 及 对 波 阵 
面 守恒 条 件 的 应 用 , 胀 缩 导 数 和 等 容 导 数 概念 的 提出 和 对 力学 守恒 定律 的 
应 用 ,对 Drucker 公设 的 讨论 和 普 适 增 量 型 塑性 本 构 关系 的 提出 等 等 ,都 是 
启发 学 生 创新 思维 的 例子 。 

(3) 加 强 本 构 理论 与 典型 本 构 关 系 内 容 的 介绍 ,推动 力学 和 材料 科学 
的 结合 。 除 对 本 构 方程 一 般 理论 进行 较 严 格 又 较 易 接受 的 介绍 以 外 ,把 现 
已 广泛 应 用 的 和 正在 发 展 着 的 几 类 典型 本 构 关系 纳入 本 构 理论 的 一 般 框 架 
之 内 ,并 说 明 其 物理 实质 。 在 基础 知识 和 科学 研究 之 间 搭 起 了 一 座 桥梁 。 
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(4) 贯穿 流体 与 固体 相 结合 的 思想 。 通 过 本 书 , 读 者 可 以 深入 了 解 流 
体 和 固体 的 特异 和 转化 ,同时 较 全 面 地 获得 流体 力学 和 固体 力学 的 基础 知 
识 。 这 加 深 了 读者 对 力学 这 一 学 科 科 学 本 质 的 认识 ,对 那些 在 科研 工作 中 
同时 需要 流体 力学 和 固体 力学 知识 (特别 是 从 事 爆 炸 与 冲击 力学 、 安 全 科 
学 、 材 料 科学 研究 ) 的 同志 ,更 有 直接 的 帮助 。 

(5) 贯彻 力学 与 热学 相 结合 .静态 和 动态 相 结合 ,宏观 和 细 观 相 结合 的 
思想 ,促进 材料 的 多 耦合 因素 含 损伤 动态 本 构 理论 的 发 展 。 除 了 对 连续 介 
质 热力 学 的 基本 理论 进行 较 多 关注 以 外 ,对 国内 外 同行 特别 是 作者 所 在 课 
题 组 近年 来 的 一 些 最 新 研究 成 果 ( 如 含 损伤 的 热塑性 、 热 黏 塑 性 本 构 关系 及 
计算 流程 方面 的 最 新 成 果 和 三 维 固体 冲击 波 的 理论 等 ) 在 书 中 也 给 予 了 适 
当 介绍 。 

书稿 完成 后 ,我 通读 了 一 遍 , 感 到 获 益 良 多 。 期 望 本 书 的 出 版 有 助 于 提 
高 我 国力 学 学 科 的 教学 与 科研 水 平 。 


俄罗斯 科学 院外 籍 院士 
2012 年 8 月 
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从 传统 意义 上 讲 ,“ 和 连续 介质 力学 ”主要 是 研究 连续 介质 (主要 是 流体 和 
固体 ) 在 外 部 (主要 是 力 的 和 热 的 ) 作 用 下 的 变形 、 损 伤 和 破坏 的 宏观 规律 
的 。 在 连续 介质 力学 中 ,人 们 把 物质 看 做 是 一 系列 微观 上 足够 大 而 宏观 上 
足够 小 的 “粒子 ”或 “ 微 团 ”的 连续 集合 ,从 而 可 以 认为 每 一 “粒子 ”在 每 一 时 
刻 占 有 一 个 几何 上 的 点 并 具有 相应 的 各 种 物理 量 的 统计 平均 宏观 值 ,因此 
可 以 应 用 场 论 和 张 量 分 析 的 工具 来 研究 介质 的 运动 规律 。 尽 管 细 观 力学 作 
为 一 门 学 科 已 经 兴起 ,连续 介质 力学 在 其 发 展 中 也 在 逐渐 吸收 其 中 的 一 些 
成 果 , 并 引入 一 些 物质 运动 的 细 观 描述 ,但 从 总 体 上 讲 连 续 介 质 力学 所 应 用 
的 研究 方法 仍然 是 宏观 描述 的 方法 。 尽 管 与 包括 气态 、 液 态 的 流体 和 固态 
的 固体 一 样 ,等 离子 体 同 时 也 是 物质 的 单独 一 态 ; 尽 管 外 部 作用 除了 力 的 和 
热 的 作用 之 外 ,还 包括 电磁 的 、 光 的 、 化 学 的 、 生 物 的 等 等 的 作用 ,但 传统 的 
连续 介质 力学 以 及 本 书 将 基本 上 不 涉及 这 些 复杂 的 内 容 。 这 一 课程 之 所 以 
重要 ,主要 是 因为 该 课程 的 基本 理论 框架 涉及 变形 体力 学 的 最 重要 的 基本 
知识 ,如 张 量 分 析 的 基本 知识 ,介质 运动 ,变形 和 受 力 的 描述 方法 ,连续 介质 
的 守恒 定律 和 场 方程 组 ,材料 本 构 关系 的 基本 理论 等 ,这 些 知识 对 力学 以 及 
相关 的 工程 学 科 都 是 很 重要 和 不 可 或 缺 的 。 现 代 科 学 技术 的 发 展 不 仅 没有 
降低 该 课程 的 地 位 和 重要 性 ,而 且 随 着 新 的 科技 成 果 的 不 断 出 现 , 该 课程 的 
理论 框架 和 主要 内 容 也 在 不 断 完善 .充实 和 提高 中 得 到 发 展 ,并 在 解决 新 的 
科学 问题 方面 发 挥 了 越 来 越 重要 的 作用 。 在 很 长 的 时 期 内 特别 是 近 儿 十 年 
来 , 随 着 科学 技术 的 发 展 和 进步 ,连续 介质 力学 ?与 其 他 各 类 重要 学 科 不 断 
交 又 和 渗透 ,因此 “连续 介质 力学 ”课程 不 但 一 直 是 理论 和 应 用 力学 专业 的 
必修 专业 基础 课 ,而 且 成 为 工程 热 物理 、 机 械 工程 、 航 天 工程 、 生 物 医学 工 
程 、 材 料 科学 等 很 多 相关 学 科 和 专业 的 重要 专业 基础 课 。 在 国内 外 几乎 所 
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有 著名 大 学 的 这 些 相关 专业 的 课程 表 上 都 有 “连续 介质 力学 ?课程 或 以 该 课 
主要 知识 为 内 容 的 类 似 课 程 。“ 连 续 介 质 力 学 ”课程 的 基本 内 容 是 与 时 俱 进 
的 , 随 着 近 现代 科学 技术 的 发 展 而 不 断 完善 和 发 展 着 ,在 近 些 年 来 的 研究 生 
教材 中 较 多 地 采用 了 “ 非 线性 连续 介质 力学 ”的 名 称 ( 见 书后 的 参考 文献 目 
录 ), 以 强调 其 区 别 于 经 典 线 弹 性 力学 和 流体 力学 的 特点 。 本 书 的 基本 内 容 
框架 是 与 这 些 著作 大 体 一 致 的 ,但 希望 在 课程 内 容 的 组 织 上 、 在 基本 原理 的 
准确 语言 表达 上 、 在 力学 公式 的 数学 表述 及 其 和 物理 内 容 的 紧密 结合 上 、 在 
最 新 研究 成 果 的 介绍 和 应 用 上 等 方面 能 有 自己 的 特点 ,并 使 读者 可 以 获得 
新 的 感受 和 神 益 。 

本 书 取 名 为 “ 张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 ”, 一 方面 是 因为 张 量 
工具 在 力学 乃至 在 整个 自然 科学 中 具有 基石 的 作用 ,希望 读者 可 以 用 较 少 
的 时 间 很 自然 ,很 顺利 地 获得 张 量 一 般 理 论 的 主要 知识 并 加 深 对 张 量 工具 
本 身 及 对 力学 知识 的 理解 ,而 不 必 花 很 多 时 间 吃 力 地 去 读 很 多 张 量 分 析 方 
面 的 浩瀚 书籍 ,反而 冲淡 了 对 力学 知识 的 理解 , 故 在 书 中 对 张 量 知识 做 了 深 
入 浅 出 的 、 对 力学 工作 者 来 讲 足 够 用 的 较 系 统 的 初步 介绍 , 故 日 “ 张 量 初 
步 ” 另 一 方面 ,总 体 说 来 本 书 基本 上 不 涉及 对 菜 些 力学 实际 问题 的 具体 求 
解 ,而 是 偏重 于 以 作者 本 人 多 年 来 在 科研 和 教学 实践 中 与 学 生 及 同行 讨论 
时 所 获得 的 新 感受 新 认识 为 基础 ,对 近 几 十 年 来 连续 介质 力学 和 本 构 关系 
的 基本 原理 和 基本 方法 做 一 概述 性 的 介绍 ,并 加 入 了 本 人 及 所 在 课题 组 多 
年 来 的 一 些 新 的 研究 成 果 , 希 望 能 对 读者 的 科学 研究 有 所 助 益 , 故 日 “近代 
连续 介质 力学 概论 ”。 

我 们 认为 “近代 连续 介质 力学 ”课程 之 所 以 重要 ,主要 是 因为 它 的 主要 
内 容 顺 应 了 当代 力学 研究 的 发 展 趋势 ,其 特点 可 以 简单 地 概括 为 如 下 几 个 
方面 : 

(1) 流体 力学 和 固体 力学 的 结合 。 在 通常 的 力学 系 的 教学 中 ,一 般 是 
将 流体 力学 和 固体 的 弹 塑性 力学 分 开 来 讲解 的 ,这 样 虽然 在 使 读者 获得 流 
体 和 固体 的 专业 知识 方面 存在 其 优点 ,但 在 使 学 生 获得 全 面 的 连续 介质 力 
学 基础 知识 和 研究 方法 并 使 之 融会 贯通 方面 却 存 在 着 缺陷 ,这 不 利于 读者 
辨证 地 认识 流体 和 固体 的 统一 、 特 异 和 转化 ,也 不 利于 提高 读者 综合 利用 力 
学 知识 解决 复杂 科学 问题 的 能 力 。 一 个 最 典型 的 例子 就 是 核 爆 炸 的 问题 ， 
即使 是 在 岩石 中 的 地 下 核 爆炸 问题 中 ,人 们 也 将 同时 遇 到 近 区 的 流体 动力 


。6 。 


学 波 、 中 区 的 塑性 或 恭 塑 性 波 以 及 远 区 的 纯 弹 性 波 传播 的 问题 ,这 就 同时 需 
要 流体 力学 和 固体 力学 的 知识 。 另 外 ,人 们 日 常生 活 中 以 肉眼 观察 介质 是 
否 能 够 流动 来 区 分 流体 和 固体 的 方法 也 是 不 够 科学 的 ,其 中 一 个 最 典型 的 
例子 就 是 , 当 常规 概念 中 是 “固体 ”的 穿甲弹 以 接近 2 km/s 或 更 高 的 速度 挤 
击 常规 概念 中 也 是 “固体 ”的 钢 甲 坦克 等 目标 时 ,由 于 撞击 压力 很 高 ,而 对 材 
料 塑性 变形 起 重要 作用 的 应 力 偏 量 却 受 到 材料 届 服 准则 的 制约 ,其 值 与 极 
高 的 压力 之 比 则 很 小 , 故 在 撞击 初期 将 看 上 去 很 “ 硬 ? 的 弹 、 靶 都 作为 流体 来 
处 理 并 不 会 产生 很 大 的 误差 ,这 说 明 我 们 不 能 以 简单 的 常识 的 和 伪 死 的 观 
点 来 看 待 流体 和 固体 ,而 应 该 根据 介质 在 一 定 具 体 环境 下 的 行为 特点 即 其 
本 构 形式 来 判断 此 时 它们 是 流体 还 是 固体 。 基 于 这 些 原因 ,我 们 将 以 流体 
和 固体 相 结合 的 观点 和 方法 来 系统 介绍 其 基本 理论 和 方法 ,这 也 是 本 书 内 
容 组 织 上 的 一 个 特点 。 

(2) 对 大 变形 和 非 线 性 行为 的 特别 关注 。 在 经 典 弹 性 理论 所 处 理 的 问 
题 中 ,以 普通 金属 材料 为 例 ,其 变形 在 约 0.2% 的 届 服 应 变 的 小 变形 范围 
内 ,线性 工程 应 变 的 描述 方法 和 线性 胡 克 定律 的 本 构 描述 可 以 足够 精确 地 
满足 工程 的 需要 。 但 随 着 工程 和 现代 高 科技 的 发 展 ,在 爆炸 冲击 力学 的 很 
多 问题 中 ,材料 可 产生 接近 10% 甚 至 更 高 的 应 变 , 在 塑性 加 工 成 型 等 特殊 
问题 中 材料 可 产生 更 高 乃至 1000% 的 超 塑 性 应 变 , 此 时 不 但 需要 引入 对 材 
料 大 变形 行为 进行 精确 描述 的 所 谓 几何 非 线性 效应 ,而 且 需 要 引入 对 材料 
本 构 行为 非 线性 特性 进行 精确 描述 的 所 谓 本 构 非 线 性 (或 物理 非 线性 ) 效 
应 。 此 外 , 当 介质 粒子 的 迁移 十 分 明显 ,而 人 们 又 采用 Euler 描述 方法 时 ， 
还 需要 引入 对 材料 运动 迁移 中 非 线 性 特性 进行 描述 的 所 谓 运动 学 非 线性 效 
应 (这 一 点 即使 在 经 典 的 流体 动力 学 中 也 已 经 广泛 采用 )。 对 本 构 非 线性 行 
为 的 引入 需要 通过 本 构 理论 、 实 验 和 计算 相 结合 的 研究 工作 来 解决 ;对 运动 
和 变形 中 非 线 性 行为 的 引入 可 以 采用 有 限 变形 的 理论 ,也 可 以 采用 增 量变 
形 的 理论 ,在 工程 实践 和 计算 中 当前 应 用 更 多 的 还 是 后 者 ,这 可 能 是 因为 增 
量 理论 更 容易 与 计算 力学 的 研究 相 结 合 。 

(3) 对 复杂 环境 、 极 端 条 件 以 及 与 此 相关 联 的 多 重 因素 的 耦合 作用 的 
关注 。 现 代 高 科技 常 涉 及 一 系列 新 的 复杂 环境 和 极端 条 件 ,这 主要 包括 高 
(〈 低 ) 温 条 件 、 高 压条 件 .高速 条 件 等 等 ,如 在 化 学 爆炸 、 核 爆炸 以 及 武器 高 速 
撞击、 天 体 撞击 等 问题 中 ,可 以 出 现 几 千 乃 至 几 万 摄氏 度 的 高 温 或 零下 几 十 
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摄氏 度 乃 至 更 低 的 温度 ,达到 几 十 万 乃至 上 千 万 大 气压 的 高 压 或 者 每 秒 几 
百 米 乃至 儿 公 里 的 高 速度 。 大 的 温度 跨度 的 出 现 将 引起 材料 的 热效应 以 及 
与 此 相关 联 的 热 - 力 耦 合 效应 的 问题 ,所 以 热力 学 理论 本 身 以 及 热力 耦合 本 
构 关 系 的 研究 将 变 得 十 分 重要 。 高 压 的 问题 , 则 涉及 材料 高 压 状态 方程 的 
研究 以 及 材料 在 不 同 压力 范围 内 的 不 同形 式 本 构 关系 的 研究 。 与 高 速 (其 
至 低速 ) 问题 相关 联 的 就 有 时 间 因 素 和 时 率 效 应 的 问题 ,所 谓 时 间 因 素 是 指 
连续 介质 力学 中 的 大 多 数 问题 在 本 质 上 不 是 与 时 间 无 关 的 静 力学 问题 ,而 
是 与 时 间 有 关 的 动力 学 问题 ,这 些 动力 学 问题 又 可 大 致 分 为 材料 和 结构 前 
期 响应 和 局 部 响应 的 波动 问题 以 及 结构 后 期 响应 和 总 体 响应 的 振动 问题 ， 
而 不 论 对 哪 一 种 问题 ,反映 材料 和 结构 响应 的 各 种 物理 量 都 是 与 作为 自 变 
量 的 时 间 t 明显 有 关 的 ;所 谓 时 率 效 应 是 指 材料 和 结构 的 响应 一 般 是 依赖 
于 其 本 身 的 变形 速率 或 外 载 的 加 载 速率 的 ,这 也 就 是 所 谓 应变 率 效应 和 应 
变 率 历史 效应 的 问题 。 除 了 前 述 的 温度 效应 和 应 变 率 效应 以 外 ,材料 和 结 
构 的 响应 还 与 其 变形 中 的 应 变 硬 ( 软 ) 化 效应 、 损 伤 软化 效应 等 复杂 因素 有 
关 。 因 此 ,与 极端 条 件 和 复杂 环境 相关 联 , 材 料 的 本 构 关系 必须 能 够 反映 材 
料 的 热 - 力 耦合 效应 、\ 应 变 硬 ( 软 ) 化 效应 \ 应 变 率 效应 、 损 伤 软化 效应 等 等 多 
种 因素 的 影响 以 及 它们 之 间 的 相互 耦合 效应 ,对 这 些 多 耦合 因素 本 构 关 系 
的 研究 将 是 连续 介质 力学 的 一 个 重要 发 展 趋势 。 本 书 在 介绍 这 些 多 耦合 因 
素 本 构 理论 的 同时 ,还 希望 能 通过 对 本 课题 组 近年 来 研究 成 果 的 简要 介绍 
而 顺应 这 一 发 展 趋势 。 

(4) 结构 型 力学 和 本 构 型 力学 的 结合 。 经 典 的 连续 介质 力学 如 弹性 力 
学 和 流体 力学 主要 是 针对 给 定 简单 本 构 关系 (如 硼 克 弹性 固体 、 理 想 弹 性 流 
体 . 牛 顿 黏 性 流体 等 ) 的 材料 ,研究 其 在 一 定 外 部 因素 (主要 是 力 ) 的 作用 下 
材料 和 结构 的 响应 , 即 所 谓 的 正 问题 ,可 简称 为 “结构 型 力学 ”。 随 着 科技 和 
工业 的 进步 ,有 大 量 新 材料 出 现 , 材 料 本 身 的 多 样 性 以 及 其 在 不 同 环境 下 的 
多 样 性 表现 ,使 得 对 材料 本 身 的 行为 即 对 其 本 构 关系 进行 系统 的 研究 和 分 
类 就 成 为 一 个 新 的 迫切 任务 ,而 要 得 到 材料 的 本 构 关 系 , 我 们 常常 又 是 以 材 
料 或 结构 在 外 部 作用 下 的 某 种 已 知 响应 作为 出 发 点 的 ,这 就 是 所 谓 的 反问 
题 ,也 可 以 称 之 为 “本 构 型 力学 ”。 结 构 型 力学 和 本 构 型 力学 二 者 是 紧密 相 
关 和 互 为 因果 的 ,二 者 的 研究 成 果 需 要 相互 印证 。 近 代 连 续 介质 力学 正 是 
适应 这 一 要 求 , 才 把 对 本 构 关 系 的 基本 理论 和 儿 大 类 重要 的 本 构 关 系 内 涵 
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的 介绍 作为 其 重要 内 容 的 。 

(5) 宏观 力学 和 细 观 力学 的 结合 。 连 续 介质 力学 的 基本 理论 框架 是 从 
宏观 的 观点 研究 材料 和 结构 的 性 质 及 其 响应 规律 的 ,但 其 宏观 的 性 质 是 与 
构成 材料 的 细 ( 微 ) 观 单元 如 晶 格 位 错 直 至 分 子 等 的 构成 特征 紧密 相关 的 ， 
因此 对 材料 本 构 关系 的 研究 需要 与 对 材料 本 身 的 组 织 结构 的 研究 相 结合 。 
物理 力学 试图 从 微观 (分 子 、 原 子 等 ) 角 度 研究 材料 的 宏观 力学 性 质 ,但 是 材 
料 内 部 缺陷 的 存在 使 得 其 预测 结果 与 工程 实际 常 有 较 大 差别 ,这 促成 了 细 
观 力 学 和 损伤 力学 的 发 展 , 即 从 细 观 ( 晶 粒 .粒子 团 、 位 错 等 ) 角 度 研究 材料 
的 行为 。 纳 米 材料 等 精细 材料 的 出 现 以 及 金 相 显微镜 和 扫描 电镜 技术 的 发 
展 更 促成 了 细 观 力学 和 损伤 力学 的 发 展 ,乃至 分 子 动力 学 计算 方法 的 发 展 。 
可 以 说 近代 连续 介质 力学 已 发 展 到 引入 细 观 力学 的 成 果 并 与 之 相 结合 的 新 
阶段 。 但 是 受 篇 幅 的 限制 和 作者 学 识 方面 的 限制 ,本 书 只 是 在 介绍 内 变量 
理论 以 及 含 损伤 本 构 关系 的 时 候 , 说 明了 内 变量 和 损伤 等 的 细 观 背景 ,而 并 
未 介绍 其 细 观 结构 的 细节 ,从 总 体 上 讲 本 书 的 内 容 基 本 上 仍然 是 在 宏观 连 
续 介质 力学 的 框架 之 内 ,但 是 作为 一 个 发 展 趋势 ,我 们 仍然 指出 这 一 点 ,有 
兴趣 的 读者 可 以 参考 细 观 力学 或 材料 动力 学 方面 的 书籍 。 

本 书 内 容 共 分 为 9 章 。 第 1 章 为 “< 张 量 知识 基础 ”, 是 从 力学 和 物理 学 
的 需要 出 发 ,用 尽 可 能 少 的 篇 幅 介绍 在 一 般 曲 线 坐标 中 张 量 理论 的 基础 知 
识 , 并 说 明 其 和 笛 卡 尔 张 量 理论 的 关系 ,为 此 ,本 书 没有 再 重复 介绍 矢量 空 
间 的 一 般 理 论 ,而 是 假设 读者 已 具有 矢量 分 析 的 基本 知识 ,直接 从 现实 的 三 
维 欧 几 里 德 空间 出 发 ,首先 从 一 点 讲 起 ,再 推广 到 整个 空间 ,最 后 再 简单 地 
提 及 非 欧 几 里 德 空间 的 概念 。 由 于 其 在 应 用 上 的 重要 性 ,这 里 我 们 也 讲述 
了 若干 数学 方面 的 补充 知识 。 第 2 章 为 “连续 介质 的 运动 和 变形 ”, 主 要 从 
描述 介质 复杂 运动 和 大 变形 非 线性 特征 的 需要 出 发 ,以 两 点 张 量 场 的 一 般 
张 量 理论 体系 进行 了 较 系 统 的 介绍 。 第 3 章 为 “应 力 原理 ”, 从 精确 描述 大 
变形 介质 的 内 部 受 力 情况 的 角度 出 发 ,介绍 了 Cauthy 应 力 张 量 、 第 一 类 和 
第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 、 应 力 张 量 本 构 导 数 以 及 运动 方程 和 动量 
算 守 恒 方程 。 第 4 章 为 “变形 热力 学 ”, 系统 介绍 了 热力 学 第 一 和 第 二 定律 
的 含义 以 及 在 连续 介质 场 中 的 表现 形式 , 即 场 的 能 量 方程 和 炳 不 等 式 。 第 
5 章 为 “本 构 方程 的 一 般 理 论 ”, 主 要 是 在 简要 介绍 本 构 理 论 公理 体系 八大 
原理 的 基础 之 上 ,重点 介绍 了 最 重要 的 构架 无 关 原 理 、 局 部 作用 原理 、 许 可 
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性 原理 和 材料 对 称 性 原理 ,根据 叙述 的 方便 在 不 同 的 地 方 分 别 采 用 了 泛 函 
表述 或 内 变量 表述 。 第 6 章 至 第 9 章 分 别 介绍 了 儿 大 类 具体 的 常用 材料 的 
本 构 关系 形式 , 即 “ 热 弹 性 材料 ”“ 弹 塑性 材料 ”“ 黏 性 流体 和 黏 弹 性 材料 ”、 
“条 塑 性 材料 ”。 其 中 “ 热 弹 性 材料 ”一 章 中 除了 深化 热力 学 势 的 概念 以 外 ， 
还 特别 介绍 了 几 类 在 爆炸 与 冲击 中 应 用 较 多 的 状态 方程 。 第 8 章 则 在 简单 
介绍 徐 弹 性 行为 一 般 表述 的 基础 上 ,重点 介绍 了 常用 的 线性 恭 弹 性 体 的 微 
分 型 和 积分 型 本 构 关系 。 在 第 7 章 和 第 9 章 中 除了 以 内 变量 理论 体系 为 基 
础 对 弹 塑性 和 黏 塑性 本 构 理论 进行 了 一 般 的 介绍 以 外 ,还 对 本 人 及 所 在 课 
题 组 近 些 年 来 的 一 些 研究 成 果 进行 了 介绍 ,这 些 知识 读者 是 可 以 直接 应 用 
到 科研 中 去 的 。 各 章 的 最 后 是 习题 ,习题 的 编 入 原则 是 :不 求 多 、 不 求 难 ,而 
重 在 希望 通过 习题 加 深 读 者 对 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 的 理解 ,以 及 
有 利于 实际 应 用 。 

本 书 在 章节 体系 和 内 容 组 织 等 方面 曾 得 到 朱 兆 祥 教授 的 指点 和 帮助 ， 
特此 致谢 ,并 以 此 书 作为 对 朱 先 生 在 天 之 灵 的 慰藉 。 

由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 存在 错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 ,欢迎 读者 和 专 
家 指正 。 


编 者 
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本 书 所 用 主要 符号 如 下 : 

一 般 用 白 斜 体 希腊 或 英文 字母 表示 标量 ,例如 9、B、u、U 等 。 

一 般 用 黑 斜 体 小 写 英文 字母 表示 矢量 ,例如 vy、a、b 等 。 

一 般 用 黑 斜 体 大 写 英文 字母 表示 2 阶 及 高 阶 张 量 ,例如 4、B 等 。 

AT:2 阶 张 量 4 的 转 置 (transpose) 。 

[a]=a: 矢 量 a 的 列 阵 。 本 书 将 矢量 a 与 列 阵 相 对 应 , 故 也 以 a 本 身 表示 其 
列 阵 。 

{a} :矢量 a 的 行 阵 , {a}"=[a]=a。 

A， a: 矢 量 a 对 2 阶 张 量 4 的 右 点 积 ,其 矩阵 记 法 为 :4*a 或 [4][a]。 

a， A: 矢 量 a 对 2 阶 张 量 A 的 左 点 积 ,其 矩阵 记 法 为 : (ar*4)T= AT。a 或 
({a}[Al)T=[AT[La]. 

4 : B:2 阶 张 量 A 和 2 阶 张 量 B 的 第 一 种 二 次 点 积 。 

A…B:2 阶 张 量 A 和 2 阶 张 量 B 的 第 二 种 二 次 点 积 。 


经 , 量 的 局 部 导数 (local time derivative)。 


各 = 多: 量 的 随 体 导数 (material time derivative) 。 


如 , 量 $ 对 时 间 的 全 导数 (time derivative) 。 


V :EE 氏 梯 度 算 子 (Euler gradient operator) 。 

V1:E 氏 协 变 算 子 (Euler covariant operator) 。 

Vi:E 氏 逆 变 算 子 [Euler contravariant operator) 。 

V :LL 氏 梯 度 算 子 (Lagrange gradient operator) 。 
V7:L 氏 协 变 算 子 (Lagrange covariant operator) 。 
VI:L 氏 逆 变 算 子 (Lagrange contravariant operator) 。 
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下 :变形 梯度 张 量 (deformation gradient tensor) 。 

B: 左 柯 西 -格林 张 量 (left Cauchy-Green tensor) 或 左 变形 张 量 (left deforma- 
tion tensor) 。 

C: 右 柯 西 - 格 林 张 量 (right Cauchy-Green tensor) 或 右 变形 张 量 (right 
deformation tensor) 。 

VY: 左 伸缩 张 量 (left stretch tensor) 。 

U: 右 伸缩 张 量 (right stretch tensor) 。 

RR: 旋转 张 量 (rotational tensor) 。 

EE: 拉 格 朗 日 应 变 张 量 (Lagrange strain tensor) 或 格林 应 变 张 量 (Green strain 
tensor) 。 

e: 欧 拉 应 变 张 量 (Euler strain tensor) 或 阿尔 曼 西 应 变 张 量 (Almansi strain 
tensor) 。 

二 :质点 速度 空间 梯度 张 量 , 或 简称 质点 速度 的 E 氏 梯度 张 量 (Euler gradient 
tensor) 。 

D: 伸 缩 率 张 量 (stretching rate tensor) 或 变形 率 张 量 (deformation rate 
tensor) 。 

W :旋转 率 张 量 (spinning rate tensor 或 rotational rate tensor) 。 

F,(r):r 时 刻 相对 于 +t 时 刻 的 相对 变形 梯度 张 量 (relative deformation 
gradient tensor) 。 

2: 瞬 时 质量 密度 (current mass density) 。 

Po :初始 质量 密度 (original mass density) 。 

b: 比 体积 力 (specific body force) 。 

go 或 T(g= TT): 柯 西 应力 张 量 (Cauchy stress tensor) 。 

S :第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 ,简称 第 一 类 P-K 应 力 张 量 。 

允 : 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 ,简称 第 二 类 P-K 应 力 张 量 。 

T: 绝 对 温度 。 

8 :温度 的 空间 梯度 或 E 氏 梯 度 。 

G: 温 度 的 物质 梯度 或 氏 梯 度 。 

h:E 氏 热流 矢量 。 

互 : 工 氏 热流 矢量 。 

天 :体系 的 动能 (kinetic energy) 。 

大 : 比 动能 (specific kinetic energy) 。 

U: 体 系 的 内 能 (internal energy) 。 
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&: 比 内 能 (specific internal energy) 。 

乡 : 比 自由 能 (specific free energy) 。 

五: 比 迷 (specific enthalphy) 。 

G: 比 自由 烩 (specific free enthalphy) 或 比 吉 布 斯 始 (specific Gibbs 
enthalphy) 。 

5: 体 系 的 炉 (entropy) 。 

s: 比 炉 (specific entropy) 。 

W"* : 某 一 过 程 中 体系 接受 的 外 功 量 (outside works) 。 

w" : 比 外 功 (specific outside works) 。 

QQ: 某 一 过 程 中 体系 接受 的 外 热量 (outside heat) 。 

W: 某 一 过 程 中 体系 接受 的 外 变形 功 (outside deformation works) 。 

w: 比 变形 功 (specific deformation works) 。 
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3.3 应 力 张 量 的 时 空 变换 式 与 本 构 导数 … 
3.4 运动 方程 ,动量 矩 守恒 方程 
3.5 纯 力学 情况 下 的 能 量 方程 


第 4 章 变形 热力 学 … 
4.1 能 量 方程 …… 
4.2 业 不 等 式 (热力 学 第 二 定律 )… 
4. 3 场 热力 学 的 炳 均 稀 和 录 不 等 式 … 
4.4 三 维 固体 中 冲击 波 的 突 跃 条 件 
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张 量 分 析 和 量 纲 分析 是 自然 科学 的 两 大 基石 ,具有 十 分 重要 和 基本 的 意义 。 
自然 界 中 各 种 物理 量 都 可 以 纳入 张 量 的 框架 来 统一 描述 ,或 者 说 只 有 当 把 它们 作 
为 张 量 来 描述 时 才能 清楚 地 揭示 这 些 物理 量 的 与 具体 坐标 系 无 关 的 不 变性 本 质 ， 
并 揭示 联系 各 种 物理 量 间 相 互 关 系 的 物理 定律 的 不 变性 本 质 , 这 就 是 张 量 概念 和 
张 量 方程 概念 的 基本 价值 。 张 基 工 具 长 期 以 来 就 在 自然 科学 中 起 着 这 样 核心 的 作 
用 ,通过 爱 因 斯 坦 (Einstein) 建 立 狭义 相对 论 特 别 是 建立 广义 相对 论 的 过 程 和 功 
绩 , 更 加 显示 并 莫 定 了 张 量 分 析 在 自然 科学 中 不 可 替代 、 不 可 或 缺 的 基础 性 地 位 。 
但 是 本 书 不 是 从 纯 数 学 的 角度 介绍 张 量 的 知识 ,而 是 从 连续 介质 力学 和 物理 学 的 
应 用 和 需要 的 角度 介绍 张 量 的 知识 ,因此 我 们 将 本 着 “ 既 多 又 少 ”的 原则 来 讲 张 量 
的 基础 知识 。“ 多 ”是 指 对 力学 应 用 的 需要 够 用 ,“ 少 ”是 指 尽量 不 涉及 那些 与 力学 
应 用 关系 不 大 的 过 于 抽象 的 数学 内 容 。 为 此 目的 ,也 为 了 读者 容易 接受 ,我 们 将 主 
要 地 从 现实 的 三 维 欧 几 里 德 (Euclid) 空 间 出 发 ,并 首先 从 空间 一 点 讲 起 ,然后 推广 
到 整个 空间 介绍 张 量 分 析 的 主要 内 容 ,只 是 在 适当 的 时 候 简要 地 提出 黎 曼 
(Riemann) 等 类 空间 及 其 中 张 量 的 概念 ,并 说 明 相互 间 的 关系 。 我 们 假设 读者 是 
掌握 了 高 等 数学 中 矢量 代数 和 矢量 分 析 的 有 关 知 识 的 ,并 且 不 再 装 述 有 关 矢量 空 
间 的 系统 理论 ,而 是 直接 以 矢量 代数 和 矢量 分 析 的 知识 为 基础 逐步 深入 地 介绍 张 
量 分 析 的 基础 理论 和 方法 。 
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1.1 矢量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 


1.1.1 指标 记 法 和 求 和 约定 


在 解析 几何 中 ,矢量 (vector) 被 定义 为 一 个 有 向 线段 ,这 是 一 个 纯 几何 的 定 
义 ,不 依赖 于 坐标 系 的 选取 。 但 是 为 了 更 清楚 地 认识 矢量 的 本 质 ,以 便 对 其 进行 量 
的 描述 和 运算 ,我们 又 常常 引入 一 定 的 坐标 系 ,并 将 矢量 在 此 坐标 系 中 的 分 量 作为 
它 的 表象 (representation) 。 在 较 多 的 场合 下 ,人 们 所 用 的 是 所 谓 直角 笛 卡尔 坐标 
系 (rectangular Cartesian coordinates system) 。 在 三 维 欧 几 里 德 (Euclid) 空 间 中 ， 
以 x1(j=1,2,3) 表 示 3 个 相互 垂直 的 坐标 轴 和 相应 的 点 的 坐标 , 沿 3 个 轴 的 3 个 
单位 矢量 ij(j = 1,2,3) 两 两 正 交 组 成 了 一 组 所 谓 的 么 正 基 (unitary basis) 或 法 化 
基 (normalized basis), 于 是 空间 中 的 任 一 矢量 a 可 以 沿 着 这 组 么 正 基 i; 进行 长 方 
体式 的 线性 分 解 ,而 且 这 种 分 解 是 唯一 的 。 以 ai Cj = 1,2,3) 表 示 相 应 的 分 解 系 
数 ,我 们 可 以 写 出 下 式 ,并 简洁 地 写 出 下 式 的 最 后 一 式 : 

Q=ainh+azi+asis 王 dj (1.1.1) 

在 张 量 分 析 的 普遍 理论 中 ,广泛 地 采用 指标 记 法 (index notation) 和 上 标 
(superscript)\ 下 标 (subscript), 上 式 中 ea: 和 羡 中 的 j 即 分 别 为 上 标 和 下 标 。 在 张 
量 分 析 中 还 广泛 地 采用 所 谓 的 求 和 约定 (summation convention), 例 如 在 式 
(1.1.1) 中 就 采用 了 求 和 约定 ,其 含义 是 :如 果 在 一 个 单项 式 中 有 一 个 上 标 和 下 标 
重复 出 现 , 则 表示 要 对 此 指标 从 1 到 3 遍历 取 值 , 并 对 所 得 的 3 项 求 和 。 同 样 的 约 
定 对 n 维 空间 将 是 从 1 到 n 遍历 取 值 ,并 对 所 得 的 n 项 求 和 。 我 们 把 上 下 重复 出 
现 的 指标 叫做 哑 标 (dummy or dumb index) , 哑 标 并 不 代表 1 到 n 中 某 个 特定 的 
值 ,而 是 要 遍历 地 取 1,2,3,…,n 并 对 所 得 的 各 项 相 加 求 和 ,所 以 哑 标 只 有 形式 的 
意义 ,改变 哑 标 并 不 改变 求 和 的 结果 。 例 如 式 (1.1.1) 可 以 写成 如 下 各 种 形式 ， 

a=aiij= ati = 
如 果 我 们 定义 
= (=12,3) 
则 关 组 成 么 正 基 的 条 件 可 以 在 数学 上 表达 为 
ss 
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1， 当 i=j 
0， 当 i 关 j 

式 (1.1.2) 中 的 *。 ”表示 矢量 的 点 积 , 6; 称 为 克 罗 尼 科 尔 记 号 (Kronecker 
symbol 或 Kronecker delta) , 它 正 好 与 单位 矩阵 对 应 : 


0 0 
oo 1 | 
0 


另外 , 式 (1.1.2) 中 的 指标 i 和 j 与 式 (1.1.1) 中 的 指标 j 不 同 ,它们 没有 出 现 
上 下 重复 ,不 是 哑 标 。 我 们 将 类 似 式 (1.1.2) 中 不 出 现 上 下 重复 的 这 种 指标 称 为 自 
由 指标 (free index) ,它们 可 以 取 1、2,3 中 的 任何 一 个 确定 的 值 , 故 式 (1.1.2) 代 表 
9 个 式 子 ,而 式 (1.1.1) 只 代表 1 个 式 子 , 其 右 端 为 3 项 之 和 。 在 张 量 分 析 中 , 清楚 
地 区 分 哑 标 和 自由 指标 并 明确 它们 的 不 同 作 用 是 十 分 重要 的 ,许多 运算 错误 和 混 
乱 都 是 因为 没有 分 清 哑 标 和 自由 指标 ,或 者 是 因为 新 指标 选取 不 当 导致 哑 标 和 自 
由 指标 混乱 而 造成 的 。 
利用 8} 的 定义 和 求 和 约定 的 规则 ,容易 证 明 如 下 各 式 : 
ci =3 
ai = al (i=1,2,3) (1.1.3) 
Ai = 4 (i=1,2,3;k = 1,2,3) 
式 (1.1.3) 说 明 ,Kronecker 记号 作为 一 个 因子 起 一 个 改换 指标 的 作用 ,即将 
与 8} 相 乘 的 另 一 个 因子 中 与 6; 中 重复 出 现 的 哑 标 ,改换 为 6; 中 的 另 一 指标 。 这 
样 ,6; 的 出 现 常常 可 以 简化 运算 。 
我 们 可 以 很 容易 地 求 出 式 (1.1.1) 中 矢量 a 的 分 解 系数 ai ,为 此 只 需要 以 六 与 
其 两 端 进行 点 积 , 即 可 得 
a*ii=aiijeii= a = ai, ai=a*i' 
这 里 我 们 利用 了 式 (1. 1.2) 中 6; 的 定义 以 及 描述 所 起 改变 指标 作用 的 式 
(1.1.3)。 
将 上 式 和 式 (1.1.1) 写 在 一 起 , 即 有 
a=aiii (1.1.4a) 
| 二 (1.1.4b) 


让 = 9 = | (i = 1,2,3;j = 1,2,3) (1.1.2) 


1.1.2 矢量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 


除了 引入 一 些 术语 ,记号 和 约定 之 外 ,迄今 为 止 我 们 并 未 讲述 任何 新 的 知识 。 
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现在 我 们 转 到 矢量 a 在 空间 任意 一 组 基 ej 上 的 平行 六 面体 式 线性 分 解 
(parallelepiped linear decomposition) 的 问题 上 来 。 设 ej(j =1,2,3) 是 空间 的 任 
意 一 组 基 , 即 它们 是 线性 无 关 的 ( 即 不 共 面 的 ), 则 由 解析 几何 知识 可 知 ,空间 中 的 
任 一 矢量 a 可 以 沿 基 矢 为 楼 的 平行 六 面体 进行 线性 分 解 , 且 这 种 分 解 是 唯一 的 , 仍 
以 a! 记 其 分 解 系数 , 则 由 求 和 约定 可 得 
a = aiei (CT 
由 于 现在 ej 未 必 是 么 正 基 , 所 以 如 果 我 们 仍 像 笛 卡尔 基 的 情况 一 样 再 设 e’ = ei 
并 以 e: 点 乘 (1.1.5) 式 两 端 便 得 不 到 e'， ej = 5} ,也 就 不 能 像 上 面 一 样 由 6; 的 改 
换 指 标的 作用 来 求 出 &' 了 。 但 是 如 果 我 们 设想 空间 中 有 另外 3 个 矢量 e’ 满足 
e'se)=6) (i=1,2,3;j = 1,2,3) (1.1.6a) 
则 以 e' 点 乘 式 (1.1.5) 两 端 并 重复 前 面 的 运算 , 则 可 与 前 面 完 全 一 样 的 得 出 
a*e'= aile*e'=a8}=a!' 
故我 们 必 有 
| Q = aiei (1.1.7a) 
a'=a*e’ (1.1.7b) 
式 (1.1.7) 在 形式 上 和 式 (1.1.4) 完 全 类 似 ,只 不 过 e 并 不 是 么 正 基 ,e: 天 ei 
罢了 。 这样 我 们 便 解 决 了 我 们 的 问题 。 我 们 称 a' 为 矢量 a 的 逆 变 分 量 
(contravariant components) , 称 参 考 基 e; 为 协 变 基 ,而 称 分 解 式 (1.1.7a) 为 矢量 
a 沿 参考 基 矢 e; 的 逆 变 分 解 。 术 语 含义 和 几何 意义 以 后 再 加 以 说 明 。 
但 是 迄今 为 止 , 我 们 的 问题 应 该 说 只 是 获得 了 形式 上 的 解决 ,而 并 未 完全 解 
决 。 这 是 因为 我 们 并 未 求 出 由 式 (1.1.6a) 所 定义 的 三 个 矢量 e:, 甚 至 连 它们 的 存 
在 性 也 未 可 知 。 现 在 我 们 就 来 求 出 它们 ,这样 同时 也 就 证 明了 其 存在 性 。 以 es 为 
例 , 它 满足 
eaweai=0，es.ez=0，es.es=1 (1.1.6b) 
此 式 的 前 两 式 说 明 es 垂直 于 e; 和 e 决定 的 平面 , 故 可 设 其 为 
e3 = KelXez 
其 中 “x” 表示 矢量 的 叉 乘 , 而 k 为 待定 因子 。 以 es 点 乘 此 式 并 利用 式 (1.1.6b) 之 
第 三 式 , 即 有 
1=e@»e3= k(eXe).es = kes. (el xe) 
故 有 
1 FN el X e: 
人 Berlexey)’ © Pe (Ce 2 


类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 e: 和 e? 的 表达 式 , 将 它们 合 在 一 起 即 有 
4。 
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ea 区 人， 二 Ce ea = Ce i (1.1.8a) 


其 中 
=el。(ezXes)=ez。(esXel)=ea。(elXez) 

表示 基 矢 el .ea ,es 的 混合 乘积 , 当 它 们 成 右手 系 时 其 值 等 于 所 组 成 的 平行 六 面体 
的 体积 , 当 其 成 左手 系 时 ,等 于 其 体积 的 负 值 ,但 为 简洁 计 我 们 仍 以 Y 表示 其 值 。 
以 后 我 们 一 般 只 讨论 e; 成 右手 系 的 情况 ,所 以 Y 盖 0。 

这 样 我 们 就 给 出 了 由 已 知 的 三 个 基 矢 e; 求解 满足 式 (1.1.6) 的 三 个 矢量 e': 的 
问题 ,也 就 完全 解决 了 将 a 沿 e; 进行 线性 分 解 的 问题 。 

可 以 证 明 ( 具 体 可 参见 1.2 节 ) : 


V=e (sXe)z= L 


CC 
因为 V 才 0, 所 以 V' 隆 0。 因此 三 个 矢量 e' 也 是 线性 无 关 的 ,所 以 也 可 以 作为 空间 
的 一 组 基 。 我 们 将 原来 的 基 e; 称 为 原 基 (original basis) .参考 基 (reference basis) 
或 协 变 基 (covariant basis), 而 称 基 e' 为 原 基 的 对 偶 基 (dual basis)、 倒 逆 基 
(reciprocal basis) 或 道 变 基 (contravariant basis) 。 

由 推理 的 类 似 性 ,类 似 于 式 (1.1.8a) ,显然 我 们 可 以 写 出 由 e: 表达 e; 的 式 子 
如 下 : 


(1.1.9) 


2 3 3 1 1 2 
= eee, ee (1.1.8b) 


其 中 
VW=el'(ezxes)=ez。(esxel)=es.(Celxe2) 
现在 我 们 提出 将 任意 的 矢量 a 沿 逆 变 基 e; 进行 线性 分 解 的 问题 。 为 应 用 求 
和 约定 规则 ,我 们 将 以 ai 表示 其 分 解 系数 , 即 设 
Q = ajei (1.1.10) 
以 ei 点 乘 式 (1.1.10), 有 
a*ei:= ael*e;= adl= a 
故 有 对 应 于 式 (1.1.7) 的 式 子 如 下 : 
{ a=aie’ (1.1.11a) 
ai:=a*ei (1.1.11b) 
我 们 将 ai 称 为 矢量 a 的 协 变 分 量 (covariant components) , 称 e: 为 逆 变 基 ， 
而 称 分 解 式 (1.1. 11a) 为 矢量 a 沿 逆 变 基 e: 的 协 变 分 解 。 
互 为 对 偶 的 两 组 基 矢 e: 和 ei 的 几何 关系 如 图 1.1 所 示人 为 使 不 至 于 混乱 , 仅 
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画 出 了 e: 中 的 一 个 矢量 ez?) ,es 沿 el 和 ez 所 决定 的 平面 的 法 向 ,其 在 es 上 的 正 
交 投影 等 于 TT; 而 矢量 a 的 逆 变 分 解 和 协 变 分 解 的 几何 表示 ,在 二 维 上 的 情况 
如 图 1.2 所 示 ( 只 画 二 维 的 图 同样 是 为 了 避免 太 杂 乱 ) 。 

ae2 


、、 One 
图 1.1 e: 的 图 示 图 1.2 矢量 a 的 逆 变 分 解 和 协 变 分 解 


以 上 的 主要 内 容 可 以 概括 为 如 下 几 句 话 :对 空间 中 的 任何 一 组 原先 作为 参考 
基 的 协 变 基 矢 e; ,都 可 以 通过 式 (1.1.6) 或 式 (1.1.8) 定 义 一 组 与 之 对 偶 或 倒 逆 的 
逆 变 基 矢 e'; 空 间 中 的 任何 一 个 矢量 a 可 以 沿 着 协 变 基 矢 e; 按 式 (1.1.7a) 进 行 逆 
变 分 解 ,其 分 解 系数 即 a 的 逆 变 分 量 a: = a。e:( 式 (1.1.7b)); 矢 量 a 也 可 以 沿 着 
逆 变 基 矢 e: 按 式 (1.1.11a) 进 行 协 变 分 解 ,其 分 解 系 数 即 a 的 协 变 分 量 a; = a 
ei( 式 (1.1.11b))。 显 然 ,在 一 般 情况 下 ,e, 天 e ,a' 隆 ai, 而 只 有 当 ei = i; 为 笛 卡 
尔 么 正 基 时 ,我 们 才 有 e; = e' ,a' = ai ,此 时 我 们 也 就 没有 必要 提出 协 变 基 和 逆 变 
基 , 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 的 概念 了 ,因为 它们 是 互相 重合 的 ,这 也 就 是 最 常见 的 笛 
卡尔 张 量 分 析 的 方法 。 如 果 协 变 基 e; 两 两 正 交 , 但 并 非 单位 矢量 时 , 则 显然 有 e' 


2 =1,2,3, 不 求 和 ), 即 e' 与 e; 同 向 ,其 长 度 为 ei 长 度 的 倒数 , | e: | = 


le 
全 ,此 时 有 = Tea(i= 1,2,3, 不 求 和 ), 常 用 的 正 交 曲 线 坐标 在 每 一 点 的 情 
况 即 是 如 此 。 
。6 。 
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1.1.3 ”置换 记号 和 e~6 恒等式 


为 了 书写 简便 和 便于 运算 , 张 量 分 析 中 还 广泛 采用 所 谓 的 置换 记号 
(permutation symbol) 或 称 列 维 - 悉 为 塔 记号 (Levi-Civita symbol) ,其 定义 为 
Ts 当 ijk 为 123 的 正 序 123、231、312 时 
eK = em 十 1， 当 ijk 为 123 的 逆序 321、213、132 时 (1.1.12) 
0， ”其 他 情况 , 即 有 两 标 或 三 标 相同 时 


根据 其 定义 ,显然 我 们 有 如 下 各 等 式 : 


ee = 6 
Ek = EH = EM EC 湾 二 -CM EC 沽 二 -CW ECE 洲 三 -Ck 


Qi* (qj Xax) = exa1* (az X as) 
@i* (ej) Xex) = enel* (e2 Xe3), ee'* (ei Xer)= etel. (e? xe’) 
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利用 置换 记号 的 定义 ,我 们 还 可 以 把 式 (1.1.8a) 和 式 (1.1.8b) 的 各 3 个 式 子 
分 别 写成 如 下 形式 : 


| ej Xexr = Vene' (j= 1,2,3;k = 1,2,3) 


1.1.14: 
ee) Xe (i=1,2,3) a) 


e = 


V 


| HXet = Vere (f=129k=1,29) 


ei = 未 ee Ke F123) a 
式 (1.1.149) 中 e!= 盐 eMe) xex 三 式 对 应 于 式 (1.1.8a) 中 的 三 式 ,因子 /2 是 因 
为 二 三 标 组 合 jk 和 kj 的 2 项 相等 ;ej x ex = Vejse' 除 包 含 式 (1.1.8a) 中 的 三 式 
外 ,还 包含 六 个 恒等式 0=0。 对 于 式 (1.1.14b) 和 式 (1.1.8b), 也 有 类 似 说 明 。 

利用 置换 记号 可 以 将 行列 式 的 运算 大 大 化 简 , 如 我 们 可 将 
An 4a A 
Az Ax An 
An ha As 
= AuAzAs + An Aw Ais + As A An - As A A 
- AnAxAz - 4a4iz4a 


141 = 


写成 
(1.1.15) 


| Al = ewAnAjArs = ewA1iAzAs 
。7 。 
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显然 把 式 (1.1.15) 中 的 123 改 成 231 和 312 时 也 是 对 的 ,而 改 成 321、213、132 时 


则 差 一 负 号 。 
另外 ,我 们 易 证 如 下 的 公式 : 
em | 41 = erAAmAm (l=1,2,3;m = 1,2,3;n = 1,2,3) 


(1.1.16) 
(1.1.16) 式 含有 27 个 公式 , 当 lmn 为 123 的 正 序 时 , 它 即 是 式 (1.1.15); 当 
lmn 为 123 的 逆序 时 , 即 是 两 端 各 乘 - 1; 其 他 情况 下 式 (1.1.16) 的 右 端 相当 于 二 
列 或 者 三 列 相同 的 一 个 行列 式 ,其 值 为 0, 故 式 (1.1.16) 永 远 成 立 。 
我 们 还 可 以 证 明 如 下 的 e 一 6 恒等式 : 
emem = 60 一 676} (i.j.1m 和 蕴 可 取 值 1.2.3) (1.1.17) 
e 一 6 恒等式 共 包 含 3 = 81 个 等 式 ,其 证 明 方法 有 很 多 ,例如 我 们 可 以 给 出 如 
下 的 证 明 : 
证 明 (1) 当 i=j 或 1=m 时 ,显然 式 (1.1.17) 为 0=0。 
(2) 当 i 关 j 而 且 1 关 m 时 ,不 妨 设 i=1,j=2, 此 时 ! 关 m 有 6 种 情况 :1=1， 
m=2;1=2,m=1;1=2,m=3;1=3,m=2;1=3,m=1;1=1,m=3, 易 见 这 6 
种 情况 下 (1.1.17) 式 两 端 分 别 都 是 1, - 1,0,0,0,0。 证 毕 。 


1.2 度量 张 量 


1.2.1 度量 张 量 的 定义 


在 1.1 节 中 , 式 (1.1.6) 给 出 了 倒 逆 基 e ”和 参考 基 e; 之 间 的 关系 , 它 是 由 参考 
基 和 倒 逆 基 相互 确定 的 隐 式 方程 ,而 式 (1.1.8a) 和 式 (1.1.8b) 则 分 别 给 出 了 由 ei 
确定 e' 以 及 由 e' 确定 e; 的 显 式 方程 。 我 们 也 可 以 在 更 一 般 的 意义 上 来 考虑 它们 
之 间 的 相互 关系 :由 于 参考 基 e; 和 倒 逆 基 e' 本 身 也 都 是 矢量 ,而 且 各 自 都 组 成 一 
组 基 , 所 以 它们 之 中 的 任何 一 个 都 可 以 在 自己 所 属 的 那 组 基 上 或 与 之 对 偶 的 另 一 
组 基 上 进行 线性 分 解 , 即 我 们 可 以 得 到 : 
ei= giyel, e'= giej, ei: = giej, e' = gijei (1.2.1) 
其 中 gy 、g8”、8i' 、8'; 分 别 为 其 分 解 系数 。 
=“ 8。 
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现在 我 们 来 求 这 些 分 解 系数 。 以 ex 点 乘 式 (1.2.1) 的 第 一 个 式 子 ,并 利用 1.1 
节 中 的 式 (1.1.6) 和 式 (1.1.3), 即 可 得 


Ei*exr= Byel* ex = Bud = Bu 


即 gijy=e:* ej。 

类 似 地 可 以 求 出 式 (1.2.1) 中 其 他 的 3 个 分 解 系数 ,最 终 我 们 可 以 得 到 如 下 
式 子 : 

Bj = ei* ej, Ed =e'.ei, gi = eeél = Os Bi) = ei。ei = 


(1.2.2) 

以 后 对 有 两 个 指标 而 可 以 用 矩阵 表示 的 量 ,我 们 将 约定 靠 左 边 的 第 一 个 指标 

代表 行 , 靠 右边 的 第 二 个 指标 代表 列 , 而 对 同一 个 位 置 的 指标 则 约定 上 ,下 标 分 别 

代表 行 和 列 , 由 于 8i 和 gj 都 与 Kronecker 记号 对 应 ,是 对 称 的 ,所 以 可 以 将 它们 
中 的 空位 *， ”去 掉 , 简 写 为 gf 和 gj ,而 这 不 致 产生 混乱 , 即 有 


81=8)=6) : 
由 (1.2.2) 式 显然 可 见 与 gy、8”、81、8; 对 应 的 矩阵 都 是 对 称 矩 阵 , 即 
81=S8i 8 = 8g, g1= 8)=6)= 6t (1.2.3) 


以 后 我 们 会 说 明 gy 、g'、8; = 8! = 6) 实际 上 只 是 同一 个 2 阶 张 量 8 的 不 同 表 
象 而 已 ,分 别称 为 该 张 量 的 协 变 分 量 ` 逆 变 分 量 和 混合 分 量 (mixed components)， 
而 此 张 量 由 于 其 可 以 确定 空间 的 度量 关系 , 故 称 为 度量 张 量 (metric tensor) ,由 于 
其 在 张 量 分 析 中 的 作用 类 似 于 数字 1 在 数 域 中 的 作用 , 又 称 为 单位 张 量 (unit 
tensor) ,又 由 于 其 基本 和 重要 的 作用 ,又 称 为 基本 张 量 (fundamental tensor) 。 

度量 张 量 的 两 种 混合 分 量 都 等 于 Kronecker 记号 ,十 分 简单 ,而 对 其 协 变 分 量 
和 逆 变 分 量 , 则 可 以 证 明 它 们 所 对 应 的 矩阵 互 为 逆 矩 阵 。 事 实 上 , 以 e* 点 乘 式 
(1.2.1) 的 第 一 式 ,并 利用 式 (1.2.2), 即 有 

ei" er= gye!"e* = 88 


由 于 ei。ex= 中 , 故 有 


gyg* = 60+, [gyJLg*]= [9 条 (1.2.4) 
式 (1.2.4) 即 说 明和 矩阵 [8 门 和 [8*] 是 互 为 逆 矩 阵 的 。 
由 线性 代数 的 知识 ,有 
wD DE SD Dy 
8 Bg By a 及 (1.2.5a) 
其 中 g 和 8 满足 如 下 关系 : 
g= 18gr1，8= el, 8 = 于 (1.2.5b) 
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即 分 别 是 矩阵 [gj]、[g8”] 的 行列 式 , 且 互 为 倒数 ;D” 和 Di 则 分 别 是 [gi] 中 元 素 
85 的 代数 余子 式 和 [8g’ ] 中 元 素 g” 的 代数 余子 式 。 
根据 式 (1.2.1) 和 1.1 节 的 有 关 知 识 ,我 们 有 
el。(ea X es) = gue'* (gaje! X are") = BuiB2g3e' * (ei X e*) 
= gug2gae se! » (e? X e3) = ge! » (e* X e3) 


因 有 
1 1 
V=e(exe) = xe- 
故 有 
8=V:=[e*(e Xe)J, g =V*=[e.(e:xe)y (1.2.6) 
1.2.2 度量 关系 


之 所 以 把 8y 等 称 为 空间 的 度量 张 量 ,是 因为 借助 它们 可 以 确定 空间 中 的 度量 
关系 。 最 基本 的 度量 有 长 度 和 角度 ,由 此 可 以 引出 面积 和 体积 ,而 这 些 都 是 可 以 由 
矢量 的 点 积 又 积 和 混合 积 来 表示 的 。 设 a、b、c 是 任意 的 三 个 矢量 , 则 可 以 分 别 
由 其 分 量 连同 度量 张 量 而 写 出 如 下 各 式 : 

(1) 矢量 a 和 b 的 点 积 : 

a*b= a'e,. bie, = a'ibigy 
a*b= ae'。biel = aibjg’ 
a*b= a'e,. be = a'bdl = a'b; 
a*b= aei。biej = aibi6i = ai 


即 
a*b= a'bigy = aibjg” = a'b; = Qi (1.2.7) 
由 此 可 以 进一步 求 出 矢量 a 的 长 度 |a | 及 矢量 a 和 6b 的 夹 角 和 (a,b): 
lal*=a.a= aiaigy = aiajg’ = aiai (1.2.8a) 
ipi, 
cosZ(asb) = [二 = i =… (1.2.8b) 
(2) 矢量 a 和 b 的 叉 积 : 
axb= (a'ei) x (bie,)) = aibi(e; x ej) = aibiVee* 
; axb= (aie'i) x (bje’) = aibj(e’ Xx ei) = aibV'e We, 
如 记 
E 关 二 Ven， e 尖 二 Ve 交 (1.2.9) 
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则 有 二 矢量 a 和 4 叉 积 表达 式 如 下 : 
axb= ema'blet = Vema'biee, axb = eaibjer = V'eraibjer 
(1.2.10a) 
(a xb) = aibien = ewaibi, (axb): = aibjew = euaibj (1.2.10b) 
以 后 将 会 说 明 , 在 一 般 坐 标 系 中 , 式 (1.2.9) 中 的 sz 和 ex 才 具 有 张 量 的 特征 ， 
分 别称 为 置换 张 量 a(permutation tensor) 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 ,而 置换 记号 ei 
= e 火 并 不 具有 一 般 的 张 量 的 特性 ,它们 只 是 笛 卡 尔 坐标 系 中 置换 张 量 的 表达 式 。 
利用 式 (1.2.9), 则 1.1 节 中 的 式 (1.1.13) 最 后 的 二 式 可 写 为 
el (ej Xen) = em, eie (el Xer)= ew (1.2.11) 
(3) 矢量 a、b、c 的 混合 积 : 
a*(bxc)= ai(bxXce), = aiexbic* = ea'bic® 
a* (bxc)= ai(bxce)’' = aiewbjce = evaibjcr 
即 
a* (bxc) = ena'ibict = eaibjck (1.2;12) 


1.2.3 同一 矢量 不 同 分 量 间 的 关系 


度量 张 量 的 重要 性 ,还 在 于 通过 它们 可 以 建立 同一 矢量 (及 各 阶 张 量 ) 不 同 分 
量 间 的 联系 ,从 而 揭示 物理 量 的 客观 实在 性 。 以 矢量 为 例 ,我 们 有 
Qi=Q。el=aiei。et=afi，a=ae=ael。e = ag’ 
ai =Qa*el=alei。ei=agi， ai=a。ei=ael。el= alf 
即 
{ a'= 4 = Ojai, a’'= aigi = 8 "01 Cy 
ai = a! = daj, ai = algs = gya’ 
式 (1.2.13) 有 两 个 意义 :第 一 , 它 表达 了 同一 个 矢量 a 的 不 同形 式 分 量 间 的 关 
系 ,以 运算 代数 的 语言 讲 , 即 :度量 张 量 的 逆 变 分 量 g” 作 为 一 个 因子 起 一 个 提升 指 
标 (raising index) 的 作用 , 它 将 另 一 因子 中 与 8 中 重复 的 下 标 哑 标 提升 为 8 中 的 
另 一 指标 ;度量 张 量 的 协 变 分 量 8y 作为 一 个 因子 起 一 个 下 降 指 标 (lowering 
index) 的 作用 , 它 将 另 一 个 因子 中 与 8 中 重复 的 上 标 哑 标 下 降 为 8j 中 的 另 一 指 
标 ;度量 张 量 的 混合 分 量 , 即 Kronecker 记号 6; 作为 一 个 因子 起 一 个 改换 指标 
(changing index) 的 作用 , 它 将 另 一 个 因子 中 与 8} 中 重复 的 哑 标 改变 为 8} 中 的 另 
一 指标 。 度 量 张 量 各 分 量 的 这 些 作用 对 高 阶 张 量 也 是 适用 的 ,而 且 我 们 将 把 这 种 
上 升 、 下 降 、 改 换 指标 的 运算 本 身 作为 定义 同一 张 量 不 同 分 量 相互 联系 的 基础 和 依 
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据 。 式 (1.2.13) 的 第 二 个 意义 是 :把 度量 张 量 8 的 不 同 分 量 87 、8j、8} = 6; 作为 一 
个 因子 , 且 是 以 一 次 约定 求 和 的 形式 作为 因子 与 矢量 a 的 分 量 相 乘 时 ,得 到 的 仍 是 
同一 矢量 a 的 某 一 分 量 , 就 如 同 任何 数 与 1 相 乘 仍 得 到 同一 个 数 一 样 ,我 们 把 这 种 
相 乘 并 一 次 约定 求 和 的 运算 称 为 度量 张 量 8 与 矢量 a 的 一 次 点 积 ,并 统一 地 将 式 
(1.2.13) 写 为 
aa=a.8g8=8.a (1.2.14) 
同样 , 式 (1.2.14) 中 的 a 改 为 任何 张 量 也 是 成 立 的 ,而 且 此 式 可 作为 任意 阶 张 
量 不 同 分 量 间 相 互联 系 的 基础 ,因此 ,我 们 将 8 称 为 单位 张 量 。 


a 
1.2.4 V= TY 的 证 明 


我 们 还 有 1.1 节 中 的 式 (1.1.9) 尚 未 证 明 , 现 证 明之 。 
考虑 任意 四 个 矢量 a、b、c、d 的 乘积 运算 (ax b)。(cx d) ,我 们 有 
(axb). (cxd)= (aie' x bje’). (cle, Xx d"en) 
= aibV'ete, » cld"Vewmme”" 
= aibjc'!d™V'Veeymer * e” 
= aibjc'd™"V’'VeWemdt 
= aibjc!d"V’Vetem 
= aibjcd"V'V (88! — O10) 
= V'V(aibc'd’ - aibjcid') 
= VV[(a.c)(b.d)-(a.d)(b.c)] 
即 
(axb).(cxd)= VV[I(a.c)(b.d)- (a.d)(b.c)] 
(1.2.15) 
式 (1.2.15) 是 任意 四 个 矢量 a、b、c、d 间 的 普遍 关系 ,尽管 其 中 有 基 矢 量 e， 
和 e: 的 混合 积 V 和 "的 出 现 ,但 其 成 立 性 则 是 与 基 矢 的 选取 无 关 的 。 特 别 地 , 当 
我 们 取 ei 为 么 正 基 时 ,因为 有 V=V' =1, 式 (1.2.15) 变 为 
(axb).(cxd)= (a.c)(b.d)-(a.d)(b.c) (1.2.16) 
式 (1.2.16) 也 是 四 个 矢量 a、b、c、d 间 的 普遍 关系 ,其 成 立 性 也 应 是 与 基 矢 选 
取 无 关 的 , 即 对 任意 的 基 矢 e; 都 应 有 式 (1.2.16) 成 立 。 对 比 式 (1.2.16) 和 式 
(1.2.15) ,可知 对 任意 选取 的 基 矢 ei 都 必然 有 VV =1, 即 有 


V=7 


(1.2.17) 
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这 样 ,我 们 就 既 证 明了 普遍 成 立 的 式 (1.2.16), 又 得 到 了 对 任意 基 矢 都 成 立 的 
“副产品 "一 一 式 (1.2.17) 。 

当然 ,我 们 也 可 以 先 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 证 明 对 任意 四 个 矢量 a、b、c、d 都 成 立 
的 普遍 关系 式 (1. 2. 16), 并 将 之 应 用 于 (es x ez)。(ez Xx e?), 而 直接 证 明 式 
(1.2.17)。 事 实 上 ,利用 1.1 节 中 的 式 (1.1.8a) 和 式 (1.2.16) ,我 们 有 


(ez X ea) 
及 


Ve ast »(e? X e3) 

= 二 [Ces .ez)(es ea) - (es ea)(es ,e9] 
= 也 8833 -383) = Ya -0 = 二 
此 即 式 (1.2.17)。 证 毕 。 

1.2.5 一 点 补充 说 明 


对 于 两 个 给 定 的 矢量 a 和 4b, 如 果 我 们 按照 通常 约定 的 方法 定义 它们 的 叉 积 c 
=aXb, 其 中 c 与 a 和 b 成 右手 系 而 其 大 小 等 于 以 a、b 为 边 的 平行 四 边 形 的 面 
积 , 则 这 样 所 定义 的 叉 积 矢 量 c 显然 是 与 坐标 系 的 选取 与 定向 根本 没有 关系 的 ,我 
们 称 这 样 定 义 的 叉 积 矢量 为 极 矢量 (Pole vector) 或 真 矢量 (true vector) ;如 果 我 们 
取 Y 为 参考 基 矢 量 所 组 成 的 平行 六 面体 体积 的 大 小 , 则 由 式 (1.2. 10) 所 定义 的 又 
积 矢 量 c= ax 在 基 矢 量 成 右手 系 和 左手 系 时 将 差 一 个 负 号 ,我 们 将 这 样 定义 的 
叉 积 矢量 称 为 轴 矢量 (axis vector) 或 伪 矢 量 (pseudo vector) 。 类 似 地 ,对 于 三 个 给 
定 的 矢量 a、b、c ,如 果 我 们 按照 通常 约定 的 方法 定义 它们 的 混合 积 a* (bx c)， 
即 在 a、b、c 成 右手 系 或 左手 系 时 其 值 分 别 等 于 它们 所 组 成 的 平行 六 面体 体积 的 
正 值 或 负 值 , 则 这 样 所 定义 的 混合 积 显然 是 与 坐标 系 的 选取 与 定向 根本 没有 关系 
的 ,我 们 称 这 样 定义 的 混合 积 为 真 标 量 (true scalar) ;如 果 我 们 取 V 为 参考 基 矢 量 
所 组 成 的 平行 六 面体 体积 的 大 小 , 则 由 式 (1.2.12) 所 定义 的 混合 积 a 。 (5 xc) 在 
基 矢 量 成 右手 系 和 左手 系 时 将 差 一 个 符号 ,我 们 将 这 样 定义 的 混合 积 称 为 伪 标 量 
(pseudo scalar)。 同 样 ,如 果 我 们 取 V 为 参考 基 矢 量 所 组 成 的 平行 六 面体 体积 的 
大 小 , 则 以 置换 记号 为 基础 由 式 (1.2.9) 所 定义 的 置换 张 量 s 将 是 一 个 与 坐标 系 的 
选取 与 定向 根本 没有 关系 的 真 张 量 (true tensor) ,而 式 (1.2.11) 是 直接 通过 基 矢 
量 的 混合 积 而 定义 置换 张 量 的 ,如 果 我 们 按照 通常 约定 的 方法 定义 它们 的 混合 
积 的 话 , 则 当 基 矢量 成 右手 系 和 左手 系 时 ,由 式 (1.2.11) 所 定义 的 置换 张 量 s 也 将 
差 一 个 符号 ,这 样 定义 的 置换 张 量 称 为 伪 张 量 (pseudo tensor) 。 为 了 避免 这 种 复 
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染 但 示 揪 五 千 价 重要 的 概念 区 分 ,今后 我 们 一 般 只 讨论 基 矢 量 成 右手 系 的 情况 ,只 
存 基 些 有 特殊 需要 的 地 方才 引入 左手 系 并 加 以 说 明 。 


1.3 张 量 的 一 般 定义 


1.3.1 基 变 换 


如 前 所 述 ,我 们 所 研究 的 物理 量 都 是 与 基 矢 即 坐标 系 无 关 的 客观 量 ,但 为 了 刻 
画 和 运算 这 些 客观 量 ,我们 又 常常 需要 引入 基 矢 即 坐标 系 , 并 将 其 在 坐标 系 中 的 分 
量 作为 其 表象 ,于 是 同一 个 客观 量 在 不 同 的 坐标 系 中 即 可 有 不 同 的 表象 或 分 量 。 
当 我 们 给 出 两 组 不 同 的 基 矢 之 间 的 变换 关系 时 , 量 的 客观 性 要 求 同 一 物理 量 在 两 
组 不 同 基 矢 中 的 表象 之 间 的 变换 关系 应 该 和 基 矢 间 的 变换 关系 有 某 种 特定 的 联 
系 。 因 此 我 们 先 讲 基 矢 变换 ,然后 讲 矢量 在 不 同 基 矢 中 的 表象 的 变换 关系 ,并 以 此 
作为 给 出 矢量 乃至 张 量 解析 定义 的 基础 。 

设 有 一 组 旧 基 矢 e 和 一 组 新 基 矢 zi ,其 关系 如 下 : 

EB1 = clej，[z]= [afJ'[e], {8})= {ey[al] (1.3.12) 
e+= Ble,, [Le]= [BLe], {ei}= {2}[B] (1.3.1b) 

这 里 的 系数 af 和 PI 分 别称 为 协 变 系数 (covariant coefficients) 和 逆 变 系数 
《contravariant coefficients) ,由 它们 的 各 元 素 所 排 成 的 矩阵 [ai]、[B1] 分 别称 为 
协 变 系 数 和 矩阵 和 逆 变 系数 矩阵 ,而 Caf]"、[BiJ™ 则 分 别 代表 [a{]J 和 [B81] 的 转 置 矩 
阵 。 以 后 我 们 约定 : 当 2 阶 系统 的 两 个 指标 (不 管 是 上 标 还 是 下 标 ) 有 左右 之 分 时 ， 
则 左 、 右 指标 分 别 表示 该 2 阶 系统 所 对 应 矩阵 的 行 标 和 列 标 ,如 [A5]、[As]、 
[41]、[A;] 中 的 指标 i 和 j 分 别 为 行 标 和 列 标 ; 当 2 阶 系统 的 上 标 和 下 标 处 于 同 
样 的 左右 位 置 时 , 则 上 标 和 下 标 分 别 代表 该 2 阶 系统 所 对 应 矩阵 的 行 标 和 列 标 ,如 
[af]、[B1] 中 的 指标 j 和 分 别 代表 行 标 和 列 标 。 同 时 ,我 们 将 以 [ei ] 等 表示 三 个 
矢量 元 素 e, 排 成 的 列 阵 ,以 {e; ) 等 表示 三 个 矢量 元 素 e; 排 成 的 行 阵 ,以 [ai ] 等 表 
示 三 个 分 量 元 素 a; 排 成 的 列 阵 ,以 {ai} 等 表示 三 个 分 量 元 素 a, 排 成 的 行 阵 。 根 
据 这 些 约定 ,我 们 才 可 以 将 式 (1.3. 1a) 和 式 (1.3.1b) 中 的 第 一 式 分 别 写 为 后 面 的 
矩阵 表示 法 形式 。 
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由 于 af 和 局 分 别 是 由 ei 线性 表达 6i 的 系数 和 由 办 全 宪 区 偿 ef 的 车 基 六 
以 可 以 断定 它们 所 构成 的 矩阵 [和 和 [8 人 一定 是 互 道 的 矩阵 。 事 实 上 , 生 CT Sty 
式 的 两 个 式 子 我 们 有 
Ei = afej = alpf ex 


由 于 5; = 6fek, 故 可 得 


(中 一 alpf) ec =0 
但 zx 是 线性 无 关 的 ,故此 式 中 zx 线性 组 合 的 系数 必 为 0, 即 有 
Bra! = 8， [8 和 [af 个 = [84] (1.3.2) 
即 矩 阵 [ 仆 和 [8 颁 互 为 逆 矩 阵 。 

由 (1.3.1) 式 还 可 以 得 出 新 旧 倒 逆 基 z' 和 e' 间 的 关系 。 事 实 上 , 式 (1.3.1) 的 
第 一 式 说 明 cf 是 矢量 z; 在 旧 参 考 基 ej 上 的 分 解 系数 , 故 按 定义 ai 恰 是 矢量 2; 在 
旧 基 ei 中 的 逆 变 分 量 ,因此 必 等 于 Ei 与 ei 的 点 积 , 即 

of = éi*ei=ei.e, 
而 此 式 又 说 明 ,af 等 于 矢量 ei 在 新 基 ei 中 的 协 变 分 量 , 故 其 必 等 于 e! 在 8 上 的 
分 解 系数 , 即 
ei=ale' 
或 
e'=aje’, [e']= [ajJ[le’], {e’}= {eé}[a}]” (1.3.3b) 

类 似 地 可 以 证 明 : 

BE = Biel, [ei]= [B;JLe’], {2}= {ei}[B}]' (1.3.3a) 

式 (1.3.3a) 可 以 类 似 于 式 (1.3.3b) 一 样 地 证 明 , 也 可 以 由 式 (1.3.3b) 及 和 矩阵 
ax 和 互 逆 而 得 出 。 


1.3.2 基 变换 下 矢量 分 量 的 变换 规则 一 一 矢量 解析 定义 


首先 看 矢量 a 在 新 旧 二 组 基 中 的 分 量 是 如 何 相 联系 的 。 对 矢量 a 在 新 旧 基 

中 分 别 进行 道 变 分 解 ,分 别 有 
aa=aei， aa=aei= apbei = aipje: 
故 有 
(a’— Pia’i)é:=0 
由 6 的 线性 无 关 性 可 得 
a' = Biai, [a']= [8B;J[a’] (1.3.4a) 
类 似 地 可 得 
。15% 
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ai = aja!, [a']= [LajJ[a’] (1.3.4b) “ 
式 (1.3.4) 给 出 了 矢量 a 在 新 旧 基 中 逆 变 分 量 的 变化 规则 ,可 以 看 到 它们 和 新 旧 倒 
逆 基 间 的 变换 规则 (1.3.3) 式 是 完全 类 似 的 。 至 于 矢量 协 变 分 量 的 变换 规则 ,除了 
可 用 与 推导 式 (1.3.4) 类 似 的 方法 推导 以 外 ,还 可 以 利用 1.1 节 中 的 式 (1.1.11) 求 
得 。 我 们 有 


即 
Gi = atfaj, [ai]= [afJ'[a], {a}= {a}[La{] (1.3.5a) 
az = Bla, [aij= [BTLa], {ai}= {a}[Bl] (1.3.5b) 
式 (1.3.5) 即 给 出 了 矢量 a 的 新 旧 协 变 分 量 的 变化 规则 。 

系数 矩阵 af 是 由 旧 协 变 基 到 新 协 变 基 的 变换 系数 矩阵 , 见 式 (1.3. 1a), 也 是 
由 矢量 a 的 旧 协 变 分 量 aj 到 其 新 的 协 变 分 量 &; 的 变换 系数 矩阵 , 见 式 (1.3.5a)， 
即 矢量 协 变 分 量 的 变化 规则 (1.3. 5a) 式 和 协 变 基 的 变换 规则 (1.3. 1a) 式 是 完全 相 
同 的 ,故我 们 称 a; 为 a 的 协 变 分 量 ,并 且 为 了 简洁 起 见 ,我 们 将 称 ef 为 协 变 系数 
和 矩阵 ,而 称 式 (1.3.1a) 和 式 (1.3.5a) 为 1 次 协 变 规则 。 同 样 ,系数 矩阵 Bi 是 由 旧 
逆 变 基 到 新 道 变 基 的 变换 系数 矩阵 , 见 式 (1.3.3a), 也 是 矢量 a 的 旧 逆 变 分 量 a/ 
到 其 新 逆 变 分 量 的 变换 系数 矩阵 , 见 式 (1.3.4a), 即 矢量 逆 变 分 量 的 变换 规则 
(1.3.4a) 式 和 逆 变 基 的 变换 规则 (1.3. 3a) 式 是 完全 相同 的 ,故我 们 称 ea; 为 a 的 逆 
变 分 量 , 称 B 为 逆 变 系数 矩阵 , 称 (1.3.3a) 式 和 (1.3.4a) 式 为 1 次 逆 变 规则 。 注 
意 : 当 我 们 将 变换 的 方向 从 由 旧 变 到 新 改变 为 由 新 变 到 旧时 ,相应 的 变换 系数 矩阵 
a 和 B 将 会 换 位 ,就 如 式 (1.3.1)、 式 (1.3.3). 式 (1.3.4), 式 (1.3.5) 中 所 表明 的 
那样 。 

式 (1.3.4) 和 式 (1.3.5) 既 给 出 了 矢量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 在 基 变 换 之 下 的 
变化 规则 ,也 可 以 认为 是 给 出 了 判断 与 新 旧 二 组 基 矢 相关 联 的 2 个 1 阶 系统 是 否 
是 代表 同一 个 矢量 a 在 不 同 基 矢 中 的 表象 的 一 个 法 则 , 故 可 以 作为 矢量 的 解析 定 
义 。 因 此 我 们 可 以 抛 开 有 向 线段 的 几何 定义 ,而 给 出 矢量 的 解析 定义 如 下 : 

矢量 的 解析 定义 ”如 果 新 旧 二 组 基 矢 &; 和 e; 由 式 (1.3.1) 或 式 (1.3.3) 相 联 
系 ,而 与 基 矢 相关 联 的 1 阶 系统 a 和 a' 由 式 (1.3.4) 相 联系 , 则 称 它们 为 同一 个 矢 
量 a 在 新 旧 二 组 基 中 的 逆 变 分 量 ,或 简称 其 为 逆 变 矢量 ;如 果 与 新 旧 基 矢 相关 联 的 
1 阶 系统 a; 和 ai 由 式 (1.3.5) 相 联系 , 则 称 它们 为 同一 矢量 a 在 新 旧 二 组 林 中 的 
协 变 分 量 , 或 简称 其 为 协 变 矢量 。 
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矢量 的 上 述 解析 定义 的 优点 是 我 们 可 以 将 之 加 以 推广 而 建立 任意 阶 张 量 的 解 
析 定 义 ,从 而 把 自然 界 中 的 各 种 物理 量 统一 在 张 量 的 框架 之 内 。 为 此 我 们 首先 来 
看 看 已 经 讲 过 的 一 个 特殊 的 2 阶 张 量 一 一 度量 张 量 8 的 新 旧 分 量 的 变换 规则 。 我 


们 有 
Bu = Ei* Ek = alej * ale! = alalgn (1.3.6a) 
B* = 2'» 2 = Bie’. Bre' = BiBtgn (1.3.6b) 
Bl = Oi = €'» Er = Biei. ale, = Bialg{ (1.3.6c) 


式 (1.3.6) 即 是 度量 张 量 8 在 基 变 换 下 的 变换 规则 ,可 以 看 到 , 它们 与 矢量 新 
旧 分 量 的 变换 规则 是 完全 类 似 的 ,只 是 系数 矩阵 gc 和 出 现 的 次 数 多 了 一 次 而 已 。 
虽然 由 于 其 对 称 性 ,8 的 混合 分 量 只 有 一 种 表象 并 与 6 相 重合 ,但 我 们 仍 不 难以 
矢量 的 解析 定义 为 基础 并 通过 与 式 (1.3.6) 做 类 比 而 给 出 2 阶 张 量 的 解析 定义 
如 下 : 
2 阶 张 量 的 解析 定义 ”如 果 新 旧 二 组 基 矢 6; 和 ei 由 式 (1.3.1) 或 式 (1.3.3) 
相 联系 , 而 与 新 旧 基 矢 相关 联 的 2 阶 系统 Au (Ax)、A* (A*)、Ai (Ai)、 
Aii(Ai) 分 别 按 下 式 相 联 系 : 
An = alalAn, A* = BjBIAr, Ai = alBtAj’, Aii = BialAll 
[Axa] = [aiT'[AnJat], [A*]= CB;JCA"ICA] (1.3.7) 
[Ai*] = LafT'CA;'JILB], CA] = [BICA' ILat] 
则 分 别称 2 阶 系统 A 、A*、A;* 、A 为 某 一 个 2 阶 张 量 A 的 协 变 分 量 . 逆 变 分 
量 、 第 一 种 混合 分 量 、 第 二 种 混合 分 量 ,或 分 别 简 称 为 2 阶 协 变 张 量 .2 阶 逆 变 张 
量 、 第 一 种 2 阶 混合 张 量 、 第 二 种 2 阶 混合 张 量 。 
式 (1.3.7) 可 以 用 一 句 话 来 概述 , 即 在 基 变 换 下 2 阶 张 量 4 的 协 变 分 量 、 逆 变 
分 量 、 混 合 分 量 分 别 满足 2 次 协 变 规 则 、2 次 逆 变 规则 、1 次 协 变 1 次 逆 变 规则 或 1 
次 逆 变 1 次 协 变 规则 。 当 然 , 如 同 矢量 或 基 矢 的 变化 规则 一 样 , 当 我 们 把 变换 的 方 
向 从 由 旧 变 到 新 改变 为 由 新 变 到 旧时 ,变换 系数 矩阵 a 和 及 应 互 换 , 即 协 变 和 逆 变 
规则 需要 互 换 。 
以 此 为 基础 ,我 们 不 难 给 出 3 阶 张 量 乃 至 更 高 阶 张 量 的 解析 定义 。 如 3 阶 张 
量 的 协 变 、 逆 变 分 量 以 及 各 种 混合 分 量 的 变换 规则 分 别 由 下 式 给 出 : 


Pn 
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A = atfaFalAm, AH = Bip1884o， Ay* = alarB:Ai, 
0 = BiBhatAm,, Aii = alBhaiAm:, A = Bia?BA, 
Aii = BlaraiA'in, A = alBhBtA™ 
(1.3.8) 
对 比 矢量 、2 阶 张 量 ,3 阶 张 量 的 变换 规则 即 解析 定义 ,可 以 看 到 它们 分 别 可 有 
2 种 .4 种 和 8 种 不 同 的 表象 , 张 量 阶 数 越 高 ,其 表象 种 类 越 多 ,但 它们 都 只 是 同一 
个 张 量 的 不 同 表象 而 已 。 以 此 为 基础 ,我 们 把 矢量 称 为 1 阶 张 量 , 而 把 在 基 变换 下 
保持 其 值 不 变 的 量 , 即 变换 系数 矩阵 a 和 8B 都 不 出 现 的 量 称 为 标量 (scalar) 或 不 变 
量 (invariant) ,标量 也 即 是 0 阶 张 量 。n 阶 张 量 含有 n 个 指标 ,在 三 维 空间 中 , 它 
的 每 一 种 分 量 都 是 由 3" 个 数组 成 的 n 阶 系统 。 
标量 的 解析 定义 ”在 基 变换 下 保持 数值 不 变 的 量 $ 称 为 标量 , 即 在 新 旧 基 下 


的 值 6 和 更 满足 变换 关系 : 
B= (1.3.9) 


1.3.4 同一 张 量 不 同 表象 (分 量 ) 间 的 关系 


我 们 通过 式 (1.3.7) 和 式 (1.3.8) 建 立 了 2 阶 张 量 和 3 阶 张 量 各 种 不 同 表象 的 
新 旧 分 量 间 的 转换 关系 ,于 是 很 自然 地 会 出 现 一 个 问题 :同一 张 量 的 各 种 不 同 分 量 
之 间 是 如 何 联系 的 ? 或 者 倒 过 来 说 ,由 什么 样 的 关系 相 联系 的 不 同 表象 即 不 同 变 
异 特性 ( 协 变 、 北 变 、 某 种 混合 ) 的 分 量 才 是 代表 同一 个 张 量 的 呢 ? 对 矢量 我 们 曾 以 
度量 张 量 的 协 变 分 量 、 逆 变 分 量 混 合 分 量 与 矢量 的 某 种 分 量 相 乘 并 一 次 约定 求 和 
而 分 别 得 到 下 降 指标 、 提 升 指标 、 改 换 指 标的 方式 ,建立 了 其 不 同 分 量 间 的 关系 ,并 
将 之 称 为 矢量 与 度量 张 量 的 一 次 点 积 , 即 
a’' = ab = Sjai 
a' = ajg’ = giaj 
Qi = algn = gyai 
ai = abf = Hla; 
要 
对 任意 阶 的 张 量 4 ,我 们 也 将 以 同样 的 方式 来 建立 其 不 同 变异 特性 的 分 量 间 
的 联系 ,并 且 也 称 之 为 该 张 量 与 度量 张 量 即 单位 张 量 8 的 一 次 点 积 。 如 对 2 阶 张 
量 4 ,我 们 可 写 出 如 下 各 式 : 
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47 = Ai'gy = guA’' 
As = Augt = gfAn 
A = Aiig” = g*AY¥ 
A = 4“8 = giAY 
Ai = Ang® = guAY 
A = Aitgt = gtAx 
A'i = Agy = 8g*Ay 
A'i = Aiigt = giA’ 
4=4.8=8.A4 

由 2 阶 张 量 和 度量 张 量 新 旧 分 量 的 变换 规则 很 容易 证 明 :如 果 在 旧 基 中 式 
《1.3.10) 中 的 某 式 成 立 , 则 在 新 基 中 同样 的 式 子 也 必然 成 立 ,故我 们 以 式 (1.3.10) 
各 式 的 方式 建立 的 同一 张 量 不 同 表象 间 的 关系 是 与 基 的 选择 无 关 的 ,因此 是 合理 
的 ,读者 可 以 取 一 例 试 证 之 。 


(1.3.10) 


1.3.5 并 矢 和 并 矢 式 


两 个 矢量 的 并 矢 是 二 张 量 外 积 运算 的 一 个 特例 ,本 应 在 下 节 张 量 代数 中 再 讲 ， 
但 是 由 于 其 特殊 的 重要 性 ,我 们 将 在 这 里 特别 地 先 讲 一 下 。 很 容易 证 明 :由 任意 二 
矢量 a 和 4b 的 分 量 所 组 成 的 如 下 四 个 2 阶 系统 具有 张 量 的 特性 , 即 
Cy =ab，C=ab，C=ab，Cc = ab (1.3.11) 
分 别 是 2 阶 协 变 张 量 .2 阶 逆 变 张 量 ,1 次 协 变 1 次 逆 变 的 2 阶 张 量 和 1 次 逆 变 1 
次 协 变 的 2 阶 张 量 , 而 且 可 以 证 明 它 们 是 同一 个 2 阶 张 量 C 的 不 同 分 量 。 事 实 
上 ,以 (1.3.11) 式 的 第 一 式 为 例 ,在 新 基 中 ,我 们 应 有 与 (1.3.11) 式 类 似 的 映射 关 
系 , 即 Cy = 416bj ,再 由 矢量 a、b 协 变 分 量 的 变换 规则 , 即 有 
Cy = aib; = afaralb, = atalCy 
此 式 说 明 Cy 确 为 2 阶 协 变 张 量 。(1.3.11) 式 的 其 他 式 子 可 类 似 地 证 明之 ,至 于 它 
们 是 同一 张 量 的 不 同 分 量 也 是 容易 证 明 的 ,这 些 读 者 都 可 以 作为 练习 试 证 之 。 
我 们 把 由 矢量 a 和 bb 的 各 分 量 通过 式 (1.3.11) 各 式 所 确定 的 2 阶 张 量 C 称 
为 矢量 a 和 4b 的 并 矢 (dyad) ,并 记 为 
C=ab C13312) 
需要 注意 的 是 ,并 矢 是 不 能 交换 次 序 的 , 即 一 般 ob 天 bo 。 这 一 点 由 并 矢 的 定 
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义 式 (1.3.11) 可 以 看 得 很 清楚 。 
由 于 矢量 a 和 4b 可 以 分 别 写 为 协 变 分 解 和 逆 变 分 解 , 即 
aa=ae=aei，b=bel= biei (1.3.13) 
将 式 (1.3.13) 代 人 式 (1.3.12) 中 ,我 们 在 形式 上 可 有 
C = aie'ibje’ = aieibiej = aie'bie, = Qieibjei 
即 
C= Cye'el = Cieiej = Cile'e; = Cheiei (1.3.14) 
由 于 任意 二 矢量 的 并 矢 都 是 2 阶 张 量 , 故 作为 特殊 矢量 的 任意 二 基 矢 ( 协 变 基 
矢 或 逆 变 基 矢 ) 的 并 矢 ejej 、e'e’i 、eiei 、e'ej( 各 有 9 个 ) 也 都 是 2 阶 张 量 , 我 们 将 之 
称 为 基 并 矢 张 量 。 所 以 , 式 (1.3.14) 各 式 的 含义 即 是 :我 们 可 以 把 2 阶 并 矢 张 量 C 
分 别 写 为 4 组 各 9 个 基 并 矢 张 量 的 线性 组 合 ,并 称 之 为 并 矢 式 (dyadic) ,这 可 以 看 
做 是 矢量 a 在 基 矢 上 线性 组 合 分 解 式 (1.3. 13) 式 的 一 个 推广 。 显然 ,我 们 可 以 通 
过 类 似 的 方式 将 矢量 a 和 4b 的 并 矢 张 量 与 任 一 新 的 矢量 再 进行 并 矢 从 而 得 到 一 个 
3 阶 张 量 , 并 可 依 此 类 推 至 更 高 阶 。 同 时 ,在 下 一 节 讲 过 张 量 外 积 的 概念 之 后 ,我 
们 可 以 把 多 个 基 矢 的 依次 并 矢 称 为 这 些 基 矢 的 外 积 , 从 而 可 以 把 任意 阶 的 张 量 写 
为 相应 阶 的 基 并 矢 张 量 的 线性 组 合 ,将 这 种 类 似 于 式 (1.3.13) 和 式 (1.3.14) 的 所 
有 张 量 的 记 法 统称 为 张 量 的 并 矢 记 法 或 直接 记 法 。 这 一 记 法 不 但 使 我 们 可 以 在 形 
式 上 揭示 各 阶 张 量 以 矢量 为 基础 的 类 似 性 和 统一 性 ,而 且 特 别 便于 我 们 将 矢量 运 
算 中 的 有 关 运 算 推广 到 高 阶 张 量 中 去 ,比如 定义 矢量 n 和 2 阶 张 量 了 的 点 积 。 


1.3.6 矢量 和 张 量 的 点 积 


此 种 运算 本 来 也 应 该 在 下 节 讲 ,同样 也 由 于 其 特殊 的 重要 性 我 们 在 此 节 也 特 
别 抽出 先 单独 讲 一 下 ,这 样 做 的 另 一 个 目的 是 给 出 2 阶 张 量 的 第 二 定义 (有 的 书 上 
就 是 以 此 来 定义 2 阶 张 量 的 ) 。 
以 2 阶 张 量 的 直接 记 法 和 二 矢量 的 点 积 为 基础 ,并 将 之 结合 ,我 们 可 以 定义 矢 
量 m 和 2 阶 张 量 T 的 点 积 , 依 二 因子 位 置 的 不 同 我 们 可 以 分 别 将 之 记 为 上 = 
T 和 9g= 了 "mm，, 它 们 分 别 是 两 个 不 同 的 矢量 : 
= 有 了 = mieji。Tuete' = nid}Twe' = n*Twe! 
g = 了 中 = Tuete'。miej = Tuetinil = Tuniet = Tunte! 
由 此 二 式 可 见 上 和 4 的 协 变 分 量 分 别 是 
和 三 meTu， qr = Tuan* 
类 似 地 我 们 可 以 写 出 如 下 各 式 : 
x 
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t=n°eT, t= nTy = RT t= RAT = ET (1.3.15a) 
q= Ten, qi= Tuan* = Titnt, 4q! = Tn = Thn* (1.3.15b) 
以 上 我 们 是 以 张 量 直接 记 法 和 矢量 点 积 为 基础 ,通过 二 相 邻 基 矢 的 点 积 而 从 
形式 上 写 出 了 矢量 :=n， TT 和 gq = T*n 的 分 量 ,但 并 未 严格 证 明 它 们 确实 为 矢 
量 。 事 实 上 ,我 们 很 容易 根据 张 量 分 量 的 变换 规则 而 直接 证 明 式 (1.3.15) 中 的 任 
何 一 个 1 阶 系统 必 是 矢量 的 分 量 ,例如 以 (1.3.15a) 式 的 第 一 个 式 子 为 例 ,根据 在 
新 旧 基 中 映射 关系 (1.3.15a) 式 成 立 和 n、T 的 张 量 特性 ,以 及 矩阵 a 和 互 逆 的 
性 质 ,我 们 有 
ti = WT = Phin‘alar Tm = ntarTm = arn'Tm = aptm 
而 此 式 就 证 明了 t; 确 是 某 矢量 上 的 协 变 分 量 。(1.3.15) 式 其 他 各 式 张 量 特性 的 
证 明 与 此 类 似 。 


1.3.7 2 阶 张 量 的 第 二 定义 


式 (1.3.15) 是 重要 的 ,其 中 一 个 原因 是 因为 它 恰恰 就 是 连续 介质 力学 中 以 某 
种 方式 定义 的 应 力 张 量 T 和 单位 法 矢 为 m 的 平面 上 的 应 力 矢量 相 联系 的 公式 ,只 
不 过 这 里 的 n 可 以 是 任意 的 矢量 轨 了 。 需 要 强调 指出 的 是 ,在 一 般 情况 下 , t 隆 4q， 
只 有 当 了 是 下 节 所 要 讲 的 所 谓 2 阶 对 称 张 量 (例如 Cauthy 应 力 张 量 或 第 二 类 P-K 
应 力 张 量 ) 时 , 才 有 t = q。 式 (1.3.15) 另 一 个 更 重要 的 意义 在 于 :我 们 可 以 把 
“。T” 和 “T。”( 或 者 2 阶 张 量 的 分 量 Tu 、T"、Tx 、T5) 视 为 一 个 线性 算 子 , 它 们 
作为 一 个 因子 作用 于 矢量 n (或 其 分 量 nk 、n*) 之 上 ,而 把 空间 中 的 任意 矢量 n 都 
映射 为 空间 中 的 另 一 个 矢量 + 或 4。 这 就 是 说 下 面 的 定理 是 成 立 的 : 

定理 一 2 阶 张 量 的 分 量 Tu、T”、Tx# 、T4 作 为 线性 映射 算 子 按 式 (1. 3. 15) 
把 空间 中 的 任意 矢量 n 都 映射 为 空间 中 的 另 一 矢量 + 或 g。 

事实 上 ,我 们 还 可 以 证 明 作 为 此 定理 北 定 理 的 如 下 定理 也 是 成 立 的 : 

定理 二 ”如果 与 基 矢 相关 联 的 2 阶 系统 Th、T*、TX 、T4 按 式 (1.3.15) 把 空 
间 中 的 任意 矢量 n 都 映射 为 空间 中 的 另 一 矢量 + 或 4 的 话 , 则 它们 一 定 分 别 是 某 
一 2 阶 张 量 T 的 协 变 分量 , 逆 变 分 量 、1 次 协 变 1 次 逆 变 分 量 、1 次 逆 变 1 次 协 
变 分 量 。 

虽然 我 们 已 经 具备 了 证 明 此 定理 的 条 件 , 但 是 为 了 内 容 紧凑 起 见 ,我 们 将 把 其 
证 明 留 在 商法 则 一 节 中 去 讲 。 

由 定理 一 和 定理 二 我 们 可 以 看 到 ,2 阶 张 量 T 把 空间 中 的 任意 矢量 n 都 线性 映 
射 为 空间 中 的 另 一 矢量 上 或 9), 反 之 把 空间 中 任意 矢量 n 都 线性 映射 为 另 一 矢量 上 
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(或 g) 的 2 阶 系统 必 是 2 阶 张 量 T, 因 此 我 们 可 以 给 出 如 下 2 阶 张 量 的 第 二 定义 ; 
2 阶 张 量 的 第 二 定义 ”2 阶 张 量 T 是 通过 映射 关系 (1.3.15) 式 把 空间 中 的 任 
意 矢量 n 都 线性 映射 为 另 一 矢量 !( 或 4) 的 2 阶 系统 。 


1.4 张 量 代 数 


本 节 我 们 讲 张 量 的 代数 运算 ,以 后 还 要 讲 张 量 的 微分 及 积分 运算 ,这 些 运算 的 
一 个 共同 特点 就 是 必须 保持 张 量 运算 的 封闭 性 , 即 两 个 或 多 个 张 量 运算 的 结果 必 
须 得 到 一 个 张 量 ,否则 张 量 工具 的 优越 性 也 就 没有 了 。 


1.4.1 张 量 乘 以 标量 、 同 阶 张 量 的 加 ( 减 ) 和 线性 组 合 


为 了 令 述 简明 起 见 , 设 1,w,v,… 为 标量 , a, b,c,… 为 矢量 ,A,B,C,… 为 2 
阶 张 量 , 我 们 举例 来 说 明之 。 
任 一 张 量 乘 以 标量 4 得 到 的 是 一 个 与 原 张 量 同 阶 的 新 张 量 ,其 分 量 等 于 原 张 
量 相应 分 量 的 4 倍 。 例 如 , 按 现在 的 记 法 , 则 Xx、Xha 和 X44 分 别 为 标量 .矢量 和 2 
阶 张 量 , 其 相应 的 分 量 分 别 为 
MA; Maiy Xa’'; MAAs, 2M, AAi, MA 
任意 两 个 同 阶 张 量 的 和 与 差分 别 是 两 个 新 的 同 阶 张 量 ,其 分 量 分 别 是 原来 相 
加 减 的 两 个 张 量 相应 分 量 的 和 与 差 。 推 而 广 之 ,任意 几 个 同 阶 张 量 的 线性 组 合 也 
是 一 个 新 的 同 阶 张 量 , 其 分 量 是 参与 运算 张 量 的 相应 分 量 的 同型 线性 组 合 。 例 如 ， 
4+HAB+xvC 为 一 新 的 2 阶 张 量 ,其 分 量 分 别 为 
AM4i +AHABi +xCri，M4Y+AHBY +YCY， 
M4i + BY + CY, AA'j + pB'j + Cy 
根据 张 量 的 解析 定义 ,很 容易 证 明 以 上 运算 所 得 的 各 量 确实 是 张 量 。 


1.4.2 2 阶 张 量 的 转 置 


1. 转 置 张 量 的 定义 
定义 如果 对 一 个 给 定 的 2 阶 张 量 T, 有 另外 一 个 2 阶 张 量 S ,使 得 对 任意 矢 
量 a 都 有 
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Ta=a'S (1.4.1a) 
则 称 张 量 S 为 了 的 转 置 (transpose) 张 量 ,并 记 为 
S= IT7 (1.4.1b) 


现在 我 们 来 导出 转 置 张 量 与 原 张 量 分 量 之 间 的 关系 。 我 们 有 
T»a= Tye'iel ate: = Tye'idla* = Tiaiei = Tia'ei 
a*S= akek。Sieieil = a*Sydle’ = a'Syei 
而 根据 转 置 张 量 的 定义 ,我 人 有 T* a a，*…5, 而 e’ 线性 无 关 , 故 有 
(Ti — Sy)a' =0 
此 式 对 任意 矢量 a 都 成 立 , 故 由 a' 的 任意 性 ,得 Sj = Ti。 
类 似 地 可 得 到 
Sy= Ti, SY = TI, SY = Th, $= 7T), 
[$y] = CTyJ, CS] = [CT], [$7] = [CT5T, [51] = [TY 了 
(1.4.2) 
由 (1.4.2) 式 显然 可 见 , 张 量 的 转 置 是 相互 的 , 即 如 下 二 式 同 时 成 立 ， 
8=TI，T= Sr (1.4.1c) 
由 (1.4.2) 式 还 可 看 到 ,对 互 为 转 置 的 两 个 张 量 而 言 ,它们 的 协 变 分 量 所 对 应 
的 矩阵 是 互 为 转 置 的 ,它们 的 逆 变 分 量 所 对 应 的 矩阵 也 是 互 为 转 置 的 。 但 是 ,它们 
的 任何 一 种 混合 分 量 所 对 应 的 矩阵 都 并 非 互 为 转 置 ,而 是 T 的 第 一 种 混合 分 量 对 
应 的 矩阵 和 5$8 的 第 二 种 混合 分 量 所 对 应 的 矩阵 互 为 转 置 ,反之 亦 然 。 这 就 是 我 们 
为 什么 用 (1.4. 1a) 式 定义 转 置 张 量 ,而 不 是 用 其 分 量 定义 转 置 张 量 的 原因 。 有 的 
书 上 把 (1.4.2) 式 中 的 任 一 式 作为 转 置 张 量 的 定义 ,但 这 样 显然 不 够 一 目 了 然 。 
根据 并 矢 和 转 置 张 量 的 定义 ,对 矢量 a 和 的 并 矢 ,我 们 显然 有 


(ab)7 = ba (1.4.3a) 
于 是 我 们 可 有 
TT = Tyele: = Tieje; = Tileje' = Tieliei (1.4.3b) 
2. 2 阶 对 称 张 量 
定义 ”如 果 一 个 2 阶 张 量 T 具有 性 质 工 = TT, 即 对 任意 的 矢量 a, 都 有 
T.a=a.T (1.4.4a) 


则 称 T 为 一 个 2 阶 对称 (symmetric) 张 量 。 
对 2 阶 对 称 张 量 T, 易 证 有 
Ty = Ts, TH= Th, Ti = Th, Ti = Ti, 
[Ty] = [TsT, CT] = [TY, [CTW] = [CT CT] = [TY 了 
(1.4.4b) 
“2 
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即 二 阶 对 称 张 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 所 对 应 的 矩阵 都 是 对 称 矩 阵 , 但 其 任何 一 
种 混合 分 量 所 对 应 的 矩阵 都 不 是 对 称 矩 阵 , 而 是 两 种 混合 分 量 所 对 应 的 矩阵 互 为 
转 置 矩阵 。 
利用 (1.4.3) 式 及 对 称 张 量 的 定义 ,对 2 阶 对 称 张 量 了 ,我 们 可 有 
T= Tieiei = Tieiej = Tiieiej = TOeiel 
= Tieiei = Tieiei = Tiiejei = Tieiei (1.4.4c) 
即 虽然 单独 对 每 一 个 基 并 矢 都 是 不 能 交换 次 序 的 ,但 对 2 阶 对 称 张 量 而 言 , 当 只 把 
各 组 基 并 矢 交换 次 序 后 ,其 线性 组 合 仍 等 于 原 张 量 。 
3. 2 阶 反对 称 或 斜 对 称 张 量 
定义 ”如 果 一 个 2 阶 张 量 工具 有 性 质 T= - T7, 即 对 任意 的 矢量 a ,都 有 
T.a=-a"7T (1.4.5a) 
则 称 T 为 一 个 2 阶 反对 称 (antisymmetric) 张 量 或 斜 对 称 (skew) 张 量 。 
类 似 于 式 (1.4.4b) 和 式 (1.4.4c) ,对 2 阶 反对 称 张 量 了 ,我 们 可 有 
Ty =- Ts TY=-T, Ti=-Ti, Ty =- 7, 
[Ty] =- [TT LT] =-LTT, [TW =-[LTyT, [TY] =- [TY 了 
(1.4.5b) 
以 及 
T= Tye'e! = Tieiej = Tilelej = Tijeie! 
=~ Tiele' =— Teiei =- Tileje' =— TOeiei (1.4.5c) 
(1.4.5b) 式 说 明 ,2 阶 反 对 称 张 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 对 应 的 矩阵 都 是 反 
对 称 和 矩阵 ,而 两 种 混合 分 量 对 应 的 矩阵 都 不 是 反对 称 矩 阵 ,而 是 两 种 混合 分 量 对 应 
的 矩阵 互 为 负 转 置 矩 阵 ; 而 (1.4. 5c) 式 则 说 明 , 当 只 把 基 并 矢 的 矢量 位 置 对 换 时 ， 
将 改变 该 反对 称 张 量 的 符号 。 
4. 2 阶 张 量 的 和 分 解 定 理 
根据 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 定义 ,我 们 容易 证 明 如 下 的 关于 2 阶 张 量 的 和 
分 解 定理 。 
定理 任意 2 阶 张 量 T 都 可 以 分 解 为 对 称 张 量 4 和 反对 称 张 量 B 之 和 , 即 
T=A+B (1.4.6a) 
其 中 


A= 才 (T+T)，B= 去 (T-7") (1.4.6b) 


而 且 这 种 和 分 解 是 唯一 的 。 
该 定理 的 证 明 是 很 容易 的 ,读者 可 作为 练习 证 明之 。 
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1.4.3 张 量 的 外 积 


定义 任意 二 张 量 的 外 积 (outer product) 定 义 为 一 新 的 张 量 ,其 阶 数 等 于 二 
相 乘 的 因子 张 量 的 阶 数 之 和 ,其 分 量 等 于 二 因子 张 量 相应 分 量 的 乘积 。 
例如 , 设 a 为 矢量 ,A 和 B 为 2 阶 张 量 , 则 可 定义 3 阶 张 量 C 为 4 和 a 的 外 
积 , 记 为 C= ha ,定义 4 阶 张 量 DD 为 4 和 B 的 外 积 , 记 为 D= AB, 其 分 量 分 别 如 
下 式 : 
C=Aa, Cn = Ayar, CY = 4iot，Cok = Aiyak， 
人 = AB, Di = AsBu, DW = AiB*, Dijys = AijBu, 
(1.4.7) 
容易 证 明 , 式 (1.4.7) 各 式 所 定义 的 各 量 确实 为 具有 相应 变异 特性 的 张 量 。 
由 定义 (1.4.7) 式 可 以 看 出 ,以 前 所 定义 的 标量 乘 以 张 量 和 二 矢量 的 并 矢 都 只 
是 张 量 外 积 的 特例 而 已 ,而且 除 了 标量 乘 以 张 量 以 外 ,一 般 而 言 二 张 量 的 外 积 是 不 
能 交换 次 序 的 , 即 
abzba, ABz BA 
而 结合 律 却 是 成 立 的 : 
(ab)c = a(bc), (AB)C = A(BC) (1.4.8a) 
以 张 量 外 积 为 基础 ,我 们 可 以 写 出 任意 阶 张 量 的 直接 记 法 。 如 对 3 阶 张 量 C， 
可 有 


C= Caeielet = Ceieiek = Ciiieieje" = (1.4.8b) 
式 (1.4.8b) 可 视 为 各 类 三 种 基 并 矢 ( 外 积 ) 的 线性 组 合 即 并 矢 式 。 
1.4.4 张 量 的 缩 并 


定义 “ 令 一 个 张 量 的 一 对 上 标 和 下 标 相同 成 为 哑 标 ,并 按 求 和 约定 求 和 而 得 
出 一 个 新 张 量 的 运算 , 称 为 该 张 量 之 相应 指标 的 一 次 缩 并 (contraction ) 。 
显然 只 有 2 阶 及 更 高 阶 的 张 量 才 可 以 进行 缩 并 ,而 且 由 其 缩 并 一 次 所 得 的 新 
张 量 的 阶 数 比 原 张 量 的 阶 数 低 2。 
容易 证 明 : 由 任意 张 量 经 一 次 缩 并 所 得 的 量 确实 是 张 量 。 例 如 ,对 4 阶 张 量 
B, 经 不 同上 标 和 下 标的 缩 并 ,可 得 如 下 不 同 的 2 阶 张 量 A、C、D 等 等 
BY = As, Bm = Ci, BY = Di, . (1.4.9a) 
特别 说 来 ,对 2 阶 张 量 T 进行 一 次 缩 并 ,可 得 到 一 个 标量 @: 
Tr=8 (1.4.9b) 
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容易 证 明 : 式 (1.4.9b) 中 的 @ 确 为 标量 。 事 实 上 利用 新 旧 基 中 的 映射 关系 

(1.4.9b) 式 和 了 的 张 量 性 质 , 我 们 有 
B= T™ = PrasT’, = T= Tv = G 
这 就 证 明了 @ 确 为 标量 (证 明 中 还 利用 了 矩阵 a 和 8B 为 互 闻 矩阵 的 事实 )。 容 易 
证 明 
Te =:g 

也 是 标量 ,而 且 与 式 (1.4.9b) 所 定义 的 标量 为 同一 标量 ,读者 可 作为 练习 证 明之 。 

显然 ,只 要 人 允许, 我们 可 以 对 高 阶 张 量 进行 二 次 乃至 多 次 缩 并 , 直到 所 得 张 量 
的 阶 数 低 于 2 阶 为 止 , 而 每 缩 并 一 次 张 量 的 阶 数 就 降低 2 阶 。 


1.4.5 张 量 的 点 积 或 内 积 


在 1.3 节 中 我 们 曾 以 张 量 的 直接 记 法 和 两 个 矢量 的 点 积 为 基础 ,定义 了 矢量 
n 和 2 阶 张 量 T 的 点 积 , 即 
t=neT, t= mtTu = nTh, 1! = ntTH = nT (1.3.15a) 
q= Ten, qi= Tant = Tini, gq!: = Tin* = Tne (1.3.15b) 
回想 当时 的 推导 并 对 照 本 节 所 讲 的 张 量 外 积 和 缩 并 两 种 运算 ,我 们 可 以 看 出 ,这 种 
矢量 和 2 阶 张 量 点 积 的 运算 ,实际 上 是 先 将 相 乘 的 矢量 和 2 阶 张 量 写 为 直接 记 法 ， 
并 进行 外 积 ,然后 再 对 一 对 相 邻 的 基 矢 进行 点 积 的 结果 ;从 指标 记 法 角度 看 , 即 是 
先 将 矢量 和 2 阶 张 量 写 为 指标 记 法 并 进行 外 积 ,再 对 一 对 相 邻 的 指标 进行 缩 并 。 
我 们 很 自然 地 可 将 这 种 思想 进行 推广 而 定义 任意 二 张 量 的 点 积 (dot product) 或 内 
积 (inner product) 。 
定义 ”将 两 个 张 量 分 别 写 为 直接 记 法 并 进行 外 积 ,再 对 它们 一 对 相 邻 的 基 矢 
进行 一 次 (就 近 ) 点 积 的 运算 , 称 为 此 二 张 量 的 一 次 (就 近 ) 点 积 ( 从 直接 记 法 看 ) ;或 
者 将 任意 二 张 量 写 为 指标 记 法 并 进行 外 积 ,再 对 其 一 对 相 邻 的 指标 进行 缩 并 的 运 
算 , 称 为 此 二 张 量 的 一 次 (就 近 ) 点 积 (从 指标 记 法 看 )。 
例如 , 设 A、B 为 两 个 2 阶 张 量 , 则 按 此 思想 我 们 可 定义 2 阶 张 量 P 为 4 和 B 
的 一 次 (就 近 ) 点 积 , 记 为 P= A， B, 其 分 量 可 计算 如 下 : 
P=A.B= Ayeie'. Biere'! = Ave'diB'e! = AsBiieie'!, Pu = AyBi 
类 似 地 ,还 可 以 写 出 以 下 几 式 , 即 
Pu = AsBii = AyBy, Pa = 45Bi = AiB’ 
| = hiBL = hiHBji， Pi = hiBi = AiiBi (1.4.10) 
P=A.B 
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容易 证 明 式 (1.4.10) 各 式 所 给 出 的 2 阶 系统 Pu 等 确实 具有 2 阶 张 量 的 特性 ， 
读者 可 作为 练习 证 明之 。 
为 了 与 直接 记 法 和 点 积 的 记 法 相 呼应 ,我 们 这 里 只 定义 了 二 张 量 的 一 次 “就 
近 ” 点 积 (这 是 通常 用 得 最 多 的 ) ,但 从 指标 记 法 的 角度 显然 我 们 也 可 以 定义 二 因子 
张 量 中 另 一 对 上 、 下 标的 缩 并 ,这 是 它们 的 一 种 “ 非 就 近 ” 点 积 , 当 用 直接 记 法 时 这 
种 “ 非 就 近 ” 点 积 即 对 应 直接 记 法 中 二 张 量 的 另 一 对 基 矢 的 点 积 ,为 了 与 “就 近 ” 点 
积 相 区 别 , 此 时 我 们 就 应 该 用 另 一 种 特定 的 点 积 记 法 了 。 这 时 显然 用 指标 记 法 更 
加 方便 和 一 目 了 然 。 
观察 式 (1.4.10) 各 式 可 见 , 两 个 2 阶 张 量 的 点 积 运算 实际 上 是 与 二 矩阵 的 乘 
积 的 运算 相对 应 的 ,而 矩阵 相 乘 一 般 是 不 能 交换 次 序 的 ,所 以 与 两 个 矢量 点 积 可 以 
交换 次 序 这 一 特例 不 同 ,一般 而 言 两 个 张 量 的 一 次 点 积 是 不 能 交换 次 序 的 。 即 一 
般 说 来 ,有 
A.*BB.A, a.AzA.ua, 
但 对 于 矢量 a、2 阶 张 量 A 和 B 而 言 ,我 们 易 证 : 
a*A=A'.a 
{ A (1.4.11a) 
特别 地 ,我 们 有 
aa 4=A4.a (如 果 AT = A) 
| T=B.A (如 果 4T7=A4 且 BT = B) 
此 外 ,对 多 个 2 阶 张 量 的 点 积 而 言 ,结合 律 显然 是 成 立 的 ,就 像 多 个 矩阵 的 乘 
法 结合 律 是 成 立 的 一 样 , 即 有 
(4.B).C=4.(B.C) (1.4.11c¢) 
同时 ,多 个 任意 阶 张 量 的 依次 点 积 在 一 般 情况 下 结合 律 也 是 成 立 的 ,例外 的 情 
况 是 :结合 律 不 适用 于 先 将 两 个 矢量 点 积 再 与 其 他 张 量 点 积 的 情况 ,因为 矢量 点 积 
所 得 的 标量 与 张 量 进行 点 积 根本 就 没有 意义 。 例 如 ,对 2 阶 张 量 A、 矢 量 a 和 
b, 有 


(1.4.11b) 


(A*a).bA.(a.b) 
因为 标量 a* b 无 法 和 张 量 进行 点 积 , 故 右 端 根 本 没有 意义 ,而 这 时 我 们 采用 指标 
记 法 显然 就 更 加 方便 ,因为 此 时 交换 律 和 结合 律 都 像 数 字 的 连 乘 一 样 一 目 了 然 。 

本 书 中 除了 采用 张 量 直接 记 法 和 指标 记 法 以 外 ,为 了 运算 方便 ,对 2 阶 张 量 和 
矢量 有 时 还 采用 矩阵 记 法 , 此 时 对 2 阶 张 量 4, 我 们 也 常 以 A 本 身 .[A] 或 
[As] 等 来 表示 和 4 的 某 种 分 量 所 对 应 的 矩阵 ;对 矢量 a, 则 常 以 a 本身 .[a] 或 
[ai ] 等 来 表示 a 的 某 种 分 量 所 对 应 的 列 阵 ,而 以 a7、{a} 或 {a;}) 等 来 表示 a 的 某 
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种 分 量 所 对 应 的 行 阵 。 由 于 2 阶 张 量 与 2 阶 张 量 或 矢量 的 点 积 (而 非 外 积 ) 才 是 和 
矩阵 与 矩阵 或 矩阵 与 列 阵 相 乘 的 运算 相对 应 的 ,所 以 当 采 用 2 阶 张 量 的 矩阵 记 法 
时 ,本 书 中 我 们 将 把 两 个 矩阵 A 和 B 的 乘积 以 及 矩阵 4 和 列 阵 a 的 乘积 分 别 记 为 
A。B 和 A。a 而 不 是 记 为 4B 和 Aa ,因为 后 者 容易 和 张 量 的 外 积 相 混淆 。 按 照 我 们 
前 面 所 述 的 记 法 约定 , 则 张 量 的 直接 记 法 和 张 量 的 矩阵 记 法 之 间 的 关系 显然 是 
A.:B=A.B, A.a=A*a, a.A=(a'.A)T=AT.a= A'.a, 
A.B=[A][B], A.a=[Ajla], a.A= ({a}[A])T = [AJ'[a] 
利用 张 量 点 积 的 运算 容易 证 明 ,对 2 阶 张 量 A 和 3 阶 张 量 C, 分 别 有 
h41=el 4.eji=(4.ei)ei 4 =e 4.el=(4.el).ei 
4 =el hel=(4vei) ve A'i=ei.A.e=(A.e).e! 
Ci = [CC.eb ve 站 .el=ekv[ei (er C)]=… 
CI =[(CCet ve 门 .er=ektv[ei.(et.C)]=… 
(1.4.12) 


1.4.6 张 量 的 二 次 点 积 


定义 ”如 果 对 两 个 张 量 的 两 对 上 、 下 标 各 进行 一 次 缩 并 ,我 们 便 可 以 得 到 两 个 
张 量 在 相应 意义 下 的 所 谓 二 次 点 积 (double dot product) (对 直接 记 法 这 对 应 着 两 
个 张 量 相应 位 置 上 的 两 个 基 矢 各 自 点 积 ) 。 

特别 说 来 ,我 们 可 以 定义 两 个 2 阶 张 量 A 和 B 的 二 次 点 积 ,其 结果 将 是 一 个 
标量 。 但 依赖 于 缩 并 指标 位 置 的 不 同 ,我 们 可 以 分 别 得 到 两 个 不 同 的 标量 , 分别 
记 为 

A:B 和 4…B 
即 
A:B= AB,= 40B1 = AyB’ = AiiB') (1.4.13a) 
A:£B= AB: = A'B'; = hiB = AiB;' (1.4.13b) 
第 一 种 运算 中 是 对 两 个 张 量 处 于 同样 位 置 的 指标 分 别 进行 缩 并 ,而 第 二 种 运算 中 
则 是 对 处 于 不 同位 置 的 指标 分 别 进行 缩 并 ,它们 分 别 对 应 于 直接 记 法 中 同样 位 置 
和 不 同位 置 基 矢 的 点 积 , 故 分 别 记 为 4: B 和 A…B。 

和 需要 强调 指出 的 是 :尽管 式 (1.4.13a) 和 式 (1.4.13b) 给 出 的 结果 都 是 标量 ,但 

一 般 而 言 它们 是 不 同 的 标量 , 即 一 般 而 言 
A:BzzA:B 
只 有 当 4、B 中 之 一 对 称 时 ,它们 才 是 相等 的 , 即 有 
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4:B=A4:B ( 当 47=A4 或 BT = B 时 ) (1.4.14a) 
另外 ,显然 这 两 种 二 次 点 积 都 是 可 以 交换 次 序 的 , 即 我 们 有 
A:B=B:A, 4B= 了 4 (1.4.14b) 


1.4.7 ”指标 的 升降 和 改换 


像 矢 量 指标 的 升降 和 改换 的 规则 一 样 ,我 们 通过 度量 张 量 与 之 相 乘 并 对 其 某 
一 指标 进行 缩 并 来 建立 张 量 不 同 分 量 间 的 联系 ,这 样 并 不 能 得 到 新 的 张 量 , 而 只 是 ， 
得 到 同一 张 量 的 不 同 分 量 , 故 度量 张 量 也 称 为 单位 张 量 ,我 们 将 这 种 张 量 表象 间 的 
转换 关系 记 为 该 张 量 与 度量 张 量 的 点 积 。 如 对 4 阶 张 量 DD, 可 有 
| DNgm = gmD™ = 站 站， Dig™m = gmD¥, = Dm 
“pirgr = 87Di = Dj”, 
所 有 这 些 式 子 可 以 用 直接 记 法 统一 地 写 为 
D.g=g."D=D (1.4.15b) 
用 运算 代数 的 语言 讲 , 式 (1.4.15a) 的 含义 即 是 :作为 一 个 因子 ,度量 张 量 的 协 变 分 
量 、 逆 变 分 量 和 混合 分 量 ( 即 Kronecker 记号 ) 分 别 起 一 种 下 降 (lowering) 指 标 、 提 
升 (raising) 指 标 和 改换 (changing) 指 标的 作用 , 即 我 们 可 以 分 别 将 张 量 分 量 中 与 
度量 张 量 重复 的 哑 标 下 降 、 上 升 或 改换 为 度量 张 量 中 的 另 一 个 指标 。 


(1.4.15a) 


1.5 张 量 的 识别 定理 一 一 商法 则 


在 1.3 节 中 我 们 曾经 定义 了 矢量 n 和 2 阶 张 量 T 的 点 积 : 
t=n°T, t= PtTu = nT 1 = nT = MTuU (1.5.1a) 
q= Ten, qi= Tan* = Tni, gq! = Thin* = Tenk (1.5.1b) 
并 且 证 明了 由 矢量 n 和 2 阶 张 量 了 通过 式 (1.5.1) 所 定义 的 1 阶 系统 t1、t'、qi、 
q' 都 是 矢量 , 故 式 (1.5.1) 的 含义 可 以 写 为 如 下 的 定理 : 
定理 2 阶 张 量 T 的 分 量 Tw、T%、Tx#、T* 作 为 线性 映射 系数 按照 式 (1.5.1) 
将 空间 中 的 任意 矢量 n 都 映射 为 空间 中 的 另 一 个 矢量 t+ 或 gq。 
这 个 定理 可 以 作为 判别 系统 t,、t'、q;、q' 等 确实 为 张 量 的 一 个 识别 定理 或 商 
法 则 (quotient rule) 的 最 简单 例子 。 不 过 由 于 已 知 具有 张 量 特 性 的 两 个 量 都 在 右 
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端 而 要 判别 是 否 是 张 量 的 量 在 其 另 一 端 ,故我 们 宁可 把 它 看 做 是 张 量 运 算 封 闭 性 
的 一 个 体现 ,而 不 将 之 作为 张 量 的 识别 定理 。 但 是 以 上 定理 的 逆 定 理 之 一 , 即 以 下 
的 定理 却 可 以 作为 张 量 识别 定理 即 商法 则 的 最 典型 例子 。 

定理 一 ”如 果 有 一 组 与 基 矢 量 相关 联 的 2 阶 系统 Ts、T%、T# 、T* ,按照 式 
(1.5.1) 将 空间 中 任意 矢量 m 都 映射 为 空间 中 的 另 一 矢量 上 或 9, 则 这 些 2 阶 系统 
必 是 有 相应 变异 特性 的 张 量 。 

这 里 为 节约 文字 我 们 采用 了 简洁 的 叙述 方法 ,以 式 (1.5. 1a) 的 第 一 个 式 子 1 
= n*Tw 为 例 ,其 更 准确 的 表述 应 该 是 ;如果 2 阶 系统 Th 按 此 式 将 任意 的 逆 变 矢量 
n* 都 映射 为 男 一 协 变 矢量 1,, 则 Tu 必 为 2 阶 协 变 张 量 。 由 于 其 极端 的 重要 性 和 
代表 性 ,我 们 给 出 其 详细 证 明 如 下 。 

证 明 根据 映射 关系 在 旧 基 ,新 基 中 都 应 成 立 的 前 提 , 在 旧 基 和 新 基 中 我 们 分 
别 有 


ti = ntTh (a) 
Tn. Th (b) 
又 因为 n* 和 分 别 为 道 变 矢量 和 协 变 矢 量 , 所 以 有 其 新 旧 分 量 间 的 变换 关系 : 
天 = Ant, Ts = at (c) 
将 (c) 式 的 二 式 代入 (b) 式 中 ,有 
abt = Bhn*Tm (d) 
再 将 (a) 式 代入 (d) 式 中 并 移 项 , 即 有 
(ahTu - BiTim)n* = (e) 
由 题 设 , 式 (e) 对 任意 的 矢量 n 都 应 成 立 , 故 由 n* 的 任意 性 ,可 得 
akTu = BlTim (f) 


将 式 (f) 两 端 同 乘 以 af ,有 
atahTu = atBlThm = Tm = Tm 


即 
Tm = atahTh (g) 
这 里 利用 了 a 和 肠 是 互 道 矩阵 的 关系 。(g) 式 即 说 明 Tu 确实 为 2 阶 协 变 张 量 ， 
证 毕 。 
该 定理 其 他 部 分 的 证 明 是 类 似 的 ,读者 可 试 证 之 。 
如 下 的 定理 二 和 定理 三 可 作为 商法 则 的 另 两 个 典型 例子 。 
定理 二 ”如 对 任意 的 逆 变 矢量 v” ,都 有 


“30。 


局 口 OO 第 1 章 张 量 知识 基础 


is = 9 (1.5.2) 
为 一 标量 , 则 映射 系数 um 必 为 协 变 矢量 。 
定理 三 ”如 有 一 组 与 基 矢 相关 联 的 3 阶 系统 Tu ,将 任意 的 逆 变 矢量 a* 都 按 
下 式 :， 
aeTun = Am (1.5.3) 
映射 为 一 个 2 阶 协 变 张 量 Am , 则 3 阶 系统 Tun 必 为 3 阶 协 变 张 量 。 
这 里 我 们 只 给 出 定理 二 的 证 明 。 
证 明 事实 上 ,根据 新 , 旧 基 中 映射 关系 (1.5.2) 式 都 应 成 立 ,9 为 标量 , v” 为 
逆 变 矢量 ,我 们 有 
V"ium = = 9 = yunm = anVun = GaRVnMn 
这 里 我 们 利用 了 用 v 的 新 逆 变 分 量 表达 其 旧 北 变 分 量 的 式 子 v” = awv" ,并 在 最 
后 一 式 中 对 哑 标 m 和 n 换 了 位 。 上 式 即 
Vv"(im — anun)=0 
再 由 矢量 v 的 任意 性 , 即 得 
Um = amun 
这 就 证 明了 u， 确实 为 协 变 矢量 。 
显然 ,类 似 于 定理 一 、 二 ,三 的 定理 我 们 可 以 写 出 无 限 多 ,它们 都 可 以 被 称 为 张 
量 的 识别 定理 或 商法 则 。 我 们 不 需要 非得 对 商法 则 给 出 一 个 统一 的 文字 表述 ,只 
需要 认识 其 核心 要 求 即 可 ,这 就 是 :在 一 个 含有 3 个 带 指标 量 的 等 式 中 ,由 其 中 2 
个 量 的 已 知 张 量 (变异 ) 特 性 ,而 推出 第 3 个 量 的 某 种 特定 张 量 (变异 ) 特 性 以 保证 
等 式 两 端的 总 代数 变异 特性 是 完全 相同 的 (这 里 我 们 是 把 逆 变 视 为 + 1 次 变异 , 协 
变 视 为 -1 次 变异 , 某 端 总 代数 变异 即 是 该 端 各 量变 异 次 数 的 代数 和 ,而 每 个 量 的 
指标 个 数 又 应 等 于 其 逆 变 和 协 变 次 数 的 绝对 值 相 加 )。 例 如 在 (1.5.3) 式 中 ,已 知 
a* 为 +1 次 变异 ,Am 为 -2 次 变异 ,有 3 个 指标 的 3 阶 系统 Tum 的 张 量 特性 既 要 
保证 其 逆 变 和 协 变 次 数 的 绝对 值 之 和 为 3, 又 要 保证 等 式 两 端的 代数 变异 次 数 相 
等 ( 即 为 -2), 显 然 它 只 能 是 - 3 次 变异 , 即 Tim 只 能 是 3 次 协 变 才能 保证 两 端的 
总 代数 变异 次 数 相等 , 即 1-3= -2。 
需要 说 明 的 是 : 某 些 时 候 只 由 定理 中 某 些 量 的 任意 性 还 不 足以 保证 有 关 量 的 
张 量 特性 ,而 必须 辅 以 某 些 附加 条 件 才 可 保证 有 关 量 的 张 量 特性 。 这 里 我 们 列 出 
如 下 的 定理 四 ,并 给 出 其 证 明 , 它 在 第 2 章 中 定义 应 变 张 量 时 有 着 直接 的 应 用 。 
定理 四 “如 果 与 基 矢 相关 联 的 2 阶 系统 As 按 下 式 对 任意 逆 变 矢量 a' 进行 双 
线性 映射 所 得 到 的 量 , 即 
Aiaiai = 9 (1.5.4a) 
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都 是 标量 , 且 2 阶 系统 4y 是 对 称 的 , 即 
Ay= Ai (1.5.4b) 
则 2 阶 系统 47 必 是 2 阶 (对 称 ) 协 变 张 量 。 
证 明 根据 映射 关系 (1.5.4a) 式 和 9 为 标量 ,我 们 有 


AGE = 郧 =9 = Avaiai (a) 

由 于 a’ 为 逆 变 矢量 , 故 
a' = aid’, a/i = ala’ (b) 

将 (b) 式 代 人 (a) 式 ,得 

AGE = aialAyda'a’ = afajAnd'a! 
(As -afajAn)aial =0 (c) 
在 此 ,我 们 并 不 能 从 式 (c) 出 发 由 矢量 a 的 任意 性 而 直接 得 出 
Ay = alajAn 


从 而 说 明 A 为 2 阶 张 量 的 结论 ,这 是 因为 式 (c) 中 的 i 和 j( 包 括 r 和 8) 都 是 哑 标 ， 
而 a 的 任意 性 事实 上 只 能 由 式 (c) 给 出 3 个 独立 的 关系 。 为 了 证 明 4 为 2 阶 张 
基 , 我 们 还 需要 利用 4= 对 称 的 事实 , 现 说 明 如 下 : 
如 果 我 们 取 a'( 和 a) 为 (1,0,0)、(0,1,0)、《0,0,1), 则 式 (c) 将 分 别 给 出 
An = afaiAn, A = aiaiAs, As = agoiAn (d) 
如 果 取 a'( 和 a7 为 (1,1,0), 则 式 (c) 将 给 出 
Aun+Aw+Ant+An = afaiAs +afaiAs +asaiAs +asaiAs (e) 


再 利用 式 (d), 则 式 (e) 可 写 为 


4iaz+4a = afaiAn +aiaiAn (f) 
此 时 ,我 们 只 有 再 利用 A 的 对 称 性 才能 由 式 (f) 而 得 出 
A = afai A (h) 
类 似 地 ,如 果 取 a1( 和 a7) 为 (0,1,1) 和 (1,0, 1), 则 可 分 别 有 
An = agaiAn (iD 
Aa = cagai4。 (j) 


式 (d) .Ch)、(D、(j) 连 同 hy 的 对 称 性 即 证 明了 2 阶 系统 4 确 为 2 阶 对 称 协 变 
张 量 。 

为 了 完整 起 见 ,我 们 也 给 出 如 下 商法 则 的 一 般 表 述 ,但 读者 不 必 硬 套 它 ,只 需 
掌握 前 面 所 说 的 原则 即 可 。 
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4 (1.5.5) 


其 中 量 4 为 m 次 道 变 mh 次 协 变 的 张 量 , C.… :为 mi + mz 1 次 北 变 n+ 


最 后 我 们 指出 :根据 1.2 节 中 的 式 (1.2.11) 和 协 变 基 的 协 变 特性 ,显然 我 们 容 
易 说 明 ez 和 es 从 分 别 是 3 阶 协 变 张 量 和 3 阶 逆 变 张 量 , 即 置换 张 量 (而 不 是 置换 记 
号 ) 才 具有 张 量 的 特性 。 置 换 记号 只 是 置换 张 量 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 的 笛 卡 尔 分 量 ， 
在 一 般 的 坐标 系 中 它 并 不 具有 张 量 的 特性 。 以 置换 张 量 为 映射 因子 ,我 们 可 以 建 
立 关 于 2 阶 反 对 称 张 量 和 矢量 对 偶 关系 的 如 下 定理 

定理 六 2 阶 反 对 称 张 量 W 和 矢量 w 存在 着 以 置换 张 量 s 为 映射 因子 的 如 
下 一 一 对 应 的 对 偶 关 系 : 

Wi =-enw:, W=-se°:0 (1.5.6) 

该 定理 的 含义 是 :如 果 w* 为 逆 变 矢量 , 则 以 置换 张 量 协 变 分 量 ex 为 映射 系 
数 ,由 (1.5.6) 式 所 确定 的 2 阶 系统 Wi( 显 然 是 反对 称 的 ) 必 是 2 阶 协 变 张 量 , 它 
显然 即 是 置换 张 量 s 和 矢量 @ 的 一 次 点 积 的 负 值 ;反之 ,如 果 Wi 为 2 阶 反对 称 张 
量 , 则 以 置换 张 量 协 变 分 量 ex 为 映射 系数 而 满足 映射 关系 (1.5.6) 式 的 一 阶 系统 
wt 必 是 逆 变 矢量 。 这 实际 上 也 是 商法 则 的 一 个 具体 例证 。(1.5.6) 式 的 反映 射 关 
系 显然 是 


wk = es Wi w=- 吉 es: W (1.5.7) 


两 点 说 明 ， 
(1) 总 结 一 下 各 个 商法 则 证 明 过 程 的 共同 点 可 以 发 现 ,我 们 只 是 用 到 了 其 中 
各 带 指标 的 量 的 变异 规则 ,而 并 不 要 求 这 些 量 必须 是 张 量 的 分 量 本 身 , 即 便 它们 是 
带 指标 量 的 总 体 量 (如 基 矢 ) 也 可 以 ,只 要 它们 对 其 指标 满足 相应 的 变异 规则 即 可 。 
这 其 实 就 是 商法 则 的 核心 :要 求 每 一 个 等 式 两 端 总 的 代数 变异 量 相等 。 例 如 等 式 ， 
2=QeEi 二 GE 
A= AM4ieei = Aieie; = Aiie'ie; = Aijeiei 
等 都 是 满足 这 一 规则 要 求 的 ,因为 式 中 的 张 量 分 量 和 带 指标 的 基 矢 满足 相应 的 变 
异 规则 ,而 矢量 a 和 2 阶 张 量 A 本 身 则 是 与 基 矢 无 关 的 零 次 变异 量 。 这 一 原则 我 
们 以 后 会 经 常用 到 。 
(2) 当 我 们 只 讨论 笛 卡 尔 系 中 的 张 量 时 ,无 所 谓 逆 变 和 协 变 指标 的 区 别 , 此 时 
需 把 等 式 两 端的 总 变异 次 数 视 为 各 张 量 阶 数 之 和 减 去 哑 标 数 的 二 倍 , 则 等 式 两 端 
总 变异 次 数 相等 的 商法 则 仍 是 成 立 的 ,这 便 是 笛 卡 尔 张 量 分 析 中 的 商法 则 。 本 书 
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讲解 力学 方面 的 主要 内 容 时 ,将 主要 利用 笛 卡 尔 张 量 的 知识 ,并 经 常 利用 笛 卡 尔 张 
量 的 商法 则 ,请 读者 随时 注意 。 同 时 为 了 读者 容易 理解 和 以 后 应 用 方便 起 见 ,我 们 
在 下 面 把 定理 一 至 定理 六 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 的 表达 方式 单独 列 出 : 

定理 1 如 果 有 一 组 与 基 矢 量 相关 联 的 2 阶 系统 Tu ,按照 公式 


1 = mkTA (1.5.1a) 
g4 = Tunx (1.5.1b) 
将 空间 中 任意 矢量 n 都 映射 为 空间 中 的 另 一 矢量 上 或 9, 则 2 阶 系统 Tu 或 Ta 必 
是 2 阶 张 量 。 
定理 2 如 对 任意 的 矢量 vm ,都 有 
vmum 二 9 (1.5.2) 


为 一 标量 , 则 映射 系数 um 必 为 矢量 。 
定理 3 如 有 一 组 与 基 矢 相关 联 的 3 阶 系统 Tun ,将 任意 的 矢量 a 都 按 
下 式 ， 
QtTun = Am (1.5.3) 
映射 为 一 个 2 阶 张 量 Am , 则 3 阶 系统 Tun 必 为 3 阶 张 量 。 
定理 4 ”如果 与 基 矢 相关 联 的 2 阶 系统 A5 按 下 式 对 任意 矢量 a; 进行 双 线性 
映射 所 得 到 的 量 , 即 
Aiaiaj = 9 (1.5.4a)” 
都 是 标量 , 且 2 阶 系统 Ajy 是 对 称 的 , 即 
Ay = Ap (1.5.4b)’ 
则 2 阶 系统 4i 必 是 2 阶 ( 对 称 ) 张 量 。 
定理 5 设 有 对 任何 基 矢 都 成 立 的 等 式 : 
EP .PR (1.5.5)/ 
其 中 量 4…… 为 m 阶 张 量 ,C… 为 m+n 一 2 阶 张 量 , 则 n 阶 系 统 B.…i… 必 是 nn 阶 
张 量 。 
定理 6 2 阶 反对 称 张 量 W 和 矢量 w 以 置换 张 量 e 为 映射 因子 存在 着 如 下 一 
一 对 应 的 对 侦 关 系 : 
Wi =-enw:is W=-e:w (1.5.6) 
或 


wk = 一 去 ewWs， 中 =- 寺 ec: Ww (5 


以 映射 关系 (1.5.6)' 式 为 例 ,该 定理 的 含义 是 :如 果 wx 为 矢量 , 则 以 置换 张 量 
ex 为 映射 系数 ,由 (1.5.6) 式 所 确定 的 2 阶 系统 Wy (显然 是 反对 称 的 ) 必 是 2 阶 
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张 量 , 它 显然 即 是 置换 张 量 e 和 矢量 @ 的 一 次 点 积 的 负 值 ;反之 ,如 果 Wy 为 2 阶 
反对 称 张 量 , 则 以 置换 张 量 ez 为 映射 系数 而 满足 映射 关系 (1. 5. 6) 式 的 一 阶 系统 
wx 必 是 矢量 。 


1.6 2 阶 张 量 的 特征 值 和 特征 矢量 


2 阶 张 量 的 特征 值 和 特征 矢量 的 问题 在 力学 和 物理 学 中 具有 重要 的 意义 , 特 
别 是 在 介质 的 变形 和 受 力 描述 、 振 动 、 波 传播 等 方面 有 广泛 应 用 , 故 在 此 做 一 简要 
介绍 。 
定义 对 2 阶 张 量 T, 如 果 存在 一 个 非 零 矢量 ! 和 一 个 数 ,使 得 
1 T= (1.6.1a) 
则 称 4 为 的 一 个 特征 值 (eigenvalue) , 称 ! 为 T 的 一 个 与 特征 值 * 相对 应 的 左 
特征 矢量 (eft eigenvector) ,或 简称 为 左 特 矢 ; 如 果 存 在 一 个 非 零 矢量 r 和 一 个 数 
,使 得 
Ter=pr (1.6.1b) 
则 称 为 T 的 一 个 特征 值 , 称 r 为 T 的 一 个 与 特征 值 w 相对 应 的 右 特征 矢量 
《right eigenvector) ,或 简称 为 右 特 矢 。 
现在 我 们 来 求 出 给 定 的 2 阶 张 量 T 的 特征 值 和 左 、 右 特征 矢量 。 如 以 T 的 混 
合 分 量 75 来 求 之 , 则 (1.6.1a) 式 和 (1.6.1b) 式 可 分 别 写 为 
LT = Al; = a0ili, Li(T' -1 =0 (1.6.2a) 
Tiri = pr = poiri, (Ti -AD =0 (1.6.2b) 
(1.6.2a) 式 和 (1.6.2b) 式 分 别 是 1 的 协 变 分 量 1; 和 r 的 逆 变 分 量 的 线性 齐 
次 代数 方程 组 ,其 系数 矩阵 分 别 为 LT5 - 1 条 和 [Tij - 改作 。 根 据 线性 代数 的 定 
理 ,(1.6.2) 式 对 1; 和 ri 有 非 零 解 分 别 要 求 它们 的 行列 式 为 0, 但 由 于 转 置 矩 阵 和 
原 和 矩阵 行列 式 相等 ,故我 们 可 得 到 求 特征 值 和 A 的 特征 方程 分 别 为 
1 一 2 = CTS ~ 2001 =0, [7T’;- pIH =0 
(1.6.3) 
(1.6.3) 式 说 明 :由 左 、 右 特征 矢量 所 定义 的 特征 值 *、x 是 相等 的 ,以 后 用 和 
表示 之 。 当 我 们 由 (1.6.3) 式 求 出 各 特征 值 * 后 (有 3 个 ) ,将 之 代入 (1.6.2a) 式 和 
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(1.6.2b) 式 中 并 和 解 之 , 即 可 求 出 其 相应 的 左右 特征 矢量 4 和 ri, 即 ! 和 r。 需 要 
说 明 的 是 :尽管 由 左 , 右 特征 矢量 所 定义 的 特征 值 是 相等 的 ,但 一 般 而 言 其 对 应 的 
左 \ 右 特征 矢量 则 是 不 同 的 ,这 是 因为 求解 它们 的 线性 齐 次 代数 方程 组 的 系数 矩阵 
并 不 相同 ,而 只 是 互 为 转 置 。 但 是 ,根据 转 置 张 量 的 定义 ,我 们 有 

1.T=TI。 = 人 (1.6.4a) 

Ter=r.TT=pr (1.6.4b) 
所 以 ,如 果 ! 是 T 的 左 特 矢 , 则 其 也 就 是 T 的 对 应 同一 特征 值 的 右 特 矢 ,反之 ,如 
果 r 是 T 的 右 特 矢 , 则 其 也 就 是 T 的 对 应 同一 特征 值 的 左 特 矢 。 这 就 是 张 量 左 、 
右 特 矢 的 关系 。 特 别 说 来 , 当 T= T 为 2 阶 对 称 张 量 时 , 则 1 = r, 其 左 \ 右 特征 矢 
量 也 就 重合 了 ,而 这 恰 是 力学 和 物理 学 中 最 常见 的 情况 。 

通过 与 上 面 类 似 的 方法 ,我 们 还 可 以 导出 由 2 阶 张 量 了 的 其 他 分 量 ( 另 一 混 

合 分 量 、 协 变 或 逆 变 分 量 ) 求 出 矢量 ! 和 的 式 子 , 而 且 可 以 证 明 由 这 些 不 同 分 量 
求 出 的 特征 值 及 左 、 右 特征 矢量 是 分 别 相同 的 ; 当然 ,我 们 也 可 以 由 张 量 不 同 分 量 
间 的 关系 直接 变换 (1.6.2a) 式 和 (1.6.2b) 式 而 完成 此 任务 。 这 些 问 题 读者 可 以 作 
为 练习 实践 之 。 


1.7 曲线 坐标 和 曲线 坐标 中 的 张 量 


1.7.1 曲线 坐标 (curvilinear coordinate) 


迄今 为 止 ,我 们 只 在 空间 的 一 个 点 上 讨论 了 与 这 一 点 有 关 的 张 量 ,并 以 这 一 点 

上 的 局 部 基 为 工具 讨论 了 张 量 的 各 种 表象 及 其 相互 关系 ,也 讨论 了 当局 部 基 进 行 

基 变 换 时 张 量 各 种 表象 的 变换 规则 。 我 们 还 并 未 引入 布 满 整个 空间 的 坐标 网 。 对 

笛 卡尔 坐标 系 引 入 坐标 网 是 简单 的 ,因为 笛 卡 尔 坐标 网 是 均匀 不 变 地 布 满 整个 空 

间 的 , 基 矢 量 也 是 与 点 的 位 置 无 关 的。 连续 介质 力学 的 基本 方法 是 场 的 方法 ,而 且 

有 时 常常 是 需要 引入 不 同 于 笛 卡 尔 坐 标 网 的 曲线 坐标 网 的 。 为 此 ,我 们 以 笛 卡 尔 
直角 坐标 (z! ,z? ,z?) 为 桥梁 ,以 下 面 的 3 个 3 元 函数 引入 曲线 坐标 (xl,x2,x3): 

XxX" = Xm(zlyz2,z3) (ma = 1,2,3) (1.7.1a) 

只 要 变换 (1.7.1a) 式 的 Jacobian 行列 式 (除了 个 别 的 点 或 线 之 外 ) 处 处 不 为 零 , 即 
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天 三 | 葡 |=。 、 (7 
则 由 隐 范 数 定理 知 , 变 换 (1.7.1a) 式 存在 唯一 的 反 函 数 , 设 为 
Z" = za(xlx2,x3) (n= 1,2,3) (1.7.1b) 


我 们 称 ze 为 常数 的 曲面 , 即 曲面 
2a = XI(z!,2?,23) = const 

为 一 个 x? 坐标 面 (或 x!x? 坐标 面 ), 其 上 x? 为 常数 而 只 有 x! 和 x? 可 以 变化 。 其 
他 两 个 坐标 面 也 可 类 似 定义 。 称 坐标 面 x! 和 坐标 面 x? 的 交 线 , 即 曲线 

Xl(z! ,2? ,23) = const 

Xx2(2! ,2? ,23) = const 
为 一 条 x? 坐标 线 , 沿 此 曲线 只 有 x? 变化 ,而 x* 和 x? 都 为 常数 。 其 他 两 条 坐标 线 
可 类 似 定义 。 

在 空间 某 一 点 已 处 ,坐标 线 和 坐标 面 的 几何 图 像 如 图 1.3 所 示 。 图 中 也 画 出 

了 参考 点 O 处 的 笛 卡尔 坐标 线 z 和 么 正 基 矢量 ii = (i=1,2,3)。 


图 1.3 曲线 坐标 系 


P 点 相对 于 参考 点 O 的 位 置 和 撩 量 OP 在 笛 卡尔 坐标 系 中 可 以 写 为 
r= 0OP= zi (1.7.3a) 
当 由 忆 点 移 至 邻近 的 一 点 时 ,点 的 位 置 矢量 r 及 其 笛 卡 尔 坐 标 z" 和 曲线 坐标 xm 
都 会 改变 ,因此 位 置 矢量 + 是 z" 或 x” 的 函数 。 特 别 地 , 当 由 P 点 沿 着 坐标 线 x* 
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移 至 邻近 的 一 点 时 , 则 r 将 成 为 只 依赖 于 坐标 x* 的 函数 ,因而 我 们 在 P 点 可 定义 
3 个 矢量 如 下 : 


(Ar):) = 
ex(P) = jr = dim Ef Ck = 1,2,3) (1.7.3b) 


由 定义 可 知 ,这 些 矢量 必然 沿 着 已 点 处 坐标 线 x* 的 切线 并 且 指 向 x* 增加 的 方向 ， 
如 图 1.3 所 示 。 由 于 笛 卡 尔 基 矢 i, 与 P 点 的 位 置 是 无 关 的 , 故 由 (1.7.3a) 式 和 
(1.7.3b) 式 可 得 


ex(P) = 总 = Si, 
同时 我 们 又 有 
人 
将 两 式 写 在 一 起 ,有 
ex(P) = = i, (k = 1,2,3) (1.7.4a) 
和 = 站 = (n= 1,2,3) (1.7.4b) 


如 果 ex 也 是 线性 无 关 的 因而 可 以 作为 一 组 基 的 话 , 则 (1.7. 4) 式 就 给 出 了 笛 卡尔 
基 fn 和 基 ek 间 相 互 表达 的 关系 式 :(1.7.4a) 式 说 明 人 < 是 ex 在 i。 上 的 第 卡尔 分 


量 ,(1.7.4b) 式 说 明 庆 -是 i, 在 ex 中 的 着 变 分 量 。 以 后 我 们 约定 分 母 中 的 上 标 和 
下 标 分 别 代表 下 标 和 上 标 , 故 约定 求 和 的 规则 在 (1.7.4) 式 中 仍 是 清晰 不 乱 的 。 由 
于 和 分别 是 ex 和 in 互相 线性 表达 的 系数 矩阵 ,所 以 它们 必定 是 互 北 的 类 
阵 。 事 实 上 ,我 们 有 


kA Naz_ Orax’ 
dr = Bxr 7 Bz Bxr’ 6 xz (7 
这 就 证 明了 我 们 的 结论 。 


现在 我 们 证 明 ex 确实 是 线性 无 关 的 。 注 意 i 为 么 正 基 , 而 宏 为 ex 的 第 nn 
个 笛 卡 尔 分 量 , 故 由 (1.7.4a) 式 及 混合 乘积 的 计算 公式 ,我 们 有 


i 于 k n 
-| 六 | 


=0 (1.7.6) 


二 1 
已 
az" 
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由 (1.7.2) 式 知 | :| 关 0, 故 | 台 : | 六 0, 即 ee 确实 是 线性 无 关 的 ,因而 可 以 作 
为 点 处 的 一 组 基 , 我 们 将 之 称 作为 曲线 从 标 中 P 处 的 协 变 基 。 需 要 强调 指出 的 
是 :一 般 情况 下 ,3 个 矢量 eCP) 不 但 长度 不 一 定 为 1, 不 一 定 两 两 正 交 , 而 且 它们 
在 空间 各 点 也 并 不 是 常 矢量 ,而 是 与 P 点 位 置 有 关 的 , 故 是 空间 位 置 的 点 靖 数 ,这 
是 曲线 坐标 与 镁 卡尔 坐标 最 重要 的 区 别 ,前 而 诸 式 中 记号 ee (P) 中 的 P 就 是 为 了 
特别 强调 这 一 点 。 但 为 了 书写 简洁 起 见 , 以 后 我 们 常 省 略 挤 这 一 标记 P。 
现在 我 们 可 以 按照 1.1 节 中 的 式 (1.1.14) 求 出 与 e+ 对 偶 的 闻 变 基 et 了 。 但 
我 们 也 可 以 给 出 如 下 的 求法 。 注 意 五 = 站 的 么 正 性 ,我 们 可 以 将 
ax az -= ax -中 


改写 为 


利用 (1.7.4) 式 ,此 式 即 


我 们 又 有 


故 有 


即 括号 中 矢量 的 任何 一 个 协 变 分 量 (m = 1,2,3) 都 为 0, 故此 矢量 必 为 零 矢量 ， 

即 有 

k Ox* 
oz 


e is 


将 此 式 两 端 同 乘 以 估 ,并 注意 互 逆 关 系 (1.7.5) 式 ,我 们 有 


和 去 Se 
将 此 二 式 写 在 一 起 , 即 有 
大 
人 = Ck = 1,2,3) (1.7.7a) 
is = 92° k 二 
和 = ziee (s = 1,2,3) (1.7.7b) 
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式 (1.7.7) 即 给 出 了 道 变 基 e* 和 笛 卡 尔 基 宙 间 相互 线性 表达 的 关系 式 , 即 


经 是 ee 的 第 s 个 备 卡 尔 分 量 ,3 到 是 疡 的 第 上 个 协 变 分 量 。 


这 样 ,以 曲线 坐标 x* 的 定义 (1.7.1) 式 为 基础 ,我 们 就 在 全 空间 的 每 一 点 P 
处 建立 了 该 点 的 协 变 基 e 和 逆 变 基 e* ,以 及 它们 与 直角 笛 卡 尔 基 i, = i" 的 关系 ， 
也 就 可 以 对 每 一 点 上 的 任意 张 量 建立 其 在 该 点 曲线 坐标 基 上 的 各 种 表象 了 。 


1.7.2 ”曲线 坐标 变换 及 其 变换 矩阵 


现在 我 们 来 研究 一 个 重要 的 问题 : 当 取 不 同 的 曲线 坐标 即 进行 曲线 坐标 的 坐 
标 变换 时 , 任 一 张 量 在 各 点 上 各 种 新 、 旧 表象 是 如 何 变换 的 。 因 为 我 们 讨论 的 是 在 
基 变 换 下 满足 确定 的 张 量变 换 规 则 的 张 量 ,所 以 问题 的 核心 显然 就 是 如 何 求 出 在 
一 定 曲线 坐标 变换 下 相应 的 基 变 换 的 协 变 系数 矩阵 和 逆 变 系数 矩阵 。 

与 以 前 的 记 法 类 似 ,我 们 分 别 以 和 天 和 x! 表示 新 . 旧 曲 线 坐标 ,而 曲线 坐标 变 
换 则 可 以 由 它们 之 间 的 任何 一 个 一 一 对 应 的 可 逆 映 射 关系 来 表达 , 记 为 

型 = ECX xs Xx), Xi = Xi(X!, x XI) (1.7.8) 

相应 地 ,我 们 就 有 了 与 它们 对 应 的 曲线 坐标 网 以 及 在 各 点 上 的 基 矢 量 ,也 就 有 了 张 
量 在 各 点 上 相应 的 基 中 的 各 种 分 量 。 变 换 (1.7.8) 式 的 一 一 对 应 性 可 以 由 其 第 一 
式 或 第 二 式 变换 的 Jacobian 行列 式 不 为 零 来 保证 。 我 们 将 分 别 以 了 和 a 记 变 换 
(1.7.8) 式 的 两 个 变换 矩阵 , 即 记 


， of = 5 (1.7.9) 
ax! 天 
显然 这 两 个 矩阵 是 互 逆 的 ,这 是 因为 我 们 有 
atiax at Ni ad _ axi ax 
ax’ gxi gz ax araxi ol 人 


现在 我 们 来 证 明 它们 即 是 在 各 点 处 基 变 换 的 逆 变 系数 矩阵 和 协 变 系数 矩阵 。 
事实 上 ,在 新 、 旧 坐标 中 ,利用 基 矢 量 的 定义 (1.7.3) 式 和 关系 (1.7.7) 式 、(1.7.9) 
式 , 我 们 可 有 


ar - 9r 9x” 

EF 9x™ gx* 

gr = 9Xtis = GX: ax 
zx DX 92s 


Er = = emar 


i’ = Bre™ 


即 
Ek = agen (1.7.11a) 
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Et = Be™ (1.7.11b) 
对 式 (1.7.11) 的 二 式 进行 反 解 ,或 者 分 别 在 其 两 端 乘 以 a 和 有 的 逆 矩 阵 , 即 可 得 

em = Per (1.7.12a) 

et = akEm (1.7.12b) 


式 (1.7.11) 和 式 (1.7.12) 即 给 出 了 新 、 旧 基 矢 之 间 互 以 线性 组 合 进行 表达 的 
公式 ,这 与 以 前 我 们 在 一 点 局 部 基 处 所 讲 的 公式 完全 一 致 ,所 以 式 (1.7.9) 所 给 出 
的 8 和 a 即 分 别 是 曲线 坐标 变换 下 的 逆 变 系数 矩阵 和 协 变 系 数 和 矩阵 。 但 需要 强调 
指出 的 是 :一 般 而 言 它们 在 空间 中 并 不 是 常 矩 阵 ,而 是 点 的 位 置 的 函数 。 


1.7.3 几 点 说 明 


(1) 在 前 面 的 记 法 中 ,对 曲线 坐标 我 们 利用 了 x' 的 记号 ,但 它 只 是 曲线 坐标 ， 
而 并 不 是 位 置 矢量 r= r'e; 的 逆 变 分 量 ~ ,这 就 是 对 位 置 矢量 我 们 用 r 而 不 用 x 的 
理由 ,这 一 点 是 与 笛 卡 尔 坐标 z" 恰 是 位 置 矢量 的 笛 卡 尔 分 量 完全 不 同 的 :r = 
z"jn。 事 实 上 ,新 \ 旧 曲线 坐标 x' 和 xi 间 的 变换 关系 (1.7.8) 式 完全 可 以 是 任意 
的 ,并 不 一 定 要 像 新 \ 旧 张 量 分 量 间 的 线性 齐 次 变换 关系 一 样 。 由 于 


r= 2"in = 2" er, r = zi" = 2 (1.7.13a) 
所 以 位 置 矢量 r 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 分 别 是 
rt = * 关 ， re = ( 记 zo = z) (1.7.13b) 


但 这 里 它们 仍然 要 借助 于 该 点 的 笛 卡 尔 坐标 z。 = z" 为 桥梁 来 表达 。 

(2) 前 面 讲 过 ,对 一 般 的 曲线 坐标 ,空间 中 任 一 点 的 基 矢 ee 和 e* 都 未 必 是 么 
正 基 。 如 果 在 每 一 点 处 曲线 坐标 都 是 两 两 正 交 的 , 即 e 是 两 两 正 交 的 ( 因 之 e* 也 
是 两 两 正 交 的 ), 则 此 种 曲线 坐标 称 为 正 交 (perpendicular) 曲线 坐标 。 但 是 ,即使 
ex 两 两 正 交 ,它们 的 长 度 也 未 必 是 1, 此 时 由 逆 变 基 的 定义 ,我 们 必 有 


etler, le:|=7i (k=1,2,3) 
| es 


eT lob = l= 学 (k = 1,2,3, 不 求 和 ) 


~ Tel gw 
gy =0, 8 =0 (i=1,2,3;j =1,2,3; 当 i 闫 让) 
(1.7.14) 
即 对 正 交 曲线 坐标 而 言 ,[8y] 和 [gj] 都 为 对 角 和 矩阵 , 且 两 者 的 对 角 元 素 互 为 倒数 。 
正 交 曲线 坐标 是 物理 学 特别 是 力学 中 最 常用 的 曲线 坐标 ,如 柱 坐标 、 球 坐标 等 
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都 是 正 交 曲 线 坐 标 。 而 只 有 对 直角 笛 卡 尔 坐 标 x* = z* ,我 们 才 在 空间 的 每 一 点 上 
都 有 er=e*=ii= 认 ,而 且 组 成 常 么 正 矢量 组 ,而 此 时 gy = 65,8” = 69，81 = 9) 
都 对 应 单位 矩阵 。 


1.8 张 量 实例 


本 节 我 们 重点 介绍 几 个 在 数学 和 力学 应 用 上 有 着 基本 意义 的 重要 的 张 量 实 
例 , 以 加 强 读者 对 张 量 概念 的 理解 。 


1.8.1 坐标 的 微分 是 逆 变 矢量 


点 的 位 置 矢量 r= r(x" ) 是 其 坐标 x” 的 矢量 函数 ,由 此 可 求 其 微分 矢量 dr。 
利用 基 矢 的 定义 ,我 们 有 
dr = dx" = endxn (1.8.1) 


在 坐标 变换 之 下 ,微分 矢量 dr 本 身 是 坐标 变换 下 的 不 变量 , 即 为 零 次 变异 量 , 基 矢 
量 em 是 1 次 协 变量 , 故 由 商法 则 可 以 得 出 结论 :坐标 的 微分 dx” 必 是 1 次 逆 变 的 
量 , 简 言 之 即 dx” 是 一 逆 变 矢量 ,或 者 说 它 是 某 矢量 的 逆 变 分 量 ,而 式 (1.8.1) 说 
明 此 矢量 即 是 dr, 因 为 dx” 恰 是 dr 在 em 上 的 分 解 系数 。dx” 是 逆 变 矢量 的 结 
论 还 可 以 通过 求 新 坐标 的 微分 并 利用 复合 函数 求 导 的 链 锁 法 则 来 说 明 ， 


dfm = dx" = Brdx" (1.8.2) 


即 新 、 旧 坐标 的 微分 满足 1 次 逆 变 规则 ,或 者 说 dx” 确 为 逆 变 矢量 。 

我 们 曾 在 1.7 节 中 指出 :坐标 本 身 x" 并 不 是 位 置 矢量 r 的 逆 变 分 量 ,而 只 是 
点 的 曲线 坐标 。 但 (1.8.1) 式 和 (1.8.2) 式 则 说 明 :坐标 的 微分 dx” 却 确实 为 微分 
矢量 dr 的 逆 变 分 量 , 这 一 点 具有 特别 重要 的 意义 ,必须 铭记 在 心 。 至 于 位 置 矢量 
r 本 身 的 逆 变 和 协 变 分 量 ,我 们 有 


m= m= po in On 

Pe se 
2 : = yn 

rm=reen=r ~ Ls C2 =) 
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这 两 式 和 1.7 节 中 的 式 (1.7.13a)、 式 (1.7.13b) 是 一 样 的 ,只 是 导出 方法 不 同 
而 已 。 
利用 (1.8.1) 式 ,可 以 写 出 微分 矢量 dr 长 度 ds = |dr| 的 平方 为 
ds* = dr* dr = dxie:* dxie; = gydx'dxi (1.8.3) 
即 ds? 可 以 写 为 以 对 称 矩 阵 8y 为 系数 矩阵 的 坐标 微分 dx' 的 二 次 型 。 在 某 些 偏 
重 数学 知识 的 书 中 , 正 是 以 此 式 作为 定义 度量 张 量 8; 的 基础 的 。 
1.8.2 ”标量 对 坐标 的 偏 导数 是 协 变 矢量 


考虑 任 一 标量 $, 求 其 对 新 、 旧 坐标 的 偏 导数 , 我 们 有 


a$ _ 26h_ 8agar _ ,2$ 
六 = 癌 = 曙 冯 = a 六 (1.8.4) 


《1.8.4) 式 说 明 ,标量 对 坐标 的 偏 导数 2 为 协 变 矢量 ,或 者 说 它 是 某 一 矢量 的 
协 变 分 量 。 我 们 把 这 个 矢量 称 为 标量 $ 的 梯度 (gradient) 矢 量 , 记 为 gradg, 即 有 
gradgy = Me (1.8.5a) 


此 式 是 高 等 数学 中 位 卡尔 坐标 系 下 标量 梯度 矢量 表达 式 grad$ = 864i 的 一 个 推 
广 。 六 是 协 变 矢量 的 结论 也 可 由 微分 关系 ， 
dg = 影 dm = dr. grad# (1.8.6) 


利用 商法 则 而 得 证 :d$ 为 零 次 变异 ,dx/ 为 1 次 逆 变 , 故 由 商法 则 知 冲 必 为 协 变 
矢量 。 
车 以 s 表示 某 方向 的 弧 长 ,以 “= 下 = 至 e, 表示 dr 方向 的 单位 矢量 , 则 其 
道 变 分 量 为 5'= 乱 , 而 在 一 点 处 沿 s 的 方向 导数 将 为 
整 = 六 上 紧 = 六 = s* gradg (1.8.5b) 
这 是 “标量 $ 沿 任意 方向 的 方向 导数 等 于 其 梯度 矢量 在 该 方向 的 正 交 投 影 ”这 一 


结果 在 曲线 坐标 中 的 表现 形式 ,所 以 梯度 方向 是 $ 变化 最 快 的 方向 , #$ 在 梯度 方向 
的 方向 导数 恰 等 于 梯度 矢量 之 模 。 


43 。 


张 量 初 步 和 近代 连续 介质 力学 概论 CO CO CC 人 
如 果 我 们 取 标 量 $ 为 坐标 x', 则 (1.8.5) 式 将 给 出 


rd ei = Blel = et (1.8.7) 


这 说 明 逆 变 基 矢 量 在 微分 学 的 意义 上 恰 是 坐标 x’ 的 梯度 矢量 ,指向 x 变化 最 快 
的 方向 。 


1.8.3 应 变 张 量 (strain tensor) 


作为 连续 介质 变形 描述 的 人 门 ,我 们 考虑 一 块 介质 在 =0 时 的 一 个 初始 形态 
或 初始 构 形 B 及 其 在 某 时 刻 的 瞬时 形态 或 瞬时 构 形 b, 如 图 1.4 所 示 。 


B 
b 
dR_rxQ 三 
a | (2 
她 


Xx 


x 


x 
1=0 t=t 


图 1.4 初始 构 形 、 明 时 构 形 及 相应 的 坐标 系 


为 了 描述 介质 中 各 个 粒子 在 初始 构 形 中 的 位 置 ,我 们 可 以 建立 一 个 曲线 坐标 
系 ,并 以 X'CT=1,2,3) 表 示 粒 子 在 初始 构 形 中 的 坐标 , 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 
坐标 或 物质 坐标 ,简称 L 氏 坐标 ;为 了 描述 各 粒子 在 瞬时 构 形 中 的 位 置 ,我 们 可 以 
另 建 一 个 曲线 坐标 系 ,并 以 x' (i = 1,2,3) 表 示 其 在 瞬时 构 形 中 的 坐标 , 称 为 欧 拉 
(Euler) 坐 标 或 瞬时 空间 坐标 ,简称 E 氏 坐 标 。 为 了 清楚 起 见 , 我 们 分 别 以 大 写 和 
小 写字 母 表示 工 氏 和 下 氏 坐 标 ,并 以 大 写 和 小 写 指标 来 表示 工 氏 和 三 氏 坐 标 中 的 
指标 。 整 个 介质 的 运动 和 变形 规律 可 完全 由 以 + 为 参数 的 联系 励 : 和 xi 的 一 一 对 
应 的 可 逆 映 射 关系 来 表达 : 
Xi = XI( 大 大 2 XI,t), X! = 天 (xzlyx2x3yt) (1.8.8) 
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式 (1.8.8) 的 第 一 式 表示 =0 时 工 氏 坐标 为 X' 的 粒子 上 时 刻 到 达 下 氏 坐标 
为 x 的 地 方 ,第 二 式 则 表示 ! 时 刻 了 氏 坐标 为 *; 的 粒子 +=0 时 刻 位 于 工 氏 坐标 
为 X' 的 地 方 。 设 初始 构 形 中 的 某 粒子 P 于 + 时 运动 至 瞬时 构 形 中 的 p 处 ,P 近 
邻 的 一 个 粒子 Q 于 上 时 运动 至 4 处 , 即 初始 构 形 中 的 线 元 dR = P 变 形 为 瞬 
时 构 形 中 的 线 元 dr = 屯 , 以 dS 和 ds 分 别 表示 其 线 元 的 初始 长 度 及 瞬时 长 
度 , 则 有 


dS* = dR .dR = GudX'dX’ (1.8.9a) 
.oP 
dS = Gu Wr dxidx’ (1.8.9b) 
dsz =drvdr=8idxridxj (1.8.9c) 
ax 
ds2 = gs 货品 ad (1.8.9d) 
其 中 Gr 和 8 分 别 表 示 以 工 氏 坐标 和 下 氏 坐 标 表达 的 度量 张 量 ,于 是 我 们 有 
$s 2 xi ax’ 1 J 
ds? — dS? = [8 各 各 Gu ax dX (1.8.10a) 
aX' OX’ 
ds* - dS? = [sg - Go Sr Sr jax'dx (1.8.10b) 
定义 量 
1 
Eu = 二 [8 且 生 -co] (1.8.11a) 
了 J 
ey = 二 [8 -6s 六 名 ] (1.8.12a) 
则 式 (1.8.10a) 和 式 (1.8.10b) 可 分 别 写 为 
ds* - dS? = 2EydX'dX’ (1.8.13a) 
ds? — dS? = 2eydx'dx/ (1.8.13b) 
显然 我 们 所 定义 的 2 阶 系统 Ey 和 ei 都 是 对 称 的 , 即 
Ey=En, ey=e (1.8.14) 


在 工 氏 坐标 系 的 变换 下 ,dX' 和 dX/’ 为 1 阶 逆 变 张 量 ,而 量 ds? -dS? 是 零 次 
变异 的 不 变量 ,上 且 2 阶 系统 Ey = 无" 对称, 故 对 式 (1.8. 13a) 应 用 1.5 节 中 商法 则 
的 定理 四 可 得 出 结论 : 式 (1.8.11a) 所 定义 的 量 已 " 必 为 工 氏 坐标 中 的 2 阶 协 变 张 
量 ,我 们 将 之 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 应 变 张 量 , 或 格林 (Green) 应 变 张 量 ,或 
圣 维 南 (St. Venant) 应 变 张 量 。 类 似 地 ,在 王 氏 坐标 中 对 式 (1.8.13b) 应 用 商 
法 则 可 得 出 结论 : 式 (1.8.12a) 所 定义 的 量 ej 必 为 E 氏 坐标 中 的 2 阶 协 变 张 
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量 , 我 们 将 之 称 为 欧 拉 (Euler) 应变 张 量 , 或 阿尔 曼 西 (Almansi) 应变 张 量 。 我 
们 分 别 将 这 两 个 应 变 张 量 记 为 E 和 e, 通 过 指标 的 提升 ,我们 可 以 建立 它们 的 
其 他 各 种 分 量 。 

由 式 (1.8.13) 的 二 式 可 见 :(1) 只 要 知道 了 一 点 P(P) 处 的 巨 或 e, 则 该 点 附 
近 任意 方向 上 的 线 元 dR (dr) 在 变形 前 后 的 长 度 改 变 便 完 全 确定 了 ; (2) 同时 ,如 
果 巨 或 e 是 零 张 量 , 则 该 点 处 任意 方向 上 的 线 元 之 长 度 改变 都 为 0;(3) 反之 ,如 果 
该 点 处 任意 方向 上 的 长 度 改 变 都 为 0, 则 E 或 e 必 为 零 张 量 。 由 于 这 三 点 的 原因 ， 
说 明 EE 或 e 足以 刻画 该 点 处 的 纯 变 形 情况 , 故 将 之 称 为 应 变 张 量 是 恰当 的 。 

特别 地 , 当 我 们 取 X 和 x' 都 为 笛 卡 尔 坐 标 系 时 , 则 Gu = 8、gy = 85 也 都 对 
应 Kronecker 记号 (虽然 两 标 皆 为 下 标 ), 相 乘 时 也 起 改换 指标 的 作用 , 故 式 
(1.8.11a) 和 式 (1.8.12a) 将 分 别 成 为 


-lee axr -_ 
Eu = 也 [ 滋 各 -oo (1.8.11b) 
1 aX’' aX'/ 
ey = 去 [6 -六 7] (1.8.12b) 


由 于 工 氏 和 互 氏 坐标 系 都 为 笛 卡 尔 系 , 所 以 上 .下 标 没 有 区 别 , 此 二 式 上 式 中 重复 
的 i 和 下 式 中 重复 的 1 虽然 都 写 为 上 标 但 仍 作为 哑 标 并 表示 约定 求 和 。 但 需 注 
意 :L 氏 和 EE 氏 坐 标 系 可 以 是 不 同 的 第 卡尔 系 ,也 可 以 是 相同 的 笛 卡 尔 系 , 只 不 过 
X' 和 x! 分 别 代表 同一 粒子 在 0 和 上 时 刻 各 自 系 中 的 坐标 罢了 。 

另外 , 当 我 们 取 同 一 粒子 的 下 氏 坐标 总 与 其 L 氏 坐 标 相等 , 即 x! = X!,x? = 
XE ,x = XX 时 ,这 相当 于 在 初始 构 形 中 刻 上 L 氏 曲 线 坐 标 网 和 相应 粒子 的 L 氏 坐 
标 ,而 让 坐标 网 带 着 坐标 值 连同 介质 一 起 变形 的 情况 ,这 种 坐标 我 们 称 之 为 拖带 或 
对 流 (convected) 坐 标 。 人 


x - c= 
篇 中， axr = 人 
于 是 式 (1.8.11a) 和 式 (1.8.12a) 分 别 成 为 
Ey = (8 - Gu) (1.8.11¢) 
ei = 去 ev- G4) (1.8.12c) 


即 介质 在 每 一 点 处 的 应 变 表现 为 拖带 坐标 网 相应 点 上 坐标 系 度量 张 量 的 改变 。 
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1.8.4 应力 张 量 (siress tensor) 


1。Cauchy 应 力 张 量 和 Cauchy 公式 
为 了 刻画 某 一 瞬时 + 时 刻 介质 中 某 一 点 p 处 内 部 各 部 分 通过 面 接触 而 相互 产 
生 的 接触 面 力 ,以 p 为 顶点 ,在 其 瞬时 构 形 中 i 
取 一 个 微 四 面体 pp pz pa, 如 图 1.5 所 示 。 其 二 
中 3 个 楼 矢量 十 ; = dr ,分 别 沿 着 该 点 王 氏 曲 
线 坐 标的 3 个 基 矢 e; 的 方向 ,底面 Pi pa pa 的 
单位 外 法 矢 为 n, 面 积 为 da。3 个 侧面 其 (内 ) 万 mr 
法 矢 方向 显然 各 沿 着 逆 变 基 矢 e' 的 方向 , 即 恰 。 ] 
是 第 i 个 正 的 坐标 面 方向 , 面积 大 小 各 记 为 mV a 
dq ,单位 法 矢 各 记 为 #。 如 以 da 和 da' 分 别 


表示 底面 积 和 三 个 (内 ) 侧 面积 的 面积 矢量 ， 户 
则 有 图 1.5 应 力 描述 

da = nda， da' = ndz 《不 求 和 ) (1.8.15) 
显然 我 们 有 


da= 让 Pb x pa = 到 [dr -dr) x (dr ~ dr)] 
= [dr x dr + dr x dr + dr x dr] = nda + hda + Nda 
2 3 3 1 2 于 2 3 
即 
da = nda，da - nda = 0 ( 求 和 ) (1.8.16) 
式 (1.8.16) 的 几何 意义 事实 上 即 是 :底面 积 的 (外 ) 面 积 矢 量 等 于 3 个 侧面 


(内 ) 面 积 矢量 之 和 ,或 四 面体 的 外 面积 矢量 之 和 等 于 0 矢量 ( 推 而 广 之 ,显然 任何 
封闭 曲面 的 面积 矢量 之 和 都 为 0 矢量 )。 对 da = nda 进行 协 变 分 解 , 有 


da = nda = nie'da (1.8.17a) 
由 于 是 e: 方向 的 单位 矢量 , 故 有 
人 = 
n= Te VF (不 求 和 ) (1.8.17b) 


将 式 (1.8.17) 的 两 式 代 入 式 (1.8.16) ,可 得 
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me'da = -da 《〈 求 和 ) 


Ve™ 
由 e' 的 线性 无 关 性 ,可 得 如 下 的 重要 几何 关系 : 
d 
这 = mi Vg” (不 求 和 ) (1.8.18) 
(1.8.18) 式 是 一 个 纯 几何 的 关系 , 它 表明 了 四 面体 侧面 积 和 底面 积 之 比 恰 为 


mi VB 。 
现在 我 们 考虑 作为 物质 体 的 小 四 面体 的 动量 守恒 条 件 。 由 动量 定理 的 达 朗 贝 
尔 表述 , 任 一 时 刻 它 受 的 体积 力 ,接触 面 力 和 惯性 力 应 相互 平衡 。 考 虑 到 体积 力 和 
惯性 力 与 其 体积 成 正比 为 3 阶 小 量 ,而 接触 面 力 与 面积 成 正比 为 2 阶 小 量 , 故 当 四 
面体 趋 于 一 点 而 取 极 限时 ,四 面体 的 动量 守恒 可 表述 为 
t(n)da + t(- nda = 0 ( 求 和 ) (1.8.19) 
其 中 tCn) 和 (一 nn) 分 别 表示 单位 法 矢量 为 n 和 ( - m) 的 外 底面 和 外 侧面 上 的 真 
应 力 矢量 , 即 该 时 刻 相应 法 向 所 指 介质 通过 面 接触 而 对 另 一 部 分 介质 所 作用 的 单 
位 面积 上 的 真实 接触 面 力 , 称 之 为 Cauchy 应 力 矢量 。(1.8.19) 式 即 表示 四 面体 的 
外 面 力 平衡 。 由 牛顿 第 三 定律 ,显然 有 
t(—n) =- th) =- (1.8.20) 
其 中 
t= ta) 
表示 法 矢 为 e' 和 的 第 i 个 正 坐标 面 上 的 应 力 矢量 。 于 是 (1.8.19) 式 给 出 
t(n)da = tda ( 求 和 ) (1.8.21) 
动力 学 关系 (1.8.21) 式 和 几何 关系 (1.8.16) 式 在 形式 上 是 类 似 的 , 它 表示 小 
微 体外 底面 积 上 的 面 力 矢量 等 于 3 个 内 侧面 即 3 个 正 坐 标 面 上 的 面 力 矢量 之 和 。 
利用 几何 关系 (1.8.18) 式 ,可 将 (1.8.21) 式 改写 为 
t(n) = tn; V8” ( 求 和 ) (1.8.22) 
这 就 是 动量 定律 给 出 的 力学 结果 。 需 要 说 明 的 是 ?代表 第 i 个 正 坐 标 面 上 的 应 力 
矢量 ,有 着 明确 的 物理 意义 ,但 它 对 指标 i 并 不 满足 逆 变 规则 , 故 将 指标 i 写 在 正 
上 方 。 定 义 一 个 与 ?成 比例 的 矢量 t' ， 
ti = 上 Vg” (不 求 和 ) (1.8.23) 
则 (1.8.22) 式 可 写 为 
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t(n) = tm ( 求 和 ) (1.8.24) 
对 确定 的 n, 式 (1.8.24) 对 任何 的 坐标 系 都 成 立 。 现 在 我 们 保持 n 不 变 而 进行 坐 
标 变换 , 则 根据 其 意义 ,t(m) 是 坐标 变换 下 的 不 变量 即 零 次 变异 量 , 而 n; 是 1 次 
协 变量 , 故 对 (1.8.24) 式 应 用 商法 则 可 推 知 :由 (1.8.23) 式 所 定义 的 量 t' 必定 满 
足 1 次 逆 变 规则 。 再 对 此 矢量 进行 逆 变 分 解 或 协 变 分 解 ,并 以 TI 和 T5 记 其 分 解 
系数 ,可 有 
ti = Tiej = Tiei (1.8.25a) 
在 坐标 变换 下 ,ej 为 1 次 协 变 , t' 和 e/ 为 1 次 逆 变 , 故 对 (1.8.25a) 式 应 用 商法 则 
可 知 :(1.8.25a) 式 中 的 分 解 系数 和 Tij 必 然 分 别 是 2 阶 逆 变 张 量 和 1 次 逆 变 1 
次 协 变 的 2 阶 混合 张 量 , 即 它们 分 别 是 某 一 个 2 阶 张 量 T 的 逆 变 分 量 和 第 二 种 混 
合 分 量 , 我 们 把 此 张 量 称 为 介质 在 p 点 处 的 真 应 力 张 量 或 柯 西 (Cauchy) 应 力 张 
量 。 通 过 度量 张 量 提升 和 下 降 指 标的 方法 ,我 们 可 以 得 出 它 的 其 他 两 个 分 量 Ty 和 
Ti 。 当 然 我 们 也 可 以 通过 取 p 点 处 以 e: 为 棱 的 四 面体 (可 称 之 为 以 ei 为 楼 的 四 
面体 之 对 偶 四 面体 ) ,用 类 似 于 前 面 的 方法 而 直接 引入 Ty 和 Ti :事实 上 ,对 偶 四 面 
体 3 个 内 (外 ) 侧 面 的 法 线 方向 恰恰 是 e;( 一 ei), 如 果 以 da 、da、n 分 别 表示 对 侦 
四 面体 3 个 内 侧面 ( 即 正 的 对 偶 坐 标 面 ) 的 面积 矢量 、 面 积 大 小 和 单位 法 矢量 ,以 + 
于 t(n) 表 示 正 的 对 侦 四 面体 上 的 Cauchy 应 力 矢 量 ,并 引入 与 之 成 比例 的 矢量 t; 


= {VBi 的 话 , 则 与 前 面 的 相应 公式 相对 应 ,我 们 可 有 (请 读者 作为 练习 证 明之 ) 


da = nda，dai = nda (不 求 和 ) (1.8.15)” 
da = nda，da -nda = 0 ( 求 和 ) (1.8.16)" 

a 全 / 
=-TT= 阁 (不 求 和 ) (1.8.17b) 
至 = niVBi (不 求 和 ) (1.8.18) 
t= tCn)，t(n)da = tda ( 求 和 ) (1.8.21)’ 
ti = fV8s 《不 求 和 ) (1.8.23)” 
tCn) = tin ( 求 和 ) (1.8.24)’ 
ti = Tye’ = Tiei (1.8.25a) 


此 时 ,如 果 我 们 仍然 在 保持 四 面体 底面 单位 法 矢量 n 不 变 的 前 提 下 进行 坐标 
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变换 的 话 ,首先 对 式 (1.8.24) 应 用 商法 则 , 则 可 得 出 由 式 (1.8.23)" 所 定义 的 量 t; 
必定 满足 一 次 协 变 规 则 ;再 对 式 (1.8.25a) 应 用 商法 则 , 则 可 得 出 其 中 的 分 解 系 数 
Ty、TY 必然 分 别 是 2 阶 协 变 张 量 和 1 次 协 变 1 次 逆 变 的 2 阶 混合 张 量 ,它们 即 是 
Cauchy 应 力 张 量 T 的 协 变 分 量 和 第 一 种 混合 分 量 。 

现在 我 们 回 到 前 面 的 讨论 。 将 式 (1.8.25a) 代 入 式 (1.8.24) ,将 式 (1.8.25a)” 
代入 式 (1.8.24)', 即 有 


t(n) = miTiej = niTijei = n‘Tye’ = miTiiei (1.8.26a) 
ti(n) = ni = niT tj (n)= nT = niTY (1.8.26b) 
t(n)=n°.T (1.8.26c) 


式 (1.8.26) 称 为 柯 西 (Cauchy) 公 式 , 它 说 明 :只 要 知道 了 一 点 的 柯 西 应 力 张 
量 T, 则 该 点 处 任意 取向 n 平面 上 的 应 力 矢量 t+(n) 便 可 由 其 单位 矢量 n 与 的 
左 点 积 而 得 出 。 故 了 是 一 点 应 力 状态 的 一 个 完全 的 刻画 ,将 之 称 为 应 力 张 量 是 恰 


当 的 。 
我 们 顺便 指出 : 当 取 式 (1.8.25a) 的 分 解 式 为 
t' = eo = eloj (1.8.25b) 
时 , 则 式 (1.8.26a) 一 式 (1.8.26c) 将 成 为 
tCn) = =m。oT (1.8.26d) 


我 们 这 样 定义 的 应 力 张 量 o 将 与 前 面 定义 的 应 力 张 量 T 互 为 转 置 , 即 a = T。 故 
我 们 必须 保持 应 力 张 量 定义 和 柯 西 公式 形式 的 一 致 性 ,在 阅读 文献 时 也 需 注意 
此 点 。 

2. 非 极 性 物质 中 柯 西 应 力 张 量 的 对 称 性 

柯 西 应 力 张 量 的 引入 和 联系 应 力 张 量 与 应 力 矢量 关系 的 柯 西 公式 是 动量 守恒 
定律 给 出 的 结果 ,现在 我 们 将 说 明 : 非 极 性 物质 即 没 有 分 布 力 偶 矩 的 物质 中 , 柯 西 
应 力 张 量 必 是 对 称 张 量 ,这 一 结论 是 动量 矩 定理 的 必然 结果 。 

取 一 个 以 粒子 p 为 其 一 个 项 点 .其 棱 沿 基 矢 e; 方向 ,由 坐标 面 围 成 的 微小 平 
行 六 面体 ,如 图 1.6 所 示 , 则 6 侧面 的 外 法 矢 方向 各 沿 士 e:。 仍 以 土 闵 表 示 其 单位 


外 法 矢 , 以 da 表示 各 面 面 积 ,以 + 表示 正 坐 标 面 上 的 应 力 矢量 , 则 el 面 上 的 面 力 


将 为 了 = de +。 对 微 体质 心 取 矩 ,体积 力 和 惯性 力 可 认为 作用 于 质心 上 ,它们 的 矩 


为 0, 相 对 二 坐标 面 上 之 面 力 大 小 只 差 一 微量 ,极限 之 下 ,可 认为 单位 法 矢 为 + el 
的 两 个 坐标 面 上 的 面 力 是 作用 于 面积 中 心 上 力 臂 为 r 的 一 对 力 偶 。 于 是 在 非 极 性 
物质 中 ,在 略 去 3 阶 以 上 的 微量 时 , 微 体 的 动量 矩 定 理 即 表现 为 微 体 6 个 面 上 的 3 


。50 。 


COOOODGO 第 1 章 张 量 知识 基础 


对 力 偶 相 互 平衡 。 


图 1.6 ， 微 体 的 力矩 平衡 
利用 Cauchy 公式 (1.8.25) 式 ,有 


f= dh gd = gh TT (1.8.27a) 
r = riei (1.8.27b) 
故土 e! 面 上 的 面 力 之 矩 为 
rxf=r 各“ x (el .T) (1.8.28a) 
微 平行 六 面体 的 体积 为 
1 e 1 eo 
en 
(1.8.28b) 
故 (1.8.28a) 式 成 为 
rxf = V'elx(el.T) (1.8.29) 
因此 非 极 性 物质 中 微 体 动 量 矩 定理 的 数学 形式 即 为 
Vex(ei.T)=0 
ex(ei.T)=0 (1.8.30a) 
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ei X (eli。Tzeiekt)= el XT*e. =0 (1.8.30b) 
因为 
eiXek= ewe! = Vewe! (V= el。(ezXes)) 


所 以 (1.8.30b) 式 成 为 


VT*ewe! =0 
或 
Taeu =0 (l= 1,2,3) (1.8.31) 
对 1=1,2,3, 此 式 即 分 别 给 出 :T= T2 ,Ta3 = Ta ,T2 = 72, 即 
TT ST (1.8.32) 


1.9 张 量 的 物理 分 量 


迄今 为 止 , 我 们 讲 的 都 是 张 量 的 张 量 分 量 ,其 优点 是 在 坐标 变换 之 下 它们 满足 
确定 的 变换 规则 ,但 张 量 的 张 量 分 量 也 有 其 不 便 之 处 ,一 方面 其 物理 意义 常常 不 是 
很 直观 , 另 一 方面 有 时 同一 张 量 的 不 同 分 量 可 能 具有 不 同 的 量 纲 。 以 质点 的 速度 
矢量 v 为 例 ,其 物理 意义 是 质点 位 置 矢量 r 对 时 间 上 的 导数 , 故 在 曲线 坐标 x' 之 
中 ,我 们 可 有 
= i 


adr axidt -edr ”dr 
即 速度 v» 的 逆 变 分 量 v' = 坚 . 在 柱 坐 标 中 (x! ,x*,x?) =(r,9,z), 故 有 
1= dr y=-d0 yo-dz 

drt” dt’ dit 
可 见 ,虽然 v' 和 vi 确实 具有 通常 意义 下 的 速度 的 量 纲 ,但 v* 却 具 有 角速度 的 量 
网 ,这 显然 是 不 方便 的 。 大 家 知道 ,通常 我 们 用 的 不 是 ”= 得, 而 是 v = 秩 , 这 
事实 上 是 下 面 要 讲 的 矢量 的 物理 分 量 。 现 在 我 们 以 矢量 v 和 应 力 张 量 T 为 例 给 出 
其 物理 分 量 的 引入 方法 。 

导致 同一 张 量 不 同 分 量 有 不 同 量 纲 的 原因 是 曲线 坐标 中 的 基 矢 量 不 是 单位 矢 


量 , 为 此 我 们 可 以 引入 曲线 坐标 中 的 单位 基 矢量 e 和 e: 如 下 : 


y 


v Vv 
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二 三 ei 和 和 3 
0 (i = 1,2,3 ) 
< = Te J e TeT = Vr i ;不 求 和 


(1.9.1) 
以 它们 为 基础 ,我 们 就 可 以 引入 张 量 的 物理 分 量 了 。 
1.9.1 矢量 的 物理 分 量 (physical components) 
设 "为 一 矢量 , 则 对 其 进行 着 变 和 协 变 分 解 ,并 利用 (1.9.1) 式 ,可 有 
Vy = viei = vi VBae: = ve ( 求 和 ) (1.9.2a) 
v 中 三 vi V8# (i = 1,2,3, 不 求 和 ) (1.9.2b) 
v= vie' = Vi V8"e' = vwe' ( 求 和 ) (1.9.3a) 
vw 三 Vi V8” (i = 1,2,3, 不 求 和 ) (1.9.3b) 


” 式 (1.9.2b) 和 式 (1.9.3b) 所 定义 的 "> 和 wp 都 可 称 之 为 矢量 v 的 物理 分 量 。 可 
见 , 按 现在 的 方法 ,v* 和 vw 分 别 是 v 在 单位 化 了 的 协 变 基 矢 e; 和 逆 变 基 矢 &: 上 
的 线性 分 解 系数 。 

我 们 也 可 以 将 v 在 e; 和 8e: 方向 上 的 正 交 投影 定义 为 其 物理 分 量 , 即 定义 : 
v2 = ye。el =y. 吝 = yi/ Vg” (i = 1,2,3, 不 求 和 ) (1.9.4) 
Vp = vy*e= … 旋 = vi/ V8i (i = 1,2,3, 不 求 和 ) (1.9.5) 


式 (1.9.4) 和 式 (1.9.5) 定 义 的 量 也 可 以 称 之 为 矢量 ”的 物理 分 量 。 
需要 强调 的 是 :在 一 般 的 情况 下 , 式 (1.9.2)、 式 (1.9.3)、 式 (1.9.4) 和 式 
(1.9.5) 所 定义 的 vy 的 4 种 物理 分 量 ,虽然 它们 都 具有 同样 的 量 纲 ,但 一 般 而 言 它 
们 仍 是 互 不 相等 的 。 只 有 对 正 交 曲线 坐标 ,它们 才 是 彼此 相等 的 ,这 是 因为 在 正 交 
曲线 坐标 中 ,我 们 有 
y= /0 izj 
® lygs, i=j 
故 正 交 曲 线 坐标 和 正 交 曲线 坐标 中 的 物理 分 量 得 到 了 最 广泛 的 应 用 。 


1.9.2 应 力 张 量 的 物理 分 量 


由 于 应 力 张 量 是 2 阶 张 量 , 故 定义 应 力 张 量 物理 分 量 的 方法 就 更 多 了 ,其 中 的 
第 一 种 方法 是 :以 应 力 矢量 为 过 渡 , 按 如 下 方法 来 定义 。 对 第 i 个 坐标 面 上 的 应 力 
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分 量 1 沿 ej 或 e! 进行 分 解 ,可 有 
4 = £1/ VE = Te/ Vg" = 


VBE 
Tc5 = /器 m (不 求 和 ) 
t= 8/ VB = = Fay 2 = TH 
Th = /所 Ti， (不 求 和 ) 


如 果 我 们 对 对 全 标 而 上 的 应 应 力 矢量 + 进行 分 解 ,可 有 : 
t= t/ Vg = 入 4 = /Ere = TiP 
TH = Vr (不 求 和 ) 


了 和 
= /gr = iel = /8- 1 = 
中 = VB yr fs Tyei = Tr ei 


Ten = NET (不 求 和 ) 


人 
816j = 了 6j 


(1.9.6) 


(1.9.7) 


(1.9.8) 


(1 


式 (1.9.6)、 式 (1.9.7)、 式 (1.9.8) 和 式 (1.9.9) 所 定义 的 4 类 量 Tc 妇 、.T( 护 、 


Ti 多 和 Tew 都 可 以 称 为 应 力 张 量 T 的 


2 物理 分 量 ,由 其 定义 可 以 发 现 :它们 分 


别 是 坐标 面 上 的 应 力 矢量 沿 ej 或 6/ 


的 分 解 系数 以 及 对 偶 坐 标 面 上 的 应 力 
矢量 + 沿 e) 或 e! 的 分 解 系数 ,物理 意 


a 义 明确 ,而 且 分 别 和 张 量 分 量 TY 、T 人 


Ty 和 Ty 成 比例 。 在 二 维 几何 的 情况 
图 1.7 二 维 局 部 基 和 对 偶 基 微 元 体 下 ( 见 图 1.7), 式 (1.9.6) 一 式 (1.9.9) 


分 别 如 图 1.8 一 图 1.11 所 示 。 
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~ i 
nt 7 ) 
el | 


图 1.9 T 世 的 意义 


fa 


~» (LAC 


| 
Tny 
图 1.10 Ti 外 的 意义 图 1.11 Tw 的 意义 
定义 应 力 张 量 T 物理 分 量 的 第 二 种 方法 是 如 下 的 二 次 正 交 投 影 法 ， 
TH = eloT。el= TI/ VS 
TE = ev Tee = Ti/ Vegey 
Ti = ee: Tei= Ti/ VgigT 
Tw = é-T。 ej = Ty/ V BaBi 
定义 应 力 张 量 T 物理 分 量 的 第 三 种 方法 是 将 T 沿 单位 基 并 矢 进行 线性 分 解 
的 方法 : 


(不 求 和 ) (1.9.10) 
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T= Tieie; 人 TePeiej， TD = 7T’ /gagy 
T= Treie) = Ti eie, Ti = Ti Vergy 


| 2 ” 《〈 右 4 式 不 求 和 ) 
T= Tieel = Tyeie’, Ti = TI VgigT 
T= Tyeie! = Tune'el, To = Ty VegT 

(1.9.11) 


如 同 式 (1.9.6)、 式 (1.9.7)、 式 (1.9.8)、 式 (1.9.9) 一 样 , 式 (1.9.10) 和 式 
(1.9.11) 中 的 g“*、g; 等 的 重复 指标 都 不 求 和 。 

我 们 用 3 种 方法 定义 了 共 12 种 T 的 物理 分 量 , 一 般 而 言 它们 都 是 互 不 相同 
的 ,但 是 容易 证 明 :在 正 交 曲线 坐标 中 , 它们 则 完全 相同 ,都 对 应 着 同一 个 2 阶 
和 矩阵。 


1.10 张 量 的 协 变 导 数 和 逆 变 导数 


1.10.1 标量 对 坐标 的 偏 导数 是 1 阶 协 变 张 量 ( 协 变 矢量 ) 


在 1.8 节 讲 张 量 的 例子 时 ,我 们 曾 说 过 , 任 一 标量 9 对 坐标 的 偏 导数 是 一 协 变 
矢量 ,这 是 因为 : 

ap 39 _ ap3axi /39 

af af Axi axi 


这 就 是 说 :标量 9 对 坐标 的 偏 导数 28 在 坐标 变换 之 下 满足 一 次 协 变 规则 , 即 零 阶 


axi 


张 量 对 坐标 的 偏 导数 是 一 个 协 变 次 数 比 原 张 量 高 1 阶 的 1 阶 协 变 张 量 。 
1.10.2 矢量 分 量 对 坐标 的 偏 导 数 不 是 2 阶 张 量 


(1.10.1) 


前 面 的 结果 很 自然 地 会 使 人 想到 :矢量 分 量 对 坐标 的 偏 导数 是 否 也 是 一 个 协 
变 次 数 比 原 张 量 高 1 阶 的 2 阶 张 量 ? 答案 是 否定 的 。 事 实 上 , 设 a’ 为 一 逆 变 矢 
量 , 则 其 新 、 旧 分 量 间 有 关系 如 下 : 


a' = Bla* = 2a (1.10.2) 
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于 是 有 
aa _ 9a' dx" _ 3 (30* )2e 9X' dx"™ ga* |, pk IX™ 了 3 天 
axil ax axl Ax™\dx* /axi Ax* axi Ax™ aXi 9xmaXk 
即 
82 _ Bi mAa* | jk Ax™ OX! 
ge Bia” J + a TE Tron (1.10.3) 


显然 ,只 有 对 线性 坐标 变换 才 有 3 25x = 0,325 才 满足 2 阶 张 量 的 变换 规则 ,而 


在 一 般 的 非 线性 坐标 变换 下 , 因 22-F 关 0, 帮 28“ 并 不 是 2 阶 混合 张 量 , 即 矢量 


分 量 对 坐标 求 偏 导数 并 不 能 保证 张 量 运算 的 封闭 性 ,这 正 是 张 量 分 析 的 复杂 性 之 

所 在 。 产 生 这 一 困难 的 根源 是 因为 对 一 般 的 曲线 坐标 ,其 基 矢量 在 空间 中 并 非 是 

常 矢量 而 是 随 点 的 位 置 而 变化 的 , 即 基 矢 量 是 坐标 的 函数 ,于 是 也 就 导致 了 张 量 分 

量 对 坐标 的 偏 导 数 并 不 是 张 量 的 结论 。 这 一 点 也 可 由 下 式 来 说 明 ， 
aa 9 9ei 


如 = 地 (alei)= ge, +a' 3 (1.10.4) 
坐标 变换 下 ,a 为 零 次 变异 量 , 故 39 为 1 次 协 变量 ,而 ei 为 1 次 协 变量 ,因此 如 果 


32e; = 0( 基 和 为 常 矢量 ), 则 对 (1. 10. 4) 式 应 用 商法 则 即 可 推出 327 为 1 次 闻 变 1 次 


ax! 
协 变 的 2 阶 混合 张 量 的 结论 。 但 因为 事实 上 32} 交 0, 故 我 们 得 不 出 327 为 2 阶 张 量 
的 结论 。 


为 了 克服 这 一 困难 ,我 们 将 力图 给 32; 加 上 某 些 附加 项 以 保证 其 和 具有 张 量 的 


特性 ,而 这 些 附 加 项 将 从 2 台中 产生 ,这 就 是 我 们 引信 协 变 导数 概念 的 思想 。 


oax! 
1.10.3” 张 量 的 协 变 导 数 


我 们 仍 以 矢量 为 例 ,并 从 式 (1.10.4) 出 发 。 将 矢量 58 在 ex 上 进行 逆 变 分 解 ， 
以 态 记 其 分 解 系数 , 即 记 


3 = res (1.10.5a) 
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ry = 9 .et (1.10.5b) 


我 们 称 为 第 二 类 克里斯托弗 记号 (Christoffel symbol) ,简称 第 二 类 克 氏 记号 ， 
显然 它 是 矢量 2 的 道 变 分 量 。 将 (1.10.5a) 式 代入 (1.10.4) 式 中 ,并 对 第 二 项 进 


行 适当 换 标 , 有 
努 = gee, + ae = 32e， + atThe: = (927 + or jei 
(1.10.6a) 
记 
al = 沾 + ak (1.10.7) 
则 (1.10.6a) 式 可 写 为 
8=a|pe (1.10.6b) 
在 坐标 变换 之 下 ,324 和 e; 都 为 1 次 协 变量 , 故 对 (1.10.6b) 式 应 用 商法 则 ,可 得 出 


gx! 
结论 :(1.10.7) 式 所 定义 的 量 a!|, 必 是 1 次 逆 变 1 次 协 变 的 2 阶 混合 张 量 ,我 们 
将 之 称 为 矢量 逆 变 分 量 ai 的 协 变 导 数 (covariant derivative) 。 


用 类 似 的 方法 可 以 引入 协 变 矢量 ai 的 协 变 导 数 ,我 们 可 从 关系 
ga _ 9 EL 


= ae) = Seje! + a 7 (1.10.8) 
出 发 ,将 
9 (et ne 
axi‘e “ex:) = rt=0 
之 左 端 分 为 2 项 ,并 利用 式 (1.10.5b) ,可 得 
i 
er =— TY (1.10.9b) 
故 有 
9e' -_ pier 
Fr A ie (1.10.9a) 
将 (1.10.9a) 式 代 人 (1.10.8) 式 ,并 对 第 二 项 进行 适当 换 标 ,可 有 
中 = Saje' — aiThe* = 32e: 一 ak 和 e: 
如 记 


。，58 。 


DGJTOOGO 第 1 章 张 量 知识 基础 


aai 
ail; = Edd 一 ak (1.10.10) 
则 有 
如 = ailuiei (1.10.11a) 


由 于 35 和 e’ 在 坐标 变换 之 下 分 别 满足 1 次 协 变 和 1 次 逆 变 规则 ,对 (1.10. 11a) 


式 应 用 商法 则 , 则 可 知 (1.10.10) 式 所 定义 的 量 ai |; 必 为 2 阶 协 变 张 量 , 称 之 为 矢 
量 a 的 协 变 分 量 a; 的 协 变 导数 。 
将 e:= exga 代 入 (1.10.11a) 式 并 进行 适当 换 标 ,有 


中 = ail grer = atligee， ” GL.10.llb) 
对 比 (1.10.11b) 式 和 (1.10.6b) 式 ,并 注意 e; 的 线性 无 关 性 ,有 


a'lj; = g*axlj (1.10.12) 
(1.10.12) 式 说 明 :ai|; 和 a'|) 可 以 通过 由 度量 张 量 对 非 求 导 指标 上 升 指标 
(或 下 降 指 标 ) 而 相互 转换 ,它们 确 是 同一 个 2 阶 张 量 的 不 同 分 量 , 统 称 为 矢量 a 的 
协 变 导 数 ,并 称 此 2 阶 张 量 为 矢量 a 的 梯度 张 量 。 
用 类 似 的 方法 可 以 建立 高 阶 张 量 的 协 变 导 数 。 以 2 阶 张 量 T 的 混合 分 量 7 
的 协 变 导数 为 例 ,利用 (1.10. 5a) 式 和 (1.10.9a) 式 并 对 相应 项 进行 适当 的 换 标 ,我 
们 有 


aT 
ax* 


操 


= Fr Tieie!) = Siee! + Ti) Siei + Te 和 


[后 
三 Stee! + TiThere! — TijeiThe' = ee + TiTiheie’ -Timkeie) 
定义 量 
3 


了 = 了 这 TO 一 TO (1.10.13) 


则 有 


3 = Tiee! (1.10.14) 


由 于 在 坐标 变换 之 下 3235、ei、e! 分 别 满足 1 次 协 变 、1 次 协 变 、1 次 逆 变 规则 ,对 


(1.10.14) 式 应 用 商法 则 , 则 可 知 (1.10.13) 式 所 定义 的 量 75 |. 必 为 1 次 逆 变 2 
次 协 变 的 3 阶 混合 张 量 , 称 之 为 T'; 的 协 变 导 数 。 
对 更 高 阶 的 张 量 我 们 不 再 举例 ,但 是 我 们 可 以 很 容易 地 总 结 出 前 面 各 例 的 规 
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律 而 给 出 张 量 协 变 导数 的 如 下 定义 和 求法 : 

张 量 分 量 的 协 变 导数 是 一 个 比 原 张 量 分 量 协 变 次 数 高 1 阶 的 新 张 量 , 它 的 分 
量 除了 原 张 量 分 量 对 坐标 的 偏 导 数 项 以 外 ,以 如 下 方式 增添 了 一 些 附加 项 :加 上 一 
些 由 原 张 量 每 一 逆 变 指标 和 第 二 类 克 氏 记号 相 乘 并 缩 并 求 和 的 项 , 减 去 一 些 由 原 
张 量 每 一 协 变 指 标 和 第 二 类 克 氏 记号 相 乘 并 缩 并 求 和 的 项 ,而 每 一 项 的 微分 指标 
总 位 于 克 氏 记号 的 右 下 方 ,同时 克 氏 记号 的 另 一 指标 是 由 原 张 量 分 量 中 的 求 和 指 
标 置换 出 的 指标 。 


1.10.4 张 量 的 逆 变 导数 


前 面 我 们 讲 了 张 量 分 量 的 协 变 导 数 是 一 个 协 变 次 数 比 原 张 量 分 量 协 变 次 数 高 
1 阶 的 新 张 量 ,同时 , 张 量 不 同 分 量 的 协 变 导数 可 以 通过 对 其 非 求 导 指 标 提升 和 下 
降 指 标 而 相互 转换 。 如 果 我 们 对 张 量 的 协 变 导数 通过 和 度量 张 量 8 相 乘 而 提升 
其 求 导 指标 , 即 可 得 到 张 量 的 逆 变 导 数 。 

以 矢量 vy 和 2 阶 张 量 T 为 例 , 可 以 定义 其 逆 变 导数 如 下 : 
蚁 = vili= vl, TB 

(1.10.15) 

显然 , 张 量 分 量 的 逆 变 导数 是 一 个 比 原 张 量 分 量 逆 变 次 数 高 1 阶 的 新 张 量 。 
但 我 们 强调 指出 : 张 量 的 逆 变 导数 是 由 其 协 变 导数 派生 出 来 的 , 故 后 者 具有 更 基本 
的 意义 。 张 量 的 协 变 导 数 和 逆 变 导数 统称 为 张 量 的 张 量 导数 或 绝对 导数 ,或 者 称 
为 原 张 量 的 梯度 张 量 。 张 量 的 张 量 导数 是 笛 卡 尔 坐标 中 张 量 对 坐标 偏 导数 在 曲线 
坐标 中 张 量 求 导 的 推广 , 它 的 意义 在 于 求 导 的 结果 仍然 保持 了 张 量 导数 的 张 量 特 
性 , 即 张 量 运算 的 封闭 性 。 


1.10.5 克里斯托弗 记号 的 求法 和 性 质 


1. 以 其 定义 通过 笛 卡 尔 坐标 求 之 
因为 


所 以 
Bei 92zm xt 
axi axiaxi3zm « 


将 此 式 与 (1.10.5a) 式 对 比 并 根据 e 的 线性 无 关 性 ,可 得 
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eb 
r= 疙 (1.10.16) 
由 (1.10.16) 式 和 2 阶 混合 偏 导数 的 可 交换 性 ,显然 而 有 如 下 的 对 称 特性 : 
= (1.10.17) 
2. 通过 度量 张 量 求 之 
将 gn =e;* el 对 xx 求 偏 导数 ,并 利用 式 (1.10.5b), 易 得 
3 = gm + SmT (1.10.18a) 
对 (1.10.18a) 式 的 j、1、k 进行 圆 轮转 换 ,可 得 类 似 式 子 : 
DBs = gmrg + Sum (1.10.18b) 
3 = gl + gm (1.10.18c) 


(1.10.18) 式 的 前 二 式 相 加 并 减 去 其 第 三 式 ,并 利用 g 的 对 称 性 和 的 对 称 性 
(1.10.17) 式 ,可 得 
28mF2 = S84 + 3 3 (1.10.19) 
(1.10.19) 式 两 端 同 乘 以 8" 并 注意 8"8m = 6 , 即 有 
rh = Pe" [84 + 384 -S84 |]= gerav (1.10.20a) 
其 中 
Pa = 去 [3 + 向 约 ] (1.10.20b) 
称 为 第 一 类 克 氏 记号 ,显然 它 对 其 前 二 指标 也 是 对 称 的 : 
Th = Ty (1.10.21) 
式 (1.10.20) 给 出 了 以 度量 张 量 求 克 氏 记号 的 方法 。 这 种 求法 相对 于 第 一 种 
求法 的 优点 是 它 并 不 依赖 于 空间 是 否 存在 着 笛 卡 尔 坐标 系 ,而 总 是 适用 的 。 由 于 
度量 张 量 g 是 空间 的 性 质 , 故 克 氏 记号 也 是 空间 的 性 质 。 但 是 ,我 们 强调 指出 : 尽 
管 克 氏 记号 在 形式 上 是 3 阶 系统 , 且 两 类 克 氏 记号 也 可 通过 度量 张 量 升降 指标 而 
互相 转换 ,但 是 它们 都 并 非 是 3 阶 张 量 。 由 第 一 类 克 氏 记号 的 定义 (1.10.5b) 式 、 
复合 函数 求 导 的 链 锁 法 则 以 及 协 变 基 和 逆 变 基 矢 量 的 坐标 变换 规则 ,我 们 不 难 推 
出 第 一 类 克 氏 记号 在 坐标 变换 下 的 变换 规则 如 下 (读者 可 作为 练习 证 明之 ) : 
xl axm OE, Kk rx a 


Ts = 2 EE + 2 
和 F977 dxrl hm + axT3513 下 
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可 见 , 它 并 不 满足 3 阶 张 量 的 变换 规则 。 只 有 在 笛 卡尔 系 到 笛 卡 尔 系 的 坐标 变换 
之 下 ,由 于 变换 为 线性 变换 -< = 0, 它 才 满足 3 阶 张 量 的 变换 规则 ,而 在 笛 卡 尔 


2 天 
系 中 gy = 65，, 故 由 (1.10.20) 式 显然 可 见 Tk =0, Tk,1 =0, 也 就 没有 必要 引入 克 氏 
记号 了 。 这 样 我 们 就 回 到 笛 卡 尔 张 量 分 析 的 运算 了 。 


1.10.6 度量 张 量 的 协 变 导 数 


由 (1.10.18a) 式 移 项 ,并 根据 协 变 导数 的 定义 ,我 们 可 得 
gil =0 (1.10.23) 
即 度量 张 量 的 协 变 导数 为 0。 用 几何 的 语言 来 表达 , 即 对 于 张 量 导 数 的 运算 而 言 ， 
空间 各 处 的 度量 或 “尺度 ”是 均匀 的 , 故 当 我 们 求 某 量 的 协 变 导 数 时 , 可 以 将 度量 张 
量 因子 作为 常量 而 看 待 。 


1.10.7 张 量 的 高 阶 张 量 导数 


既然 张 量 的 张 量 导数 ( 协 变 导数 或 逆 变 导数 ) 是 比 原 张 量 阶 数 高 1 阶 的 新 张 
量 ,所 以 我 们 可 以 对 它们 再 求 张 量 导数 而 得 到 1 个 阶 数 又 高 1 阶 的 新 的 张 量 , 称 其 
为 原 张 量 的 2 阶 张 量 导 数 , 依 此 类 推 可 得 张 量 的 更 高 阶 导数 。 我 们 以 矢量 "的 2 
阶 协 变 导 数 为 例 来 加 以 说 明 。v 的 协 变 分 量 w 的 2 阶 协 变 导 数 w | 定义 为 其 1 
阶 协 变 导 数 vi |; 的 协 变 导数 , 即 


误 | 庆 告 X《Vi] ji 二 Ph vl rs —viliTh (1.10.24) 


将 
av 加 _ 9y _ ay 
vil) = Fx vn? ， vil) = Fe ynF9， vil = 3 yn 
代入 (1.10.24) 式 ,可 得 
azv By A avi 9_ pm pm m 
wy 
适当 换 标 ,有 
= PV _aymrm _ aymrm _ ayirm 9 _Jm me mm 
Wl jx axtly ax Te ax"li— vn [eT? -Tr? rhr? ] 
(1.10.25a) 
同 理 有 
= PV _ OVnpw _ aymrw avirn 9_ pm me 本 
Vily = Pry | 


(1.10.25b) 
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(1.10.25) 式 的 两 式 相 减 ,并 利用 克 氏 记号 的 对 称 性 ,可 得 
Vi 一 Vis = vaR'y (1.10.26) 
其 中 


Rh = TR -TY + OTE — Tar, (1.10.27) 


Xi 

将 商法 则 应 用 于 式 (1.10.26), 由 于 其 左 端的 量 vi | -vi1w 在 坐标 变换 之 下 
满足 3 次 协 变 规则 ,其 右 端的 因子 v 满足 1 次 协 变 规则 , 故 可 以 得 出 结论 :其 右边 
的 另 一 因子 即 式 (1.10.27) 所 定义 的 量 Rh 在 坐标 变换 之 下 必 满 足 1 次 逆 变 3 次 
协 变 的 规则 , 即 R%% 是 某 一 个 4 阶 张 量 R 的 1 次 逆 变 3 次 协 变 的 混合 分 量 , 我 们 
称 此 张 量 R 为 空间 的 黎 曼 -克里斯托弗 张 量 (Riemann-Christoffel tensor) ,或 曲 
率 张 量 (curvature tensor)。 由 于 克 氏 记号 是 空间 的 性 质 ,所 以 曲率 张 量 R 也 是 空 
间 的 某 种 性 质 ,进一步 的 研究 表明 它 是 和 空间 在 某 一 点 的 高 斯 曲率 有 关 的 , 故 称 为 
空间 的 曲率 张 量 。 如 果 在 我 们 所 讨论 的 空间 中 存在 着 直角 笛 卡 尔 坐标 系 的 话 , 则 
在 此 坐标 系 中 我 们 有 gj = 9， 由 式 (1. 10. 20a) ,我们 有 T= 0, 于 是 由 式 
(1.10.27) ,我 们 将 有 R=0。 但 由 于 R 是 张 量 , 由 张 量 分 量变 换 规 则 的 齐 次 性 ， 
可 知 在 任何 坐标 系 中 此 张 量 也 都 是 零 张 量 , 即 R = 0, 所 以 存在 着 直角 笛 卡 尔 坐 标 
系 的 空间 是 曲率 张 量 为 0 的 平 直 空 间 , 我 们 称 此 种 空间 为 欧 几 里 德 (Euclid) 空 间 ， 
而 曲率 张 量 不 为 0 的 弯曲 的 非 平 直 空间 称 为 非 欧 几 里 德 空间 。 直 线 . 平 面 .三 维 几 
何 空间 ,以 伽利略 变换 为 基础 的 时 空 四 维 空间 分 别 是 一 维 、 二 维 、 三 维 ` 四 维 的 欧 几 
里 德 空间 ,有 曲率 的 曲线 .有 曲率 的 曲面 \ 以 洛 仑 兹 变换 为 基础 的 时 空 四 维 空间 分 
别 是 一 维 、 二 维 、 四 维 的 非 欧 几 里 德 空间 。 最 重要 的 非 欧 几 里 德 空 间 是 “有 曲率 而 
无 扭 率 ” 的 黎 曼 (Riemann) 空 间 , 在 壳 体 理论 和 边界 层 理论 中 有 重要 的 应 用 ,但 在 
本 书 中 我 们 将 主要 讨论 欧 几 里 德 空间 ,而 不 讨论 黎 曼 空间 。 

在 欧 几 里 德 空间 中 ,由 于 R% =0, 所 以 由 式 (1.10.26), 显 然 我 们 有 

vila = vily (1.10.28) 

即 在 Euclid 空间 中 , 张 量 的 2 阶 协 变 导 数 是 可 以 交换 求 导 次 序 的 。 而 在 弯曲 的 黎 
曼 空间 中 , 张 量 的 2 阶 协 变 导 数 一 般 是 不 可 以 交换 求 导 次 序 的 。 
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1.11 梯度 算 子 V , 张 量 的 梯度 . 散 度 和 旋 度 


1.11.1 梯度 算 子 Y 


在 笛 卡 尔 张 量 分 析 中 ,人 们 曾 引入 梯度 算 子 V : 


= 11 9 
v= i (1.11.1) 


它 具 有 矢量 和 求 导 的 双重 含义 , 即 V 为 一 矢量 ,其 笠 卡 尔 分 量 为 327。 由 于 张 量 的 
协 变 导 数 和 逆 变 导数 是 张 量 在 直角 笛 卡 尔 坐标 系 中 对 坐标 偏 导数 的 推广 ,而 且 可 
以 保持 其 张 量 特性 ,所 以 我 们 可 以 将 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 中 的 公式 (1.11.1) 式 推广 
到 一 般 的 曲线 坐标 中 而 写 出 : 

V= evi= ev (1.11.2) 
其 中 Y ;和 VvV :分 别称 为 协 变 微分 算 子 和 逆 变 微分 算 子 ,可 以 将 它们 分 别 视 为 梯度 算 
子 Y 的 协 变 分量 和 逆 变 分 量 。 协 变 算 子 Y ,的 表达 式 为 

Yi= 泊 + 了 (1.11.3) 
其 中 IT 是 含有 一 个 求 导 下 标 i 的 第 二 类 克 氏 记号 ,而 》) P, 是 与 被 求 导 量 的 各 变 


异 指标 对 应 的 全 部 附加 项 之 和 ,对 应 被 求 导 量 的 每 一 逆 变 指标 加 上 3 项 之 和 ,对 应 
被 求 导 量 每 一 协 变 指标 减 去 3 项 之 和 ,其 方法 见 协 变 导 数 的 求法 和 说 明 。 当 被 求 导 


量 不 含 指标 时 附加 项 则 为 0,9, 即 与 总 - 重合 了 ,而 式 (1.11.2) 中 的 V' 称 为 逆 变 算 


子 , 它 是 由 协 变 算 子 Y ;与 度量 张 量 g” 相 乘 提升 指标 而 派生 出 来 的 , 即 

Vi= VBE = gI vj (1.11.9) 
由 于 逆 变 算 子 V ' 是 由 协 变 算 子 V ,派生 出 来 的 ,所 以 以 后 我 们 将 以 协 变 算 子 为 主 来 
进行 叙述 。 按 照 我 们 的 记 法 约定 , 当 被 求 导 的 量 没有 显 含 的 指标 时 , 协 变 算 子 和 逆 


变 算 子 作用 于 任何 被 求 导 量 ,也 便 与 对 该 量 求 偏 导 数 等 同 了 ,如 Vv ;p= 各,V ia = 
9 -93T 
总 ,VT= jr 等 等 。 
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按照 我 们 现在 的 记 法 ,1.10 节 中 的 式 (1.10.5a) 和 式 (1.10.9a) 可 以 分 别 写 为 
e119) = je =0, egji=Vie=0 (i=1,2,3;j =1,2,3) 
(1.11.5) 
其 中 的 “9 ”和 “8 ”分别 表示 对 左边 和 右边 的 量 求 导 。 由 于 8y = e;* ej, 故 我 们 显 
然 又 有 
8 = Sui = 8 =0 (i=1,2,3;j = 1,2,3; k = 1,2,3) 
(1.11.6a) 
对 87、8; 可 以 写 出 与 式 (1. 11. 6a) 类 似 的 式 子 。 同 样 ,置换 张 量 的 协 变 导数 也 为 
0, 即 
et 局 = 六 je 站 =0, em V， = Ven =0 
(i= 1,2,3; j = 1,2,3; k = 1,2,3;1 = 1,2,3) (1.11.6b) 
由 式 (1.11.5) 和 式 (1.11.6) 我 们 可 以 看 到 ; 当 协 变 算 子 ( 或 道 变 算 子 ) 与 基 矢 
量 、 度 量 张 量 或 置换 张 量 相 乘 时 其 结果 都 为 0, 因 此 以 协 变 算 子 (或 逆 变 算 子 ) 进 行 
运算 时 ,可 以 将 曲线 坐标 中 的 基 矢 量 、 度 量 张 量 和 置换 张 量 作为 常量 而 看 待 ,就 像 
在 直角 笛 卡 尔 坐标 中 求 偏 导 时 将 笛 卡 尔 么 正 基 作 为 常 矢量 看 待 一 样 。 


1.11.2 张 量 的 梯度 (gradient) 


张 量 的 梯度 定义 为 该 张 量 与 梯度 算 子 Y 的 外 积 ,是 一 个 比 原 张 量 高 1 阶 的 新 
张 量 。 
标量 9 的 梯度 记 为 grad9 ,为 一 矢量 , 即 


gradp = pv = pvie! 到 ae 


=99=e vp= eg (1.11.7a) 


车 以 s 表示 某 方向 的 弧 长 ,以 *= 和 表示 dr = dx'e 方向 的 单位 矢量 , 则 其 逆 
变 分 量 为 w = 昱 ,而 在 -一点 处 沿 s 的 方向 导数 将 为 
dd - gyist = (pT) »*s= (gradp).s (1.11.7b) 


这 就 是 说 “标量 9 沿 任意 方向 的 方向 导数 等 于 其 梯度 矢量 在 该 方向 的 正 交 投影 ”， 
所 以 梯度 方向 是 ? 变化 最 快 的 方向 ,9 在 梯度 方向 的 方向 导数 恰 等 于 梯度 矢量 之 
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模 。 这 是 大 家 在 高 等 数学 场 论 中 所 熟知 的 ,只 不 过 我 们 是 用 曲线 坐标 中 的 形式 通 
过 s 的 逆 变 分 量 和 梯度 矢量 的 协 变 分 量 相 乘 并 约定 求 和 的 形式 将 之 表达 出 来 了 。 
矢量 ， 的 梯度 记 为 grady, 为 一 2 阶 张 量 ,通常 取 为 右 梯度 vy 了 , 即 
gradyv = vy = vjeie! = vi'l|jewe’ 
= vi vjeie! = vl|jeiel (1.11.8a) 
当然 也 可 把 矢量 v 的 梯度 定义 为 左 梯度 Vv, 即 
Vv=7 ivieiei = vi |jeie; 
= Vjviele' = vil|jele! (1.11.8b) 
显然 (1.11.8a) 式 和 (1.11.8b) 式 所 定义 的 v 的 梯度 是 不 相同 的 ,它们 互 为 转 置 , 即 
Vvw= ("Y)T, 故 对 任意 的 矢量 ,我 们 都 有 
a.m=(C).a (1.11.8c) 
2 阶 张 量 T 的 梯度 记 为 gradT ,为 一 3 阶 张 量 , 通 常 取 为 右 梯度 也, 即 
gradT = TY = TY Tieieje* = Ti Vieieler = Ty vie'ele = Ti Tie'ejer 
(1.11.9a) 
当然 也 可 把 2 阶 张 量 的 梯度 定义 为 左 梯度 T, 即 
vyT= VTietee) = VTiererel = 六 ATueteiei = V .Tereie, 
(1.11.9b) 


显然 (1.11.9a) 式 和 (1.11.9b) 式 所 定义 的 T 的 梯度 是 不 同 的 。 但 对 任意 的 矢量 
a ,我们 都 有 
(TY).a=a.(7T) (1.11.9c) 
对 任意 高 阶 张 量 的 梯度 可 类 似 定义 ,而 且 类 似 于 式 (1.11.7b) ,我 们 也 有 
dA _ 934 dx' _ 


de 4VS = (AV).s= (gradA).s (1.11.9d) 


1.11.3 张 量 的 散 度 (divergence) 


张 量 的 散 度 定义 为 该 张 量 与 梯度 算 子 V 的 点 积 , 是 一 个 比 原 张 量 低 1 阶 的 新 
张 量 。 
矢量 v 的 散 度 记 为 divy, 为 一 标量 , 即 
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divy = ye = 了 六， = WW| 
= .v= Tv = oil (1.11.10) 
2 阶 张 量 的 散 度 记 为 divT, 为 一 矢量 ,通常 取 为 右 散 度 了。 了 , 即 
dvT=T.7 = TiVe= TY (1.11.11a) 
当然 也 可 把 矢量 T 的 散 度 取 为 左 散 度 Y_ 。T, 即 
y .T=9Tie, = Tie! (1.11.11b) 
显然 (1.11.11a) 式 和 (1.11.11b) 式 所 定义 的 T 的 散 度 是 不 同 的 ,但 我 们 有 
了 .T=Tr.5，.Tr=T.Y (1.11.11c) 


1.11.4 张 量 的 旋 度 (rotation) 


张 量 的 旋 度 定义 为 该 张 量 与 梯度 算 子 Y 的 叉 积 ,是 一 个 与 原 张 量 同 阶 的 新 
张 量 。 


矢量 ， 的 旋 度 记 为 roty, 为 一 矢量 ,通常 取 为 左旋 度 了 5 x w, 即 


roty=VXy= ex DT ivex (1.11.12a) 
当然 也 可 以 将 v 的 旋 度 取 为 右 旋 度 »X 了 , 则 显然 有 
VxXT =-Vxvr (1.11.12b) 


对 矢量 的 旋 度 ,我 们 通常 取 左旋 度 , 这 是 因为 在 直角 笛 卡 尔 坐标 系 中 , 式 
(1.11.12a) 所 给 出 的 结果 恰恰 是 与 高 等 数学 中 大 家 所 见 到 的 形式 是 一 致 的 。 


2 阶 张 量 T 的 旋 度 记 为 rotT, 为 2 阶 张 量 ,通常 取 为 左旋 度 x T, 即 
| rotT = XT= 9 xTele: = Treee! (1.11.13a) 
如 将 2 阶 张 量 T 的 旋 度 取 为 右 旋 度 TX 了 , 则 有 
TXxY = Tye'el x Tier = Ty Vreieme, = Ty VieMeie, 
(1.11.13b) 
如 分 别 记 D= 了 XxX 工 和 C= TX 也 , 则 由 于 D4 = 了 Tie 委 ,Ci! = Ty 了 we 入 , 则 显 
然 我 们 有 
(FxTT=- TxD (1.11.13c) 
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1.11.5 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplace operator) 
拉 普 拉 斯 算 子 (Laplace operator) 人 A 定义 为 ”。*V , 即 
A=V.V=gIViV)= viv) (1.11.14) 
它 是 一 个 求 2 阶 导数 的 标量 算 子 ,我 们 可 以 把 它 与 任意 阶 的 张 量 相 乘 而 进行 
相应 的 2 阶 求 导 的 运算 。 


1.12 常用 的 积分 定理 


为 了 简洁 和 易于 理解 ,本 节 将 以 直角 笛 卡 尔 坐 标 为 基础 简单 导出 几 个 常用 的 
积分 定理 ,根据 张 量 运算 的 坐标 普 适 性 和 不 变性 原则 ,这 些 积分 定理 在 任何 曲线 坐 
标 系 中 都 是 成 立 的 ,只 需 将 其 中 对 笛 卡 尔 坐标 的 偏 导 数 改 为 曲线 坐标 系 中 的 协 变 
导数 即 可 。 


1.12.1 高 斯 {Gauss) 定 理 
考虑 由 有 限 个 光滑 曲面 组 成 的 外 表面 为 8 的 任意 一 个 体积 V 上 的 如 下 体 
积分 : 
[总 av = 和 加 dzdz?dz (1.12.1) 
于 Vv 
其 中 pCz',z?,z?) 是 任意 连续 可 微 的 场 函数 .将 V 分 割 为 无 穷 多 个 轴线 平行 于 z? 
轴 的 小 柱 体 Vi, 如 图 1.12 所 示 , V = 2) Vi, 则 有 
[加 av = 卫 | 器 dy， (1.12.2) 
Vv 六 
若 再 将 Vi; 分 为 一 系列 底面 平行 于 平面 z!z? 、 高 度 为 dz? 的 小 薄饼 ( 见 图 1.12), 则 
dVi=dz?do, 于 是 有 ~ 


99 v= apddzs-df” apdzs 
] 器 av | 器 dodz dz. 加 dz 


= do[98(z") -9(z)]=do(9” -9…) (1.12.3) 
其 中 ,z* 和 z” 表示 V; 和 曲面 $ 所 交 的 上 、 下 微 面积 dS 、dS** 处 的 坐标 ,dc 为 
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柱 体 Vi 投影 到 平面 z1z? 上 的 面积 。 
车 以 n= niii 代表 曲面 5 的 单位 外 法 矢量 , 则 显然 有 
do =dS 有 =- dS ni 
故 (1.12.3) 式 可 写 为 


1 器 sy = 9 d8 + ni ds” 


DZz3 
由 (1.12.5) 式 和 (1. 12. 2) 式 ,有 
ap yy 
[58sr = 中 was 
类 似 地 ,我 们 可 得 
g So 
[Sar =$omas (i = 1,2,3) 
或 推广 到 一 般 曲线 坐标 中 ,我 们 有 
feiav =$onds Ci= 1,2,3) 
Vv 5 
把 式 (1.12.8) 两 边 与 e: 相 乘 并 相 加 ,可 得 
lrvav= $mds 


(1.12.4) 


(1.12.5) 


(1.12.6) 


(1.12.7) 


(1.12.8) 


(1.12.9) 


这 个 推导 过 程 是 与 9 是 标量 、 矢量 还 是 张 量 无 关 的 。 例如 , 当 我 们 在 上 式 中 


取 8= vi 时 ,可 得 
[way= $vinids (1.12.10) 
¥ 第 

或 表示 为 
rrav=frnds .12.1D 
v 5 

当 9 取 为 任意 阶 张 量 T 时 ,可 有 
[rwar = 中 mds (1.12.12) 
8 

这 可 以 视 为 高 斯 定理 的 一 般 形式 , 它 表 

明 : 任 意 张 量 的 梯度 了 在 体积 Y 上 的 


莫 


体积 分 等 于 该 张 量 与 Y 的 表面 积 5 之 docaadz 
单位 外 法 矢量 n 的 外 积 Tn 在 5 上 的 面 加 


积分 。 显 然 , 当 将 (1.12.12) 式 中 的 右 梯 
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度 工 吕 改 为 左 梯度 工时 ,了 与 m 的 右 外 积 Tn 则 需 改 为 了 与 mn 的 左 外 积 nT。 
车 将 (1.12.10) 式 进行 一 次 缩 并 ,可 得 


[iwar = p+ av = nds (1.12.13) 


该 式 即 为 高 等 数学 中 常见 的 高 斯 (Gauss) 定 
理 。 当 "表示 介质 的 质点 速度 时 ,(1.12.13) 
式 的 含义 为 :通过 表面 S 的 介质 体积 发 散 率 
v 等 于 介质 速度 散 度 的 体积 分 ( 见 图 1.13)。 当 
取 VV 为 一 个 包含 某 点 4 的 无 限 小 体积 并 对 
(1.12.13) 式 利用 中 值 定理 时 ,有 


(divav = 中 nds (1.12.14) 


5 
图 1.13 由 此 可 得 到 矢量 v 散 度 的 物理 定义 如 下 : 
divy = 如 训 ， “ndSs (1.12.15) 


即 场 内 一 点 处 的 divv 表示 矢量 v 通过 包围 该 点 的 体积 V 向 外 的 单位 体积 (极限 意 
义 下 ) 的 发 散 量 。 式 (1.12.15) 中 的 v 改 为 任意 阶 的 张 量 时 , 即 得 到 该 张 量 散 度 的 
物理 定义 。 

式 (1.12.8) 一 式 (1.12.13) 各 式 都 可 称 为 高 斯 定理 ,推广 到 一 般 曲线 坐标 中 ， 
只 需 将 9 、V )、nj 分 别 理解 为 梯度 算 子 、 协 变 算 子 、n 的 协 变 分 量 即 可 。 而 式 
(1.12.9) , 式 (1.12.11). 式 (1.12.12) 则 是 高 斯 定理 的 张 量 直接 记 法 ,其 中 的 乘积 
都 是 外 积 。 


1.12.2 广义 高 斯 定理 


广义 高 斯 定理 设 L(V ) 为 一 个 Y 的 线性 算 子 , 即 对 任意 的 数量 因子 4、K( 包 
括 微分 算 子 ) 和 矢量 a、b, 都 有 
La+1b) = ML(a) + pL(b) (1.12.16) 


则 有 
[ivav = $rowas (1.12.17) 
¥ 5 
证 明 
fiwav= fv edav = [viedav 
, + + 
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= 和 Ledds = 和 (nie ds = 所 (as (1.12.18) 
人 


证 毕 。 

但 我 们 要 注意 :因为 定理 中 数量 因子 + 和 4 可 以 是 微分 算 子 ,而 两 个 量 乘积 的 
微分 等 于 两 项 之 和 , 故 当 体积 分 中 只 有 一 个 因子 求 导 和 两 个 因子 的 乘积 求 导 时 结 
果 将 是 不 同 的 , 即 


[omsar = 和 mas 
mray = [om -fy9]ds= ends > [3 gdV 


以 上 各 式 中 虽然 我 们 写 的 都 是 了 ,但 显然 改 为 5 时 也 是 一 样 的 ,只 需 保持 n 在 相应 
的 位 置 即 可 。 


1.12.3 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 


取 L(V)=V Xv, 则 广义 高 斯 定理 给 出 一 个 结果 : 
[vx vaV = fn x vds (1.12.20) 


Vv 二 
将 式 (1.12.20) 应 用 到 如 图 1. 14 所 示 的 高 为 h 的 微薄 圆 盘 ,并 与 圆 盘 上 表面 的 单 
位 法 矢量 ni 点 积 , 则 有 
hm- .(Yx ydy = 和 .Cax yd = 中 Cn x mds (1.12.21) 


其 中 包括 上 、 下 表面 和 便 表面。 注意 到 上 表面 和 下 
表面 的 单位 法 向 矢量 分 别 为 m 和 一 ni, 故 沿 上 、 下 
表面 有 ma Xx n=0; 侧 面 的 单位 法 矢 为 nz, 有 ma Xn 
= 7, 恰 为 沿 侧面 环线 C 的 单位 切 矢量 ,并 与 ni1、n2 
成 右手 系 ,如 图 1.14。 故 (1.12.21) 式 右 端 为 


Pm mas = 中 :ad = 起 -al 


(1.12.22) 
又 有 midyY = nihde = hde (de 为 上 表面 的 面积 矢 
量 ), 故 (1.12.21) 式 左 端 为 


[vxwemav= |x. de 4.12.23) 
Vv o 


(1.12.19) 
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将 (1.12.22) 式 和 (1.12.23) 式 代入 (1.12.21) 式 ,可 得 
box was = dl 01.12.24) 
C 


(1.12.24) 式 就 是 平面 闭 曲线 C 条 件 下 的 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 。 对 任意 的 闭 曲 
线 C, 设 5 是 以 其 为 周 线 的 曲面 ,其 中 C 与 8 的 外 法 向 成 右手 系 , 则 容易 证 明 斯 托 
克 斯 定理 也 是 成 立 的 , 即 


[vxw .as= |row.as= jos = 中 .dl (1.12.25) 


s 5 

其 中 dS = ndS 为 面积 矢量 。 这 是 因为 : 当 将 5 
分 为 许多 微 面积 dS; 时 , 沿 每 两 个 相 邻 的 微 面积 
dS 和 dS 的 公共 边界 上 的 线 积分 因 其 方向 相 
反而 相互 抵消 了 ( 见 图 1.15)。 

将 第 二 型 曲面 积分 和 第 二 型 曲线 积分 相 联 
系 的 公式 (1.12.25) 式 , 即 是 斯 托 克 斯 定理 的 一 
般 形式 。 当 " 是 介质 质点 速度 时 , 它 的 物理 意义 
是 :速度 的 旋 度 沿 曲面 $ 的 发 散 量 等 于 介质 沿 8 
的 环线 C 的 环流 量 。 由 此 可 给 出 旋 度 roty 的 物 
理 定义 如 下 : 


a 
Croty), = 四 圳 dl (1.12.26) 


其 中 与 闭 曲 线 C 成 右手 系 。(1.12.26) 式 说 明 :(roty)。 等 于 该 点 处 速度 v 沿 与 
n 垂直 的 微 面积 5 的 周 环线 C 每 单位 面积 上 的 环流 量 (极限 意义 下 ) 。 


1.12.4 位 势 定理 
1. 无 旋 矢 量 的 标量 势 
定义 ” 若 对 矢量 场 y, 存 在 一 个 标量 场 ,使 得 处 处 有 
Vvp=， CL: 12:27) 
则 称 "存在 标量 势 9 。 


定理 一 ”矢量 场 "无 旋 的 充 要 条 件 是 它 存在 标量 势 9 。 
证 明 先 证 充分 性 。 设 vy 存在 标量 势 9, 即 VP =v, 则 显然 有 
roty=VxXv=Vx(vp)=0 (1.12.28) 
这 说 明 : 存 在 标量 势 9 的 矢量 v 必然 是 无 旋 的 ,充分 性 证 毕 。 
再 证 必要 性 。 设 "无 旋 , 即 处 处 有 
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roty =Vxy=0 (1.12.29) 
则 由 斯 托 克 斯 定理 ,对 空间 中 任何 一 条 闭合 曲线 C ,都 有 
oral=| xn.as=J0.ds=0 (1.12.30) 
C 5 3 
这 说 明 线 积分 与 路 径 无 关 。 于 是 可 以 通过 线 积分 来 定义 一 个 空间 点 函数 8(z), 即 
62) = pC) + [ve dl (1.12.31) 


其 中 可 差 一 个 任意 常数 9(zo) ,zo 和 z 是 任意 取 的 起 始点 和 变 点 的 位 置 矢量 。 特 
别 地 , 当 ze 和 z 无 限 接近 时 , 则 上 式 变 为 
dp = ydz= vidz’' (1.12.32) 
又 由 于 dg= 器 dz' ,对 比 此 式 和 (1.12.32) 式 ,并 由 dz' 的 任意 性 ,可 得 
ww = a = Vip, v= Vp= grady (1.12.33) 
这 说 明 无 旋 矢 量 vy 存在 标量 势 9, 且 式 (1.12. 31) 还 给 出 了 标量 势 9 的 求法 ,必要 
性 证 毕 。 
2. 无 散 (等 容 ) 矢 量 的 矢量 势 
定义 若 对 矢量 场 ", 存 在 另 一 个 矢量 场 a, 使 得 处 处 有 
rota=Vxa=vy (1.12.34) 
则 称 矢量 场 v 存在 矢量 势 a。 
定理 二 ”矢量 无 散 ( 等 容 ) 的 充 要 条 件 是 它 存 在 矢量 势 a。 
证 明 ”定理 的 充分 性 是 显然 的 ,因为 如 果 v 存在 矢量 势 a, 即 v=V xa, 则 有 
divw=Vev=V. (VXxa)=0 (1.12.35) 
即 "是 无 散 的 ,充分 性 证 毕 。 
现 证 其 必要 性 。 设 "无 散 , 即 
divw = Vv= =0 (1.12.36) 


我 们 来 证 明 :一 定 存在 一 个 矢量 场 a, 使 得 rota =v, 即 


2 - a = mm (1.12.37) 
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我 们 的 问题 归结 为 :由 条 件 (1. 12.36) 式 来 证 明 方程 组 (1.12. 37) 式 必 有 解 。 试 设 
ai =0, 积 分 (1.12.37) 式 的 第 三 式 和 第 二 式 , 分 别 有 

aa(z1yz2，z3) = | v21,22,23)dz! + palz?,23) (1.12.38) 


1 
Ca(Z1，Z2，Z3) =- | vaz(z1,z2,z3)dzl + plz?,23) (1.12.39) 


其 中 和 是 z? 和 z? 的 任意 函数 ,可 由 (1.12.37) 式 的 第 一 个 方程 求 出 。 事 实 
上 ,将 (1.12.38) 式 和 (1.12.39) 式 代入 到 (1.12.37) 式 的 第 一 个 方程 中 ,可 得 


Wi(2ls2: 2) =- 扩 (中 十 器 )dz 十 ab _ 2 (za 为 点 z? 的 z! 值 ) 


Bz2 dz oz 
利用 (1.12.36) 式 并 积分 上 式 右 端的 第 一 项 ,上 式 可 写 为 
骂 - 癌 = mm(za,z2yza) (1.12.40) 


试 设 加 = 0, 积 分 (1.12.40) 式 ,可 得 
palz2,23) = | w(z,z2,z3)dz2z + %(z3) (z” 为 点 z? 的 z? 值 ) 
(1.12.41) 
其 中 J(z3) 为 z? 的 任意 函数 。 这 样 ,我 们 就 得 到 了 (1.12.37) 式 的 一 组 解 如 下 : 
ailz!,z?,23)=0 
az(z!l,22,23) = | valz! ,72,23)dz! 
as(z!,2?,23) = 一 | va(z! ,272,23)dz! 十 [3 Vi(z™ ,2?,23)dz? + py(z3) 
(1.12.42) 
即 我 们 由 v 的 无 散 条 件 (1.12.36) 式 证 明了 其 矢量 势 的 存在 性 ,必要 性 证 毕 。 
显然 无 散 矢量 v 的 矢量 势 a 并 不 是 唯一 的 。 事 实 上 若 a 是 v 的 矢量 势 ,那么 
a'=a +V9 也 必然 是 v 的 矢量 势 ,这 是 因为 
rota’ = rota + VX (VF) = » (1.12.43) 
定理 三 ( 赫 尔 姆 堆 效 (Holmholtz) 定 理 ) 任意 一 个 矢量 场 v 都 可 分 解 为 一 个 
无 旋 的 矢量 场 mm 和 一 个 无 散 的 矢量 场 vo 之 和 , 即 


= mm +yz 
| rotyw = 0，m = v9 (1.12.44) 
divyz = 0， yw = rota 
该 定理 的 证 明 比 较 复杂 元 长 ,本 书 略 去 ,读者 可 参考 有 关 书 籍 ,如 (前 苏联 ) 柯 
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青 (H. E. Kowns) 所 著 的 《向 量 计算 及 张 量 计算 初步 )( 史 福 培 等 译 ,高 等 教育 出 版 
社 出 版 ,1958 年 )。 


1.13 张 量 方程 及 其 意义 


我 们 把 各 项 都 具有 同 阶 张 量 性 质 的 方程 称 为 张 量 方程 。 在 讲 了 张 量 的 代数 运 
算 、 微 分 运算 和 积分 运算 之 后 ,我 们 就 可 以 理解 张 量 方程 可 以 是 代数 方程 .微分 方 
程 、 积 分 方程 或 微分 -积分 方程 等 等 。 在 指出 张 量 方程 的 意义 之 前 ,我 们 首先 指出 
张 量 的 两 个 最 简单 然而 却 是 最 重要 的 性 质 , 即 : 

(1) 如 果 一 个 张 量 在 某 一 个 坐标 系 中 是 零 张 量 ( 即 所 有 分 量 都 是 0) 的 话 , 则 它 
在 任何 坐标 系 中 仍然 是 零 张 量 ( 即 所 有 分 量 仍然 是 0) 。 

(2) 同 阶 张 量 的 任何 线性 组 合 仍然 是 同 阶 的 张 量 。 

这 两 个 命题 的 成 立 是 一 目 了 然 的 ,因为 在 坐标 变换 下 张 量 分 量 的 变化 规则 对 
其 分 量 是 齐 次 的 。 

根据 以 上 两 条 性 质 , 我 们 可 以 说 张 量 方程 的 价值 和 含义 是 :为 了 描述 某 一 个 物 
理 定律 ,我 们 找到 了 某 些 同 阶 张 量 的 线性 组 合 , 该 组 合 张 量 在 某 一 个 坐标 系 当 中 为 
零 张 量 ,而 且 在 任何 坐标 系 中 都 是 零 张 量 。 这 就 意味 着 :只 要 我 们 在 一 个 坐标 系 中 
得 到 了 某 一 个 物理 定律 的 张 量 方程 的 话 , 它 也 就 是 该 物理 定律 在 任何 坐标 系 中 的 
张 量 方程 , 即 物理 定律 的 张 量 方程 形式 具有 坐标 普 适 性 和 不 变性 的 特征 ,所 以 物理 
定律 的 张 量 方程 才 是 其 普 适 性 的 数学 表达 形式 。 这 也 就 是 我 们 学 习 张 量 理论 的 意 
义 所 在 。 


1.14 正 交 曲线 坐标 系 中 的 张 量 和 物理 分 量 


在 1.9 节 中 我 们 曾经 介绍 了 张 量 的 物理 分 量 , 它 们 虽然 不 像 张 量 的 张 量 分 量 
一 样 在 坐标 变换 之 下 满足 张 量 定义 所 规定 的 确定 变换 规则 ,但 是 却 比 张 量 的 张 量 
分 量 有 着 如 下 的 优越 性 :物理 意义 比较 明确 且 同 一 张 量 的 不 同 物理 分 量 都 有 相同 
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的 量 纲 。 在 1.9 节 中 我 们 也 曾 指出 ,定义 张 量 物理 分 量 的 方法 并 不 是 唯一 的 ,但 是 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,各 种 不 同方 法 所 定义 的 各 类 物理 分 量 则 是 相同 的 ,它们 事实 
上 都 等 于 张 量 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 该 点 处 局 部 么 正 基 上 的 笛 卡 尔 分 量 , 这 样 我们 
就 从 张 量 的 一 般 理 论 回 到 了 笛 卡 尔 张 量 的 理论 框架 。 正 交 曲 线 坐标 是 最 常用 的 曲 
线 坐 标 , 当 我 们 采用 正 交 曲线 坐标 时 ,一 方面 我 们 可 以 从 张 量 的 一 般 理 论 出 发 并 引 
人 协 变 导 数 等 概念 ,从 而 得 出 物理 定律 的 一 般 张 量 方程 形式 ,并 将 之 转换 为 由 各 量 
的 物理 分 量 所 表达 的 笛 卡 尔 张 基 方 程 形 式 ; 另 一 方面 我 们 也 可 以 直接 在 笛 卡 尔 张 
量 的 理论 框架 之 内 ,以 张 量 物理 分 量 的 形式 写 出 物理 定律 的 笛 卡 尔 张 量 方程 形式 。 
在 实践 上 ,人 们 用 得 更 多 的 是 后 一 种 方法 ,因此 本 节 我 们 将 以 正 交 曲 线 坐标 中 张 量 
物理 分 量 的 概念 为 基础 ,来 介绍 正 交 曲线 坐标 中 的 有 关 知 识 , 而 其 核心 内 容 就 是 引 
入 正 交 曲 线 坐 标 中 的 局 部 么 正 基 、 正 交 曲 线 坐 标 中 的 笛 卡 尔 梯度 算 子 、 正 交 曲 线 坐 
标 中 么 正 基 对 坐标 的 偏 导 数 。 
1.14.1 正 交 曲线 坐标 和 正 交 曲线 坐标 中 的 梯度 算 子 
在 1.7 节 中 我 们 曾 通过 3 个 一 对 一 的 可 逆 映 射 引入 过 曲线 坐标 x*: 
kt = xx(zl,z2,z3) Ck = 1,2,3) (1.14.1) 
并 通过 公式 
ex(p) = 六 = i (k = 1,2,3) (1.14.2) 
建立 了 曲线 坐标 中 在 任意 点 p 处 的 3 个 协 变 基 矢量 ex (P) ,其 长 度 称 为 拉 梅 系数 
(Lame coefficients), 记 为 Hi (p): 
Hilp) =1 erp) |=W (Si) + (Gr) + (Gr) k=1,2,3) 
(1.14.3) 
引入 ex 方向 的 单位 矢量 ex, 则 利用 (1.14.2) 式 ,我 们 就 有 
2 = 起 器 = oli (k=1,2,3; 对 k 不 求 和 ) (1.14.4a) 
其 中 
= 才 吕 (j= 1,2,3;k = 1,2,3; 对 大 不 求 和 ) (1.14.5) 


of 是 由 么 正 基 怀 到 单位 基 ex 的 变换 系数 矩阵 ,在 一般 情况 下 ex 未 必 是 么 正 基 ， 
故 矩阵 未 必 是 正 交 和 矩阵 。 如 果 在 空间 的 每 一 点 ex 都 两 两 正 交 ( 因 而 ex 是 么 正 
和 
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基 ) 的 话 , 则 我 们 称 此 种 曲线 坐标 为 正 交 曲线 坐标 ,此 时 和 矩阵 g 是 么 正 基 到 么 正 基 
的 变换 系数 矩阵 ,那么 它 必然 是 正 交 和 矩阵 。 我 们 来 证 明 此 点 。 由 于 是 么 正 基 , 为 了 
简单 起 见 , 如 果 我 们 只 用 下 标 , 则 (1.14.4a) 式 可 写 为 
ex = aa 有 = Bu (1.14.4b) 
其 中 B = ax 是 由 么 正 基 ij 到 么 正 基 e4 的 变换 系数 矩阵 。 由 于 我 们 有 
Bs = etsii= i e 
所 以 
ii = (ii* er)er = Buek (1.14.5a) 
利用 (1.14.4b) 式 和 (1.14.5a) 式 ,我 们 可 分 别 有 
Bu = ex * @1 = Biij* Bnim = ByBindm = BuBy 
Oy = iiei)= Buer® Ber = BaBydu = BuBy 
即 
BuBy = Bu = BaBn (1.14.6) 
(1.14.6) 式 即 说 明和 矩阵 By = xx 确 为 正 交 和 矩阵 。 
在 正 交 曲线 坐标 中 ,位 置 矢量 的 微分 dy 及 其 长 度 ds 分 别 为 


dr = erdx* = 再 tdxkek (1.14.7a) 
ds)? = (Hidx')? + (Fadx2)2 + (Hsdx3)? = (ds1)? + (dsz)2 + (dss)? 
(1.14.7b) 
其 中 


ds = Hidx!, ds2 = Hdx’*, dss = Hsdx’ (1.14.7c) 
分 别 是 沿 坐标 线 方向 对 应 dx! ,dx? .dxs 的 微 弧 长 。 
由 式 (1.14.5a) 和 复合 函数 求 导 的 链 锁 法 则 ,可 得 


ee 
V = ar = Buek Be ™ Hi Bxr Bz = Hr ret (1.14.8a) 
如 果 采 用 如 下 的 记号 ， 
Ws 0 0 = 
Vi= Hi Br 二 35 (k = 1,2,3; 不 求 和 ) (1.14.8b) 
则 有 
V9 
(1.14.8c) 
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式 (1.14. 8a) 和 式 (1. 14. 8c) 即 是 梯度 算 子 V 在 正 交 曲线 坐标 中 的 表达 式 , 式 
(1.14.8b) 给 出 了 梯度 算 子 Y 在 正 交 曲线 坐标 中 的 物理 分 量 V (而 不 是 其 一 般 的 
张 量 分 量 )。 

1.14.2 正 交 曲线 坐标 中 单位 基 矢 量 对 坐标 的 偏 导 数 


当 我 们 利用 正 交 曲线 坐标 中 的 物理 分 量 并 在 笛 卡 尔 张 量 的 理论 框架 之 内 进行 
有 关 方程 的 推导 和 运算 时 , 正 交 曲线 坐标 中 单位 基 矢 量 对 坐标 的 偏 导数 具有 极其 
重要 的 应 用 价值 ,故我 们 列 出 这 些 公式 ,并 给 以 简要 证 明 。 公 式 为 


_1an, 1 1 ap 1 a 
Ea” Ha™ Ha™ Hax™” 
EaE 1 aH, _1 a 1 a 1 oH, 
ar] Ha Ha” Ha 于 ac 
1 om, 1 oH; -1 _1 mn, 
Ho Hae™ Ha lar” 
(1.14.9a) 


ae .2 =-Bee .2 (i=1,2,3;j = 1,2,3;k = 1,2,3) 


ox! ax! 
(1.14.10) 
特别 地 ,我 们 有 
8 .=0， 色 .6=0， 多 .6 =0 (=1,2,3) 
(1.14.11) 
Er G = 1,2,3) (1.14.12) 
由 于 位 置 矢量 r 的 2 阶 混合 偏 导数 可 以 交换 顺序 : 
Or -or (1.14.13) 
Baxilaxz ox?Ox! We 
即 
(He) = 总 (6) (1.14.14) 
展开 之 ,可 得 
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关 Be a5,、 
H; a - 26, =H Ea + ER 
(1.14.15) 式 两 端点 乘 以 ei ,得 
Ha a + = H+ 
由 式 (1.14.11) 和 式 (1.14.12) ,我 们 有 
8 .6 = 0， 2 .2 = 
故 (1.14.16) 式 成 为 
ae: a@ 三 一 1 am 
ax! 2 万 : Em 
类 似 有 
Oe1 ses = 一 1 am 
ax! 3 万 : Bx3 
利用 式 (1.14.11) ,我 们 又 有 
织 .2 =0 


式 (1.14.18a) . 式 (1.14. 18b)、 式 (1.14. 18c) 即 证 明了 式 (1. 14. 
一 式 。 
同样 , 若 把 (1.14.15) 式 两 端点 乘 以 ez, 有 


Ha e+ Mo, = 

根据 (1.14.11) 式 的 第 二 式 , 上 式 中 的 第 一 项 为 0, 故 整理 后 可 得 
aei 人 二 az 
2 


若 把 (1.14.15) 式 两 端点 乘 以 ea, 有 


”aH > Be .< 

Ha Be + Ste es = H, 9 
整理 后 有 

el ,~ _ H: oe 、 

妆 .o = 学 路 .2 


对 (1.14.22) 式 中 的 1.2、3 进行 圆 轮转 换 , 我 们 可 得 如 下 两 式 : 


。e1 


(1.14.15) 


(1.14.16) 


(1.14.17) 


(1.14.18a) 


(1.14.18b) 


(1.14.18c) 
9a) 第 一 行 的 第 


22 + “2 (1.14.19) 


(1.14.20) 


“e+ 2 . 2。 (1.14.21) 


(1.14.22a) 
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2 .2 = 于 总 ,2 (1.14.22b) 
2 
Ei dO 他 Ea (1.14.22c) 
5 
利用 式 (1.14.22) 的 各 式 和 式 (1.14. 10) ,我 们 可 有 
ac .= Hoe = H.-H oe .s, 


a Ha ® Ha ® HH a 


Hides.; ~ Hz Hs ge. -_ ae.; 
Hor ®) HsH,. ax’ 


由 该 式 可 见 : 

站 .2 =0 (1.14.23) 
由 式 (1.14.11)、 式 (1.14.20) 和 式 (1.14.23) 我 们 即 证 明了 式 (1.14.9a) 第 一 行 的 
第 二 式 。 


式 (1.14.9a) 第 一 行 的 第 三 式 可 与 第 二 式 类 似 证 明之 ,把 其 中 的 指标 2 改 为 3 
即 可 。 

式 (1.14.9a) 第 二 行 和 第 三 行 的 各 式 可 由 第 一 行 通过 对 1、2、3 的 圆 轮转 换 而 得 到 。 

证 毕 。 

由 式 (1.14.9a) 可 以 立即 得 出 以 下 各 式 : 


0 0 0 ] 
21 |leaH _1 eH 
[es]= Har “页 an Y 
-ia 0 -la 
Hi ar Hi ax 
le 1am 0 
人 Pa ac 用 ox! 
[a 时 ]=| 。 0 0 (1.14.9b) 
”| »。 la _1 ag, 
L Ha 于 ac 
F 京 器 。 1 aHs] 
-| 页 am Hi ax 
[a 加]=| 0% -la 1 a 
一 Hs ax H, ax’ 
| 0 0 0 J 
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有 时 为 了 书写 紧凑 起 见 ,人 们 也 常常 把 (1.14.9a) 式 和 (1.14.9b) 式 分 别 写 为 


ae _ 19Hs 1a /,,; 
而- 二 Be (ijk 互 不 相等 ,不 求 和 ) 


e _ 1eH. ，，， 
加 = 并 名 Cy) 


(1.14.9c) 
ae ,2 = ac .; -_ 工 8 di 
名 人 =0 (不 求 和 )， Er i (天 六 不 求 和 ) 
问 .2 = 形 红 6G 关 站 不 未 和 ， 器 ,2 = 0 (iVjk 互 不 相等) 


(1.14.9d) 
1.14.3， 柱 坐标 和 球 坐标 


最 常用 的 正 交 曲线 坐标 是 柱 坐 标 和 球 坐 标 , 下 面 我 们 列 出 相应 的 公式 。 

1. 柱 坐标 (6,0,z) 一 (xx ) 

柱 坐标 和 直角 笛 卡 尔 坐标 的 关系 是 
Zz! = Xlcosx2， Z2 = Xlsinx2， Z3 = X3 (1.14.24a) 
xl = W(z205 + (2), x?= arctan 五 ， x = 23 (1.14.24b) 


故 容易 得 到 以 下 各 式 ， 


el = erin = (cosx’)il + (sinx?)is 

e2 = i, =— x!(sinx?)i + x!(cosx?)i, (1.14.24c) 
e3 三 Ei =is 

0: = Win = (cosx) + Csinx) ee 

= Er = 一 二 Csinz2) 忆 十 二 (cosxz) 己 (1.14.24d) 
ea = Bi" = 
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0 0 
oo (x1)? | ca (x 9 (1.14.24e) 
0 0 


1 
0 2 0 
[m]=jo -x of, Ir]=|1 ool, Lryl=|o oo 
0 0 x 0 0 
0 0 0 
(1.14.24f) 
Hi=1, Hi=x:, Hs=1 (1.14.25) 
如 = 起 六 =CcosxD + sinx?) i (1.14.26a) 
2 = 声 交 = — (sinx?) i + (cosx?)iz (1.14.26b) 
= 新 癌 = (1.14.26c) 
， cosx2 sinx? 
[py]=[e, i]=[ 启 和 ]= -sinxz cosx? 0 (1.14.26d) 
0 0 1 
将 式 (1.14.25) 代 入 式 (1.14.9), 即 有 
0 e 0 
[部 ]=j。 -i 。 (1.14.27) 


2. 球 坐标 (7 ,0,9) 二 (x? ,x? ,x?) 
球 坐标 和 直角 笛 卡 尔 坐 标的 关系 是 
Zz! = x!sinx?cosx’, Zz? = x!sinx?sinx’, z? = Xlcosx2 (1.14.28a) 


CHO CZ), x? = arctan (2 7+ 2) 2 (zs 


1 


这 
= arctan 到 (1.14.28b) 
故 容易 得 到 以 下 各 式 : 
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el = Ti. = (sinx?)(cosx’)il + (sinx2)(cosx3)iz + (cosx’)is 


es = FE im = xi(cosx?) (cosx) i + x!(cosx?) (sinx?)is — (sinx?)is 
es = 全 in = 一 za(sinx2)(sinx3) + xi(sinx?)(cosx?)i, 
(1.14.28c) 
| 硅 己 Ein = (sinx?)(cosx3)i! + (sinx’)(sinx’)i? + (cosx?)i? 
2 
ez = Bi" = 二 (cosxz)(cosxa) 有 + 二 (cosx2)(sinxs) 刘 - 荆 (sinx2) 六 
oz x x 其 
3 _ Brin__ 1sinxa, ,1 cosx? ,2 
i Ez x eine + x sinxr! 
(1.14.28d) 
0 0 0 0 
[gs] = |0 C0)? 0 | [g 杂 = |0 Gx)? 0 | 
0 (x!sinx?)? 0 (xlsinx2) -2 
(1.14.28e) 
1 
0 0 0 
om -ax 0 | Ey 需 
1 
0 -x!simx? 
0 0 -sinx2cosx2 
1 
0 0 去 
[m3]=|0 0 ctanx? 
二 ctanx2 0 
(1.14.28f) 
Hi=1, He=x, Hs = xzasinxz (1.14.29) 
2 = 条 = (sinx?) (cosx?) i + (sinx?) (sinx3)is + (cosx?)is 
(1.14.30a) 


22 = 天 妆 = (cosx’) (cosx3) i + (cosx?) (sinx?) iz — (sinx?)i 
(1.14.30b) 
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és = 2 =— (sinxs) 五 + (cosx?)is (1.14.30c) 
(sinx2)(cosx3) (sinx2)(sinx3) (cosx’) 


1 
H: 
[By] = [ei i] = 了 法 轰 ]= (cosx2)(cosx3) (cosx’)(sinx’) — (sinx’) 


— (sinx’) (cosx3) 0 
(1.14.30d) 
将 式 (1.14.29) 代 入 式 (1.14.9), 即 有 
0 6 (Csinx2)es 
[ 痛 ]= 0 -e (cosx2)es (1.14.31) 
0 0 (sinx’)e - (cosx2)es 


作为 练习 ,读者 可 尝试 求 出 标量 8 矢量 v、2 阶 张 量 T 的 梯度 、 散 度 及 旋 度 的 
张 量 分 量 表达 式 以 及 它们 在 柱 坐 标 和 球 坐标 中 物理 分 量 的 表达 式 。 


1.14.4 正 交 曲 线 坐标 中 常用 的 一 些 张 量 公式 


由 于 在 正 交 曲 线 坐 标 中 按 不 同方 法 所 定义 的 张 量 的 各 种 物理 分 量 是 相同 的 ， 
为 了 记号 的 简单 起 见 ,我 们 将 以 w、?y 等 来 表示 矢量 和 2 阶 张 量 在 正 交 曲线 坐标 
中 的 物理 分 量 。 利 用 各 阶 张 量 在 正 交 曲 线 坐标 中 以 物理 分 量 表达 的 直接 记 法 、 正 
交 曲 线 坐标 中 单位 基 矢 量 对 坐标 偏 导数 的 公式 (1.14.9) 式 以 及 正 交 曲线 坐标 中 的 
梯度 算 子 公式 (1.14.8) 式 ,我 们 可 以 得 出 以 下 一 些 常用 的 张 量 公式 ,读者 可 作为 练 
习 证 明之 。 


1. 标量 6 的 梯度 
-of 工人 2 

gradB = VB = (6 六 0)8= (2 元 让 和 = 关中 .14.32) 
2. 矢量 v 的 梯度 

本 区 日 
grady 三 vy = VED YE) (yiei )( 访 Ed) 

-1a 1 es 1 ovis + [Voes .shee 

二 了， 2, + 2 了 2 


此 式 即 是 gradv 在 基 并 矢 eiej 上 的 分 解 式 ,对 Ci, 站 = (1,1),(i,j)=(1,2),(i,j) 
= (1,3),… 的 不 同 选择 ,分 别 利用 式 (1.14.9) 之 后 , 即 可 得 到 
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grady 三 vy 
1 20 + [是 骂 : 问 妆 及 1 __ ww a 1 a 
Wa!'lma Halh War Har Wan Fm ai 
E 1 o_o 1 ,Th a + 总 器 二 1amz a 
Ha Hf ae WaitlHas Ha Wa FH or 
1 on a 1 ow.__w a 1 ax ,fh a , We Hi] 1 
Wa FH an Wa Hac 所 2 + LH a + Hi ar J 现 
(1.14.33a) 
对 矢量 v 的 左 梯度 Vv, 我 们 有 
Vv= (vv)T (1.14.33b) 


同时 我 们 又 有 
yo T)= VI) y= (yD ) ee; “CxvVk = (vy TVe 
= [Cy Ta + Cy I) + (vIn Ve 
该 式 即 是 矢量 v* (Vv) = (v 了 了 ).v 在 基 矢 e; 上 的 分 解 式 。 例 如 对 i=1, 在 利用 
式 (1.14.33a) 之 后 ,可 有 
[v (了 y)] = [Cry) vv] = [Gy Tam + (vy Tv + (VT)aVs] 


i ar ma , vs oH1], mran _ vs oH, 
ES WW 六 [ 总 基 Bf] 


鞭 [ 锅 - 娘 伍 ] (1.14.34) 
对 其 另外 两 个 分 量 , 则 可 由 式 (1.14.34) 通 过 对 1、2、3 的 圆 轮转 换 而 得 到 。 当 v 为 
质点 速度 并 对 其 以 正 交 曲 线 坐 标 给 出 其 E 氏 描述 时 ,此 式 即 是 质点 迁移 加 速度 分 量 
的 表达 式 ( 参 见 2.1 节 中 对 介质 运动 的 E 氏 描 述说 明 及 相应 的 公式 (2.1.9) 式 ) 。 

3. 矢量 v 的 散 度 


divv=v*T =7.y= (el 9). * (Vie) =6j。 
人 Baw ,~ E Be: _ 工 ay ae 
= 6j。 2 韦 闻 + Ve 声 让 = 让 中 + 总 3 
在 利用 单位 基 矢 量 对 坐标 偏 导数 的 公式 (1.14.9) 式 之 后 , 即 有 


1 [2 + aCvsHsH) a HH ] 
HiH: Hs ax! 8x2 


十 


divy = 


(1.14.35a) 
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如 采用 记号 
V = HiH:H; (1.14.35b) 


则 (1.14.35a) 式 也 可 以 更 紧凑 地 写 为 
(1.14.35c) 
4. 矢量 v 的 旋 度 

roty=Vxv-= (erv $1) x (yiei) = (Gn 到 Br)X Ve ) 
2 
让 
此 式 即 是 矢量 roty 在 基 矢 e; 上 的 分 解 式 。 在 利用 单位 基 矢量 对 坐标 偏 导数 的 公 


式 (1.14.9) 式 之 后 ,将 其 展开 , 即 可 得 
1am la mm ar _v Ea 


dl 


[ Ba _ la, ar vs an] 
Ha Ha HHo HH ox 


19%w_1ow, v ao.__v aH]l, 
[ 谍 a |e (1.14.36a) 


或 
__1 felviHs) _ a(vH,) 1 FaviH) _ a(vaHs)]. 
a al ax Ea Ja+ zt[ ED ax J 
1 rea(vaH:) _ a(viH) 
He a J (1.14.36b) 
VX 了 =-( xy) (1.14.36c) 


5. 标量 DB 的 Laplacian 算 子 
AB= (5 .5)8 = . (58) = div(gradg) 


二 守 洲 让 议 _larvlieag 
= 十 总 (grad®); |]= [于 计 闭 ] .14.37) 


这 里 我 们 利用 了 矢量 散 度 的 公式 (1.14.35c) 式 以 及 标量 梯度 的 公式 (1.14.32) 式 。 
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6. 二 阶 张 量 T 的 散 度 
在 这 里 我 们 先 写 出 T 的 左 散 度 : 


.T= [ed re) 
- 
-让 
-让 吕 忆 +( 


该 式 就 是 矢量 7 。 了 在 基 矢 6/ 上 的 分 解 式 .对 j=1, 有 


[ .站 = 二 + 条 ge + 全 a ‘(1.14.38a) 


在 利用 单位 矢量 对 坐标 偏 导数 的 公式 (1.14.9) 式 之 后 , 式 (1.14.38a) 即 可 化 为 


[EA = a Ee + HH Ta) +(H Ht)] 


人 aH, 人 am _ 人 am _ 人 3 
1d 1 1438b) 


至 于 。T 的 另外 两 个 分 量 ,可 以 由 (1.14.38b) 式 通过 1.2、3 的 圆 轮转 换 而 得 到 。 


2 阶 张 量 T 的 右 散 度 T . 立 则 为 
divT=T.7 = .TT (1.14.38c) 
7. 矢量 v 的 Laplacian 算 子 
Ar=(.y)v=Q.Cn) (1.14.39) 


只 要 在 此 式 中 取 工 = 9 v, 并 利用 矢量 梯度 的 公式 (1.14.33) 式 和 2 阶 张 量 T 的 散 
度 公式 (1.14.38) 式 ,我 们 即 可 求 出 Ay。 

8. 2 阶 张 量 T 的 旋 度 

关于 2 阶 张 量 T 的 旋 度 rotT 二 V x T, 尽 管 运算 比较 繁杂 ,但 并 没有 原则 上 
的 困难 ,我 们 不 再 列 出 具体 公式 ,读者 可 作为 练习 推导 之 。 
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1.15 几 类 空间 简介 


1.15.1 仿 射 联络 空间 


若 在 n 维 实数 域 空间 R" 中 的 每 一 点 M(x') 处 定义 一 组 3 阶 系统 (i=1， 
2,3;j= 1,2,3;k=1,2,3), 在 坐标 变换 x' =x'(x/) 之 下 蕊 按 下 列 规律 变化 : 


(1.15.1) 


且 蕊 是 连续 可 微 的 , 则 称 空间 R" 为 仿 射 联络 空间 ,一 般 记 为 L"。 古 称 为 仿 身 
联络 系数 , 它 不 是 3 阶 张 量 ,对 下 标 i、j 也 不 一 定 对 称 。 但 显然 我 们 易 证 ,3 阶 量 
T=- (1.15.2) 
确实 是 3 阶 张 量 ,我 们 称 为 仿 射 联络 空间 L" 的 挠 率 张 量 。 特 别 地 ,如 果 空 间 
了 "的 挠 率 张 量 处 处 为 0, 则 其 仿 射 联络 系数 对 下 标 便 是 对 称 的 ,反之 亦 然 , 即 
Ty=0, T=Ty- 区 =0 (1.15.3) 
此 时 我 们 称 空间 L" 为 无 挠 率 的 仿 射 联络 空间 ,通常 记 为 L8 。 


1.15.2 黎 曼 空间 


若 在 n 维 实数 域 空间 R" 中 的 每 一 点 M(x') 处 定义 一 组 正定 的 2 阶 对 称 系 统 
81 = 8ji,， 使 得 相 邻 两 点 x' 和 x' + dx' 的 距离 ds 由 如 下 的 正定 二 次 型 所 确定 : 
ds? = gydxidx! (1.15.4) 
则 称 空间 R" 为 黎 曼 (Riemann) 空 间 , 通 常 记 为 " 。 在 一 对 一 的 可 逆 变 换 x' = 
(x1) 下 ,ds? 为 不 变量 , 即 


Ax* Ox! 


ds? = dl = da = gudxtdx! = gu Os Odi'de! (1.15.5) 
由 dx' 的 任意 性 和 8 的 对 称 性 ,容易 证 明 ( 参 见 1.5 节 定理 4): 
By = gu gx az (1.15.6) 
Bi = Bu a Oxi .15. 


式 (1.15.6) 说 明 :2 阶 对 称 系统 gi 为 2 阶 协 变 张 量 , 称 之 为 黎 曼 (Riemann) 空 
间 度 量 张 量 的 协 变 分 量 , 其 逆 变 分 量 g” 和 混合 分 量 8; 可 以 通过 如 下 公式 定义 : 
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ggx = Ok, 8 = 6 (1.15.7) 
黎 曼 空间 的 仿 射 联络 由 下 式 定义 : 

rs = $s" [E+ Ss - ey | (1.15.8) 

用 称 为 第 二 类 克里斯托弗 (Christoffel) 记 号 。 显 然 它 对 下 标 是 对 称 的 , 即 
rk = 有 (1.15.9) 

因此 黎 曼 空间 V" 是 挠 度 张 量 为 0 的 仿 射 联络 空间 , 即 

1= 玫 -=0 (1.15.10) 

但 其 曲率 张 量 即 黎 曼 - 克里斯托弗 (Riemann-Christoffel) 张 量 未 必 是 0: 
Rp = TY -TY + TT ~ ToTY #0 (1.15.11) 


1.15.3 欧 几 里 德 空间 


存在 着 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 的 黎 曼 空间 称 为 欧 几 里 德 (Euclid) 空 间 , 通常 记 
为 E*。 
在 欧 几 里 德 空间 中 , 当 取 直 角 笛 卡尔 坐标 系 时 ,我 们 有 
gy = B=0, 人 = 时 T=0, R= (1.15.12) 
即 在 直角 笛 卡尔 坐标 系 中 曲率 张 量 为 零 张 量 ,根据 在 坐标 变换 之 下 张 量 分 量变 换 
规则 的 齐 次 性 ,曲率 张 量 在 任何 坐标 系 中 也 都 是 零 张 量 , 即 R = 0。 故 欧 几 里 德 空 
间 是 存在 直角 笛 卡尔 坐标 系 因而 曲率 为 0 的 平 直 空 间 。 


1.16 若干 补充 知识 


本 节 将 结合 连续 介质 力学 的 需要 把 线性 代数 的 某 些 重要 知识 和 张 量 分 析 的 知 
识 结合 起 来 作 一 简要 介绍 。 由 于 在 一 般 曲线 坐标 中 ,一 个 2 阶 张 量 可 有 4 种 表象 ， 
分 别 对 应 4 个 不 同 的 矩阵 ,所 以 在 一 般 的 曲线 坐标 中 进行 讨论 会 增加 不 少 形式 和 
表达 上 的 复杂 性 (其 中 一 个 例子 就 是 ,对 于 下 面 要 讲 的 所 谓 的 2 阶 正 交 张 量 , 并 非 
它 的 每 一 种 分 量 的 矩阵 都 一 定 是 正 交 和 矩阵 )。 因 此 ,为 了 简洁 和 应 用 的 方便 ,本 节 
将 在 直角 笛 卡 尔 坐标 中 即 在 笛 卡 尔 张 量 的 框架 内 进行 讨论 ,于 是 2 阶 张 量 便 和 甜 
阵 有 着 一 一 对 应 的 关系 了 ,下 面 将 直接 以 矩阵 进行 令 述 。 由 于 和 矩阵 乘积 的 运算 对 
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应 张 量 的 点 积 , 所 以 下 面 对 两 个 矩阵 相 乘 的 表述 中 间 将 加 一 个 点 “%* ”。 
1.16.1 2 阶 正 交 张 量 和 正 交 和 矩阵 


定义 2 阶 张 量 B 称 为 2 阶 张 量 4 的 逆 张 量 ,并 记 为 B= A-1, 如 果 A*B= 
B.A=g;2 阶 张 量 @ 称 为 2 阶 正 交 张 量 , 如 果 Q" = Q7 1, 即 
0.0=gs=0.0 (1.16.1) 
如 果 我 们 只 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 进行 讨论 , 则 2 阶 张 量 B 便 和 矩阵 有 着 一 一 对 
应 的 关系 ,以 上 的 定义 也 即 是 矩阵 B 的 道 矩 阵 和 正 交 和 矩阵 的 定义 了 ,度量 张 量 8 
也 即 对 应 单位 矩阵 工 , 故 (1.16.1) 式 可 写 为 


QiQy = gx = CiQn (1.16.2a) 
Prime = Du = Cie Ck (1.16.2b) 
其 中 
Qi 
ee _ |Q2 
rT={Qn Qa … Qn}, ci= : (1.16.3) 
Qn 


分 别 是 矩阵 Q 的 第 i 个 行 矢量 和 第 i 个 列 矢量 。 

式 (1.16.2b) 说 明 : 正 交 和 矩阵 的 行 矢量 组 和 列 矢量 组 都 组 成 n 维 空间 的 么 正 
基 ; 反 之 ,如 果 矩 阵 @ 的 列 矢 量 组 或 行 矢量 组 是 么 正 基 即 式 (1.16.2b) 成 立 , 则 由 
式 (1.16.2a) 即 可 说 明和 矩阵 Q 确 为 正 交 和 矩阵 。 这 就 是 正 交 和 矩阵 名 称 的 来 源 。 

在 笛 卡 尔 坐标 系 中 对 (1.16.1) 取 行列 式 ,并 利用 | 27 1 = | 2 1 ,我 们 有 

CI =+1 (1.16.4) 

我 们 将 1@1 =1 和 上 81 =-:1 的 正 交 和 矩阵 分 别称 为 正则 的 (proper) 和 非 正则 的 
(improper) 正 交 矩 阵 。 


1.16.2 2 阶 正 交 张 量 ( 正 交 和 矩阵 ) 的 几何 意义 


我 们 曾 给 出 过 2 阶 张 量 的 第 二 定义 , 即 2 阶 张 量 是 把 矢量 映射 成 矢量 的 2 阶 
系统 或 2 阶 线性 映射 变换 。 以 此 为 基础 ,我 们 把 以 2 阶 正 交 张 量 为 系数 矩阵 的 线 
性 变换 称 为 正 交 变换 。 

定理 以 2 阶 正 交 张 量 ( 正 交 和 矩阵 ) 作 为 线性 映射 系数 的 正 交 变换 ,不 改变 空 
间 中 任 一 矢量 的 长 度 和 任意 两 个 矢量 间 的 夹 角 大 小 ;正则 的 正 交 和 矩阵 不 改变 任意 
两 个 矢量 夹 角 的 定向 ,几何 上 代表 旋转 ; 非 正 则 的 正 交 矩 阵 则 改变 任意 两 个 矢量 夹 
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角 的 定向 ,几何 上 代表 反射 。 
证 明 我 们 以 三 维 空间 为 例 加 以 证 明 。 设 a、b、c 为 空间 中 的 任意 3 个 像 原 
矢量 , 正 交 和 矩阵 @ 将 之 分 别 映射 为 空间 中 的 像 矢量 a、b、c, 即 
a=0.ao b=0Q0.b, t=Q.c (1.16.5) 
则 . 
a*b= (Qa).(0.b)= (a.0).(0.b) 
=a.(Q0T.0).b=a.1.b=a.b (1.16.6) 
当 b=a 时 ,(1.16.6) 式 给 出 |al?= |al?, 即 像 矢量 和 像 原 矢量 等 长 ,定理 前 半 部 
分 证 毕 。 

在 一 般 情 况 下 , (1.16.6) 式 给 出 |allbjcos 人 (4,b)=|al|blcos 人 (a,b), 因 
为 lal=|al,15|=15|, 所 以 
Lla,b) =+ Za,b) (1.16.7) 
即 正 交 和 矩阵 不 改变 任 二 矢量 之 间 夹 角 的 大 小 。 

接 下 来 我 们 证 明 (1.16.7) 式 中 的 “+ ”号 和 - ”号 分 别 对 应 (1.16.4) 式 中 的 
“1” 和 “一 1”, 这 即 是 定理 的 后 半 部 分 。 事 实 上 ,在 任意 一 组 么 正 基 i (不 妨 设 其 为 
右手 系 ) 之 中 ,我 们 可 有 

a. (bxce)= eaibjcr = exQuaiQmbmQincn 
= emllQlabncs = | Qa (bxc) (1.16.8) 
(1.16.8) 式 即 说 明 : | 8 1 = +1 分 别 对 应 像 原 矢量 和 像 矢量 同 定向 和 反 定向 。 
证 毕 。 

正 交 和 矩阵 的 另 一 个 意义 是 : 笛 卡 尔 么 正 基 到 笛 卡 尔 么 正 基 变换 的 基 变换 系数 
和 矩阵 必 是 正 交 和 矩阵。 这 可 以 表达 为 如 下 的 定理 : 

定理 由 笛 卡 尔 么 正 基 到 笛 卡 尔 么 正 基 的 基 变换 系数 矩阵 必 为 正 交 和 矩阵 ; 正 
则 的 正 交 矩 阵 保持 新 . 旧 么 正 基 为 同 定向 , 非 正 则 的 正 交 和 矩阵 保持 新 ,. 旧 么 正 基 为 
反 定 向 。 

现在 我 们 来 证 明 这 一 定理 。 事 实 上 , 设 由 旧 的 笛 卡 尔 么 正 基 二 到 新 的 笛 卡 尔 
么 正 基 证 的 基 变 换 系数 矩阵 为 Ci , 即 

ii = Qi (a) 
则 我 们 有 
hxi) = OO Ci) Xi) = QuQyQarenii (和 xia) 
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= Qliixixis 
即 
ll = Bie (b) 

其 中 | @ | 表示 (a) 中 的 基 变 换 系数 甜 阵 Qy 的 行列 式 。 由 (b) 式 可 见 :正则 的 和 非 
正则 的 正 交 和 矩阵 Oy 即 | @ || = +1 分 别 保持 新 . 旧 么 正 基 同 定向 和 反 定 向 。 

此 外 ,我 们 还 可 以 给 出 正 交 矩 阵 作为 正 交 映射 变换 和 作为 么 正 基 到 勾 正 基 的 
基 变换 系数 矩阵 之 间 关 系 的 如 下 定理 ， 

定理 设 有 一 正 交 张 量 Q ,将 空间 中 的 么 正 基 二 映射 为 空间 中 的 另 一 组 么 正 


基 记 (由 上 面 的 第 一 个 定理 可 保证 i 的 么 正 性 ), 则 由 么 正 基 i) 到 么 正 基 ii 的 基 变 


换 系数 矩阵 必 为 OT。 
现在 我 们 来 证 明 这 一 定理 。 事 实 上 ,由 于 我 人 有 新 \ 旧 么 正 基 间 的 映射 关系 : 
ii=Q*i, ii=Q1.i= Qi (c) 
设 正 交 张 量 Q 在 新 . 旧 么 正 基 ji 和 i) 中 的 表象 分 别 为 x 和 Qh, 即 设 
Q= Qrijit, Q = Op (d) 


则 由 于 在 勾 正 的 笛 卡 尔 基 中 正 交 张 量 和 正 交 和 矩阵 有 一 一 对 应 的 关系 ,所 以 矩阵 
[CA] 和 [@x] 必 然 都 是 正 交 和 矩阵 。 此 时 我 们 有 
ii= Qi= Qi: i = Qnidu = Qniy, T= Qi (©) 
ii= QT = Ohh = Oss = OF b= Oi (f) 
以 上 二 式 都 说 明 : 不 管 我 们 采用 正 交 张 量 0 在 旧 么 正 基 中 的 表象 2, 还 是 其 在 新 
么 正 基 中 的 表象 2,, 则 由 旧 的 么 正 基石 到 新 的 么 正 基 ii 的 坐标 变换 系数 矩阵 都 


恰 是 该 正 交 张 量 所 对 应 矩阵 的 转 置 矩阵 QT( 为 正 交 和 矩阵 ) ,或 者 说 由 新 的 么 正 基站 
到 旧 的 么 正 基 记 的 坐标 变换 系数 矩阵 恰 是 该 正 交 张 量 所 对 应 的 矩阵 @ (为 正 交 和 矩 
阵 )。 这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 


1.16.3 2 阶 张 量 (和 矩阵 ) 的 特征 值 和 特征 矢量 


在 1.6 节 中 我 们 曾 以 如 下 二 式 定义 了 2 阶 张 量 T 的 特征 值 X 和 左 、 右 特征 矢 
量 1r; 


1.T=AM，T.r=AMr (1.16.9) 
并 曾 指出 由 左 、 右 特征 矢量 所 定义 的 特征 值 是 相同 的 ,对 应 同样 特征 值 的 左 、 右 特 
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征 矢量 一 般 是 不 同 的 ,而 和 TT 的 左 、 右 特征 矢量 则 是 地 位 互 换 的 , 故 对 对 称 张 
量 ,其 左 , 右 特征 矢量 将 重合 。 在 第 卡尔 张 量 的 框架 内 ,上 述 2 阶 张 量 的 特征 值 和 
特征 矢量 问题 也 即 矩 阵 的 特征 值 和 特征 矢量 问题 。 

1. 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 和 特征 矢量 

关于 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 矢量 问题 ,线性 代数 中 已 进行 了 深入 讨论 ,这 
里 我 们 只 列 出 其 重要 的 结果 而 不 再 证 明 : 

(1) 实 对 称 矩 阵 的 所 有 特征 值 都 必然 是 实数 。 

(2) 不 同 的 特征 值 A; 了 4; 所 对 应 的 特征 矢量 r; 和 rj 必 是 正 交 的 , 即 ri*， rj 


=0。 
(3)& 重 特征 值 * 必 对 应 个 线性 无 关 的 特征 矢量 ,它们 的 任何 线性 组 合 矢量 
仍 是 对 应 于 此 特征 值 的 特征 矢量 ( 即 这 些 特征 矢量 生成 一 个 对 应 此 特征 值 的 上 维 
不 变 子 空间 ); 通 过 正 交 化 和 单位 化 手续 可 以 找到 对 应 此 特征 值 的 一 组 k 个 么 正 特 
征 矢量 。 

(4) 实 对 称 矩 阵 一 定 存在 一 组 n 个 线性 无 关 的 特征 矢量 ,而 且 存 在 一 组 n 个 
么 正 的 特征 矢量 。 

2. 矩阵 相似 对 角 化 的 一 个 充分 条 件 

定理 ”如 果 和 矩阵 了 存在 一 组 个 线性 无 关 的 特征 矢量 , 则 可 以 通过 矩阵 的 相 
似 变换 而 将 之 化 为 对 角 元 素 为 特征 值 的 对 角 和 矩阵 ,而 其 相似 过 渡 矩 阵 恰 是 以 这 
个 特征 矢量 为 列 矢 量 的 矩阵 的 逆 阵 。 

证 明 ”下面 的 叙述 中 记号 *“。 ”代表 两 个 矩阵 相 乘 ,并 采用 了 两 矩阵 相 乘 运算 
的 规则 。 以 右 特 征 矢量 为 例 , 设 T 存在 一 组 n 个 线性 无 关 的 特征 矢量 ri ,相应 的 
特征 值 为 Ai, 即 

Teori = Xr [TICr] = [Ar] (i = 1,2,…,n; 不 求 和 ) 

将 n 个 式 子 写 在 一 起 , 即 有 


To {risrases ra} = {AirisA2r2se AnTn} = (riyrayrn) A 
CLT]{riy ra rn} = (MirirA2rasee AnTn} = {risr2,°", rn} [LA] 
或 
T.R=R.A (1.16.10) 
其 中 


1 
及 = {rr rr}, A= | 本 | (1.16.11) 
A 


即 R 是 依次 以 各 特征 矢量 ri 为 列 矢量 的 矩阵 ,4 是 依次 以 各 特征 值 4; 为 对 角 元 
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素 的 对 角 和 矩阵 。 由 于 各 ri 是 线性 无 关 的 ,所 以 R 是 可 逆 的 ,以 尽 -表示 其 道 矩 
阵 , 由 (1.16.10) 式 可 得 
T= 尺 .4A.R- (1.16.12a) 
R1.T.:R=A (1.16.12b) 
(1.16.12a) 式 说 明和 矩阵 T 是 和 对 角 抢 阵 4 相似 的 ,其 相似 的 过 渡 矩 阵 恰 是 
Ri(1.16.12b) 式 说 明 可 以 通过 过 渡 矩 阵 为 -的 相似 变换 而 将 矩阵 T 变 为 对 角 
矩阵 4。 定 理 证 毕 。 
特别 说 来 , 当 我 们 取 个 线性 无 关 的 右 特 征 矢量 为 么 正 的 右 特 征 矢量 组 六 
时 ,矩阵 R 将 是 正 交 和 矩阵 , 故 式 (1.16.12a) 和 式 (1.16.12b) 分 别 成 为 
T=R.4.RT (1.16.13a) 
RT.T.R=A4 (1.16.13b) 
(1.16.13a) 式 说 明和 矩阵 T 是 和 对 角 矩 阵 4 不 但 是 相似 的 ,而 且 其 相似 的 过 渡 
矩阵 恰 是 正 交 矩阵 R;(1.16.13b) 式 说 明 可 以 通过 正 交 过 滤 和 矩阵 为 R-!1= RT 的 
相似 变换 而 将 矩阵 T 变 为 对 角 和 矩阵 4 。 
容易 说 明 : 如 果 矩 阵 存在 n 个 线性 无 关 的 左 特 征 矢量 1(i=1,2,…,n) 的 
话 , 则 对 应 式 (1.16.12a) 和 式 (1.16.12b) ,我 们 将 有 
下 二 了 了 (1.16.12a)’ 
LT.T.IT= 人 A (1.16.12b)” 
其 中 工 是 以 n 个 左 特征 矢量 4; 为 列 矢 量 的 矩阵 , 即 L" 是 以 n 个 左 特征 矢量 1; 为 行 
矢量 的 和 矩阵。 特别 说 来 , 当 我 们 取 n 个 线性 无 关 的 左 特征 矢量 为 么 正 的 左 特征 矢 
量 组 已 时 ,矩阵 工 将 是 正 交 和 矩阵 , 故 式 (1.16.12a) 和 式 (1.16.12b) “分别 成 为 
T=L.A.L™ (1.16.13a)’ 
LT.T.L=A (1.16.13b)’” 
式 (1.16.13) 在 变形 梯度 张 量 的 极 分 解 中 有 重要 的 应 用 ( 见 2.2 节 )。 


1.16.4 实 二 次 型 


以 实 对 称 和 矩阵 T 为 系数 矩阵 ,变量 x 的 实 二 次 型 可 以 写 为 
f= Toxpzxj = x Tex, Ty= Ti (1.16.14) 
以 4; 和 ri 分 别 表示 T 的 特征 值 和 勾 正 的 特征 矢量 组 , 则 由 (1. 16. 13) 式 ,可 将 
(1.16.14) 式 写 为 
f=x.:R.A.R'.x= (RT.x).A.(R'.x) (1.16.15) 
引入 正 交 变换 : 
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5= (CRT.z) (1.16.16) 
则 我 们 即 可 把 二 次 型 变 成 新 变量 上 的 完全 平方 和 形式 的 二 次 型 如 下 : 
f=6.A.6=A(6) +a) + e+ At) (1.16.17) 
如 果 对 任意 的 矢量 x 天 0, 都 有 二 次 型 了 = Tixixj = x。T， x 二 0, 则 称 其 为 正 
定 (positive definite) 二 次 型 或 称 对 称 和 矩阵 为 正定 矩阵 ;如 果 对 任意 的 矢量 x ,都 
有 二 次 型 f= Tixixj = x。T。x 二 0, 则 称 其 为 半 正 定 (positive semidefinite) 二 次 
型 或 称 对 称 矩 阵 T 为 半 正 定 矩 阵 。 对 此 线性 代数 中 给 出 了 如 下 的 定理 : 
定理 ” 实 对 称 和 矩阵 T 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 T 的 所 有 特征 值 M; 过 0, 或 工 
的 所 有 主子 式 大 于 0; 实 对 称 和 矩阵 T 为 半 正 定 矩 阵 的 充 要 条 件 是 T 的 所 有 特征 值 
AZ0, 或 工 的 所 有 主子 式 非 负 。 


1.16.5 关于 了 的 平方 根 矩阵 


定义 ”如 果 A 三 4， A = 芽 , 则 称 答 阵 A 为 T 的 平方 根 矩 阵 , 记 为 4= VT。 
显然 矩阵 T 的 平方 根 矩阵 是 不 唯一 的 ,例如 : 


ti 0 0 1 0 Yi 0 0 
0 FY2 0|, |1 -1 0|，| -2 0|， 
0 0 bo ls 0 公 


都 是 对 角 元 素 为 2 的 对 角 甜 阵 的 平方 根 矩 阵 。 线 性 代数 中 已 经 证 明 : 在 如 下 限制 
条 件 下 可 保证 平方 根 矩 阵 的 唯一 性 。 

定理 一 ” 设 T 为 半 正定 矩阵 ,特征 值 为 M; 之 0, 则 特征 值 为 VA; ,特征 矢量 与 
T 的 特征 矢量 相同 的 VT 是 唯一 的 。 

定理 二 设 T 为 半 正 定 和 矩阵, 特征 值 为 Xi 之 0 且 各 不 相同 , 则 特征 值 为 WAY 
的 VT 是 唯一 的 。 

定理 三 ” 设 T 为 正定 矩阵 , 则 其 正定 的 VT 是 唯一 的 。 

以 上 的 定理 特别 是 定理 三 在 2.2 节 变形 梯度 张 量 的 极 分 解 中 有 直接 应 用 。 


1.16.6 凯 来 -哈密 尔 顿 定 理 


以 五，……1r 分 别 表示 严 X 半 阶 矩 阵 工 的 各 阶 主 子 式 , 则 和 矩阵 T 的 特征 方 
程 为 
7- = CD -LA TA?++(-1"1]=0 
(1.16.18) 
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在 线性 代数 中 证 明了 如 下 的 凯 来 -哈密 尔 顿 (Cauley-Hamilton) 定 理 : 
凯 来 -哈密 尔 顿 (Cauley-Hamilton) 定 理 ”和 矩阵 必 满 足 其 特征 方程 , 即 
[T" -Tc+12T2+…+(-lD)" 门 =0 (1.16.19) 
应 用 凯 来 -哈密 尔 顿 定理 我 们 可 以 直接 写 出 各 向 同性 张 量 函数 的 表达 式 ( 详 见 
6.2 节 最 后 说 明 以 及 第 6 章 的 相关 习题 ) 。 


习 题 


1.1 试 证 明 公式 (1.1.3) 式 , 即 


801 =3 
| =4a (i=1,2,3) 
Aydl = 4x (i=1,2,3;k = 1,2,3) 
1.2 设 ew 为 置换 记号 ,而 Tyex =0, 试 证 明 TI 必 是 对 称 的 2 阶 系统 。 
1.3 试 证 明 :对 任意 的 3 个 矢量 ai .as .as ,都 有 
Qi。(ajiXakt) = el。(az X a3) 
1.4 试 证 明 ， 
1 41 = ewAnAjArs = ewAAzAn 
| A | 于 eAizAnAns * EVAziAAa 
1.5 试 证 明 : 
eremAAmAm = 6 A 
1.6 设 A 和 B 为 任意 两 个 3x3 的 矩阵 ,以 A。B 表示 此 二 矩阵 的 乘积 , 试 


1A4.BI|=1AIIMBI 
1.7 设 了 和 8 为 三 维 空间 中 的 任意 两 个 矢量 ,了 表示 3x3 的 单位 矩阵 , 试 


lI+fgl| =1+f.g 
1.8 设 ii\is、is 是 笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 的 么 正 基 ,el1 = i + is,es=is+ 记 ， 
€3=i+is。 
(1) 试 借助 志 表示 e; 和 e'; 
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(2) 求 出 [8yJ 和 [8”]; 

(3) 设 a=2ei+3ez-es,b=el-ez+es, 试 求 a。b。 

1.9 试 证 明 : 

ax(bxc)= b(c.a)- cla*.b) 

1.10 试 证 明 : 

(axb)x(cxd)= cla. (bxd)]-dfa. (bxce)] 

1.11 试 由 Ei=afej, 证 明 ;e'=aj ei; 试 由 e: = 有 ej, 证 明 :6'=B)e'; 试 由 e' 
=Biei, 证 明 :a'= pjai; 试 由 e'= aj 2’, 证 明 :a’ = ajai。 

1.12 试 说 明 : 任 意 张 量 不 同 分 量 通 过 度量 张 量 g”、gy、81 = 8! 提升、 下降、 
改换 指标 的 关系 如 果 在 某 一 坐标 系 中 成 立 的 话 , 则 其 在 任意 坐标 系 中 也 必然 成 立 。 
作为 例子 , 设 2 阶 张 量 4 在 某 一 坐标 系 中 的 协 变 分 量 和 混合 分 量 间 有 关系 4 
= Aigw, 试 证 明 : 在 任何 坐标 系 中 也 仍然 有 关系 Aj = Ai* gy。 

1.13 设 a、b 为 矢量 , 试 证 明 由 它们 的 分 量 所 组 成 的 2 阶 系统 Cy = aibj，,C 
=aibi,Ci =aib’,C')= a'bj 分 别 为 2 阶 协 变 张 量 .2 阶 逆 变 张 量 ,1 次 协 变 1 次 
逆 变 的 2 阶 混合 张 量 、1 次 逆 变 1 次 协 变 的 2 阶 混合 张 量 , 并 证 明 它 们 是 同一 个 2 
阶 张 量 C 的 不 同 分 量 。 

1.14 设 Twu、T”、Ti、T4 分 别 为 2 次 协 变 .2 次 逆 变 ,1 次 协 变 1 次 逆 变 .1 
次 逆 变 1 次 协 变 的 2 阶 张 量 ,mx 、n* 分 别 为 协 变 和 逆 变 矢量 , 试 证 明 : 

丰 二 AT = ATE 在 三 PT = mkT4 

g = Tun* = 了 Tinak， 9 = 了 kak = 了 Cn 
分 别 是 协 变 矢量 、 逆 变 矢量 、 协 变 矢量 、 逆 变 矢量 ;再 证 明 t1(9q,) 和 1'(q') 是 同一 
矢量 +(q) 的 不 同 分 量 。 

1.15 设 2 阶 系统 T% 将 任意 的 协 变 矢量 nx 按 上 题 中 的 第 二 式 即 1 = nxT% 
都 映射 为 协 变 矢量 44, 试 证 明 2 阶 系统 区 必 为 1 次 逆 变 1 次 协 变 的 2 阶 混合 张 
量 。 并 对 上 题 中 的 其 他 7 式 给 出 商法 则 的 类 似 表述 和 证 明 。 

1.16 设 1 阶 系统 n* 将 任意 的 2 阶 协 变 张 量 Tu 按 1.14 题 中 的 第 一 式 即 1 
=kTu 都 映射 为 协 变 矢量 , 试 证 明 一 阶 系统 n* 必 为 逆 变 矢量 。 并 对 1.14 题 中 
的 其 他 7 式 给 出 商法 则 的 类 似 表述 和 证 明 。 

1.17 设 对 任意 的 矢量 a 和 2 阶 张 量 T, 都 有 Ta=a'S, 即 S=TT, 试 
证 明 ， 

SS 


1.18 设 ei、es、es 是 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 中 的 么 正 基 ,B = e ,= 从 o + 
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他 =es。 
(1) 试 求 出 由 旧 基 e; 到 新 基 e@j 的 协 变 系数 矩阵 [c 和 和 逆 变 系数 矩阵 [Bf]; 
(2) 求 出 新 的 逆 变 基 z; 
(3) 求 出 新 基 中 的 度量 张 量 表达 式 [8y ] 和 [8* ]; 


1 
(4) 设 2 阶 对 称 张 量 T 在 新 基 e; 中 的 逆 变 分 量 为 [了 ] = 0 ol wa 
0 
其 协 变 分 量 [Ty ] 和 混合 分 量 [75]、CT;i]; 
(5) 设 有 一 2 阶 正 交 张 量 Q, 其 在 笛 卡 尔 坐 标 系 e; 中 的 分 量 为 
0 


向 NSIS 
六 NIG 


[QJ]= | 


和 


Sd 
™| 


0 1 
试 求 出 Q 在 新 基 ei 中 的 表象 [Qs]、[Q’]、[Q;']、[Q']。 
1.19 设 A.B 为 2 阶 张 量 ,X、k 为 标量 , 试 证 明 MA + pB 为 2 阶 张 量 ,例如 
441 + HB 为 2 阶 协 变 张 量 。 
1 
| 阶 张 


0 0 
量 T 和 2 阶 对 称 张 量 P 的 协 变 分 量 分 别 为 [Ty]= ' 1 sce 
0 


1.20 设 在 某 一 坐标 系 中 度量 张 量 的 协 变 分 量 为 [8y ] = E 


DD- 


0 
' 1 | 试 求 出 2 阶 张 量 和 P 其 他 分 量 所 组 成 的 矩阵 以 及 T" 各 分 量 所 组 
| 
成 的 矩阵 。 

1.21 试 证 明 2 阶 张 量 的 和 分 解 定理 , 即 任意 2 阶 张 量 T 都 可 以 分 解 为 对 称 
张 量 A 和 反对 称 张 量 B 之 和 : 

T=A+B 

其 中 
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4A= 志 CT+TTD，B= 喜 CT-TT) 
且 这 种 和 分 解 是 唯一 的 。 


1.22 以 z' 和 xi 分 别 表示 直角 笛 卡 尔 坐标 和 


过 
斜 角 曲 线 坐标 ,二 者 通过 如 下 线性 变换 相 联系 : 


V3 
zt z= 六 2Z3 = x 2 
(CD 证 明 由 币 卡 尔 坐 标 到 斜 角 曲 线 坐标 的 协 变 
系数 逢 阵 和 逆 变 系数 矩阵 分 别 为 
1 去 0 
“= [22" 1 
[es]= [和 = 0 乓 0 
0 1 
We 
2 1 霹 0 
了 | 
[B® = [和 天]- 0 本 0 
0 0 1 


el = 三， e2 三 均 刁 + 交 忆 ， es = 


， 7 
V3 V3 
1 村 1 ,可 2 
1 2 0 3 3 0 
[gs]= |1 s Le]=|-2 4 
2 1 0 3 3 0 
0 0 0 0 1 


(3) 对 直角 笛 卡 尔 坐 标 中 的 单位 矢量 n= iLcos9 + izsin9, 求 出 n 在 斜 角 曲 线 
坐标 中 的 各 种 物理 分 量 ; 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 中 


T™, Ty 
(4) 对 直角 笛 卡 尔 坐 标 中 的 平面 应 力 状 态 [T') ] = 区 Ts | 
0 0 0 


曲线 坐标 中 的 应 力 张 量 分 量 [ 7]、[T5]、`[T2]\[75] 以 及 各 类 物理 分 量 。 


0 1 
1.23 设 在 球 坐 标 中 Cauchy 应 力 张 量 的 协 变 分 量 为 [Ts ] = E 3 中 
0 
试 求 : 
(1) 其 他 分 量 L[T2 ]、 [LT5]、 LT]; 
(2) 其 物理 分 量 [T5 刀 ] 。 
1.24 设 4.B 为 2 阶 张 量 ,Ai(B)) 47CBDD、 AiCBi)、 AICB5) 分 别 为 其 
协 变 分 量 . 逆 变 分 量 .第 一 种 混合 分 量 和 第 二 种 混合 分 量 , 试 证 明 : 
Py = hiB1 = hiB1，PL = A’B;' = 4A0BI 
Pi = AsB' = AiiB;', P'i = ABr = AijBl 
分 别 为 具有 相应 变异 特性 的 2 阶 张 量 。 
1.25 设 2 阶 系统 Bi 按 上 题 中 的 第 一 式 即 Pa = 45B/ 将 任意 的 2 阶 协 变 张 
量 4 都 映射 为 2 阶 协 变 张 量 Pa , 试 证 明 2 阶 系统 Bi 必 为 1 次 逆 变 1 次 协 变 的 2 
阶 混合 张 量 。 并 对 上 题 中 的 其 他 7 个 公式 进行 商法 则 问题 的 类 似 表述 和 证 明 。 
1.26 设 3 为 第 二 类 P-K 应 力 张 量 的 逆 变 分 量 ,En 为 L 氏 应 变 张 量 的 协 变 
分 量 , 弹 性 材料 的 本 构 关 系 为 5 = 5 (Ex )。 试 证 明 :材料 的 弹性 模 量 张 量 


ML 二 22 必 为 4 阶 逆 变 张 量 
Ex 入 


1.27 设 hi 为 热流 矢量 的 协 变 分 量 ,gj 为 温度 E 式 梯度 的 协 变 分 量 , 热 流 的 
本 构 关系 为 Ai = hi (8;)。 试 证 明 : 材料 的 热传导 张 量 ki 二- 3t 必 为 2 阶 混 
合 张 量 。 

1.28 试 证 明 ( 即 式 (1.4.12)): 

Ay =ei*A*e;=(A.e)*ei, 4 =e。 4.el= (4。e1)。e: 

hj =ei heli=(4.e)ei A'i=e'.A.e=(A.e).e' 

Cn = [CC.et) .eei= et [ei (ei* C)]=… 

CA = [CC et)ve].e=et [el (ei C)]=… 

1.29 设 了 为 2 阶 张 量 , 试 证 明 T% 和 7Tz 都 是 标量 ,而 且 是 同一 标量 。 
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1.30 设 对 任意 的 2 阶 协 变 张 量 As ,2 阶 系统 Bii 都 按 映射 关系 AiBi = Ci 
将 之 映射 为 2 阶 协 变 张 量 Ca , 试 证 明 :2 阶 系统 Bi 必 为 2 阶 混合 张 量 。 

1.31 设 对 任意 的 2 阶 协 变 张 量 Tiy ,都 有 TsM’ = 到 为 一 标量 , 试 证 明 :2 阶 
系统 My 必 为 2 阶 逆 变 张 量 。 

1.32 试 证 明 ; ex = ei* (ej Xex) 和 ee 类 =e:。(e/l Xe*) 分 别 为 3 阶 协 变 和 3 
阶 逆 变 张 量 。 并 由 此 证 明 2 阶 反 对 称 张 量 W 和 矢量 w 存在 着 如 下 一 一 对 应 的 对 
偶 关系 : 

Wi = 一 eicok 

即 如 果 w* 为 逆 变 矢量 , 则 由 上 式 所 确定 的 2 阶 系统 Wi (显然 是 反对 称 的 ) 必 是 2 
阶 协 变 张 量 ;反之 ,如 果 Wi 为 2 阶 反对 称 张 量 , 则 满足 以 上 映射 关系 的 1 阶 系统 
w* 必 是 道 变 矢 量 。 再 由 上 式 出 发 证 明 : 


we = 一 ew 


1.33 设 对 任意 的 逆 变 矢量 a' ,由 2 阶 对 称 系统 Ey = Ej 所 作出 的 二 次 型 都 

恒 为 0, 即 
a'iEyai = 0 
试 证 明 必 有 E; =0。 

1.34 参照 本 书 中 以 一 点 处 协 变 基 为 棱 的 征 四 面体 的 动量 守恒 直接 引入 
Cauchy 应 力 张 量 T 的 逆 变 分 量 7 和 混合 分 量 T” 的 方法 , 试 以 一 点 处 的 逆 变 基 为 
棱 的 微 四 面体 的 动量 守恒 直接 引入 Cauchy 应 力 张 量 T 的 协 变 分 量 Ty 和 混合 分 
量 T7 。 

1.35 对 柱 坐 标 x': 

i arctan (到 )， 2X3 = 23 


村 


和 ， 2 = Asinx?, 2Z3 =x 


(1) 求 出 ei; = gti ,e! = it; 


(2) 求 出 六 

(3) 求 出 柱 坐 标 中 的 第 二 类 克里斯托弗 记号 ,并 将 下 II3 分 别 以 矩阵 
表示 。 

1.36 对 球 坐 标 x': 


= + We arctan( 27 27), 到 汉 arctan 厂 
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Zz! = Xlsinx2cosx3， 2z? = Xlsinx2sinx3， Z3 = Xx!cosx? 
(GD 求 出 ei = et =9i*; 
(2) 求 出 gy 和 g*, 并 以 矩阵 表示 ; 
。 (3) 求 出 球 坐标 中 的 第 二 类 克里斯托弗 记号 ,并 将 巧 、T、I 分 别 以 矩阵 
表示 。 
1.37 试 从 介质 中 某 点 处 以 e' 为 棱 的 微 四 面体 的 动量 守恒 出 发 ,直接 引入 
Cauchy 应 力 张 量 的 协 变 分 量 Ty 和 混合 分 量 Ti 。 
1.38 试 导 出 第 二 类 克里斯托弗 记号 的 坐标 变换 公式 : 
axlaxn azEt OX 32xl 
gx 3z dx" " Ax!' 3513 天 
1.39 通过 求 3 阶 张 量 T= Tijt ei ei ek = Ti*e' ei ek =… 对 坐标 的 偏 导数 ， 
并 利用 基 矢 量 的 微 商 公式 和 商法 则 ,导出 协 变 导 数 Ti* |,、Ti*|, 等 的 表达 式 , 并 
说 明 其 张 量 特性 。 
1.40 ” 试 证 明 式 (1.11.8c) 和 式 (1.11.9c), 即 设 a、v 为 任意 矢量 , T 为 任意 
的 2 阶 张 量 , 试 证 明 : 
a (TW = Ia, CT5) aa=a CT) 
1.41 试 证 明 :对 任意 的 2 阶 张 量 A, 都 有 (A 1)T= (AT)-!。 
1.42 试 由 矢量 » 的 散 度 divv 和 旋 度 roty 的 物理 定义 出 发 , 即 由 公式 


se A 
am= 妈 填 mdS， (roty)。 四 圳 dl 


出 发 ,导出 divw 和 roty 在 直角 向 卡尔 坐标 和 正 交 曲线 坐标 中 的 表达 式 。 
1.43 试 由 2 阶 张 量 T 的 散 度 divT 的 物理 定义 出 发 , 即 由 公式 


eo 
divT = 四 邦 *，PmdS 
出 发 ,导出 divT 在 直角 笛 卡 尔 坐 标 和 正 交 曲 线 坐标 中 的 表达 式 。 


1.44 试 导 出 2 阶 张 量 T 的 旋 度 rotT==Y x T 在 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 和 正 交 
曲线 坐标 中 的 表达 式 。 


= 
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2.1 构 形 和 运动 描述 


2.1.1 构 形 和 运动 描述 


在 连续 介质 力学 中 ,物体 被 看 做 是 “粒子 ”( 或 “ 微 团 ”) 的 连续 集合 。 这 些 连 续 
介质 中 的 所 谓 “ 粒 子 ” 在 微观 上 要 足够 地 大 , 即 它们 要 包含 足够 多 的 微观 粒子 (分 
子 、 原 子 、 离 子 等 ) ,以 保证 这 样 的 “粒子 ”的 各 种 物理 量 在 任 一 时 刻 都 有 一 个 宏观 上 
的 统计 表 观 值 ;它们 又 要 在 宏观 上 是 足够 地 小 ,以 致 可 以 视 作 几 何 上 的 “点 ”, 从 而 
允许 我 们 应 用 场 论 的 研究 方法 。 我 们 把 任 一 时 刻 , 每 一 个 物体 所 占 的 空间 区 域 连 
同 它 的 全 部 粒子 在 此 区 域 中 的 位 置 的 相应 分 配 , 称 为 此 物体 的 一 个 构 形 
(configuration) 。 把 物体 某 一 特定 时 刻 的 构 形 (通常 取 其 未 变形 的 构 形 ) 称 为 初始 
构 形 或 参考 构 形 (original or reference configuration), 记 为 B, 而 把 物体 在 任 一 时 
刻 t 的 构 形 称 为 瞬时 构 形 或 当前 构 形 (instantaneous or current configuration) ， 
记 为 b。 为 了 描述 一 个 粒子 在 参考 构 形 和 现时 构 形 中 的 位 置 ,我 们 可 以 在 欧 几 里 “ 
德 空间 的 参考 构 形 和 瞬时 构 形 中 各 取 一 坐标 系 ,习惯 上 人 们 分 别称 二 者 为 拉 格 朗 
日 (Lagrange) 坐 标 系 和 欧 拉 (Euler) 坐 标 系 ( 以 后 简称 L 氏 坐 标 系 和 下 氏 坐 标 系 )， 
而 称 粒子 初始 时 刻 在 L 氏 坐 标 系 中 的 坐标 为 L 氏 坐 标 , 称 粒子 在 EE 氏 坐 标 系 中 的 
坐标 为 己 氏 坐标 。 需 要 指出 的 是 这 两 个 坐标 系 可 以 相同 也 可 以 不 同 , 可 以 是 直角 
第 卡尔 坐标 系 ,也 可 以 是 任意 的 曲线 坐标 系 。 我 们 将 以 X 和 x 分 别 表示 粒子 在 初 
始 构 形 中 对 某 一 参考 点 的 位 置 矢量 及 其 在 瞬时 构 形 中 对 某 一 参考 点 的 位 置 矢量 ， 
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而 以 XX' 和 zx: 分 别 表示 粒 子 的 工 氏 坐标 和 三 氏 坐 标 。 如 果 L 氏 坐标 系 和 下 氏 坐 
标 系 都 是 直角 笛 卡 尔 坐标 系 , 则 X' 和 x 将 分 别 是 粒子 的 初始 位 置 矢量 XX 和 瞬时 
位 置 矢量 x 在 相应 坐标 系 中 的 笛 卡 尔 分 量 ; 但 需 注意 ,当世 氏 坐标 系 和 下 氏 坐标 系 
都 是 曲线 坐标 系 时 , 则 X' 和 x’ 只 表示 粒子 在 相应 曲线 坐标 系 中 的 L 氏 坐 标 和 下 
氏 坐 标 ,但 它们 并 不 是 位 置 矢量 X 和 x 的 逆 变 分 量 , 而 我 们 之 所 以 在 曲线 坐标 系 
中 对 位 置 矢量 仍 用 记号 X 和 x, 只 是 为 了 和 笛 卡 尔 坐 标 系 中 的 位 置 矢 量 记号 相 一 
致 ,而 今后 的 大 部 分 内 容 都 是 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 进行 叙述 的 。 为 了 清楚 起 见 ,我们 
将 分 别 以 英文 大 小 写 指标 来 表示 与 工 氏 坐标 系 和 下 氏 坐标 系 有 关 的 分 量 。 为 了 
描述 的 普遍 性 ,我 们 在 2.1 节 和 2.2 节 中 将 在 一 般 的 曲线 坐标 系 中 进行 叙述 ;但 为 
了 突出 物理 概念 和 减少 数学 上 的 繁杂 性 ,在 本 书 2.3 节 及 以 后 的 全 部 章节 中 ,我们 
将 直接 在 直角 笛 卡 尔 坐标 系 中 进行 叙述 ,但 是 有 了 第 1 章 张 量 分 析 的 知识 以 后 , 读 
者 是 不 难 写 出 有 关内 容 在 一 般 坐标 系 中 的 表述 的 。 
我 们 可 以 把 粒子 在 参考 构 形 中 的 位 置 矢量 X (或 坐标 X') 作 为 它 的 名 称 ,而 
将 之 简称 为 粒子 X( 或 六 ')。 物 体 的 运动 规律 可 由 各 粒子 在 参考 构 形 中 的 位 置 撩 
量 X( 或 坐标 X') 和 其 在 时 刻 ! 的 瞬时 位 置 矢量 x (或 坐标 x') 间 的 映射 关系 所 
给 出 : 
X= xX(X,1), Xi = xi(X',1) x 
X= XC(x,t), X! = X'(x',t) (2.1.2) 
式 (2.1.1) 的 含义 是 :初始 时 刻 位 置 矢量 为 X( 或 L 氏 坐 标 为 X') 的 粒子 在 t 时 刻 
到 达 位 置 撩 量 为 x( 或 E 氏 坐标 为 x') 的 地 方 。 式 (2.1.2) 的 含义 是 :t 时 刻 到 达 位 
置 矢 量 为 x( 或 玉 氏 坐标 为 * ) 的 粒子 在 初始 时 刻 的 位 置 矢量 为 (或 氏 坐 标 为 
X')。 除 了 都 以 时 间 t 为 参数 以 外 , 式 (2.1.1) 和 式 (2.1.2) 分 别 是 以 工 氏 位 置 矢 
量 X( 或 L 氏 坐标 X') 和 EE 氏 位 置 矢量 x( 或 EE 氏 坐 标 x') 为 自 变量 而 对 介质 运动 
规律 的 描述 ,我 们 可 分 别称 它们 为 介质 运动 规律 的 工 氏 描述 和 下 氏 描述 。 当 然 ， 
也 可 把 式 (2.1.2) 称 为 介质 的 逆 运 动 描述 。 
类 似 于 对 介质 运动 规律 的 工 氏 描述 和 下 氏 描 述 ,我 们 将 任 一 物理 量 三 作为 工 
氏 坐标 和 时 间 t 的 函数 的 描述 方法 称 为 L 氏 描 述 或 物质 描述 : 
三 = fxX,0), f= fx',1) (2.1.3) 
将 任 一 物理 量 了 作为 三 氏 坐 标 和 时 间 t 的 函数 的 描述 方法 称 为 EE 氏 描 述 或 空 
间 描 述 : 
= xz， f= fxi,t) (2.1.4) 
在 连续 介质 力学 中 ,清楚 认识 工 氏 描述 和 下 氏 描述 的 不 同 是 十 分 重要 的 。 
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2.1.2 随 体 导数 


我 们 把 跟随 一 个 确定 的 粒子 所 感受 到 的 某 物理 量 f 随时 间 的 变化 率 称 为 量 f 
的 随 体 导数 或 物质 导数 (material derivative) , 常 以 量 f 上 加 一 点 表示 之 , 即 记 为 


f。 在 工 氏 描述 中 ,一 个 确定 的 粒子 即 是 对 应 一 个 初始 构 形 中 确定 的 位 置 矢量 X 
(或 坐标 X7) , 故 工 氏 描述 中 了 的 随 体 导数 即 为 

_ [afCX,D1 _ Ta Faf(x 1] raf 

j= [352] = [0], 7= ,= [区 ]。 .15 


at atjx 3tJx 
即 在 L 氏 描述 之 下 任意 物理 量 f 的 随 体 导数 等 于 其 对 时 间 1 的 偏 导数 。 特 别 地 ， 
当 取 式 (2.1.5) 中 的 f 为 粒子 X 的 瞬时 位 置 矢量 x 和 瞬时 速度 矢量 v= 时 ,我 们 
便 有 


=x(X,D) = [HE],, v=xX,D)= [GF] (2.1.6) 


?= XXX,D = [3 ] ，? = X= [RR], C2.1.6b) 


其 中 v 和 5 分 别 代表 粒子 X 的 速度 和 加 速度 。 
但 是 当 我 们 采用 EE 氏 描 述 (2.1.4) 式 时 , 量 f 的 随 体 导 数 显然 并 不 等 于 其 对 时 
间 1 的 偏 导数 , 即 
了 学 [2 2] 


at 
因为 [ 2 人 :2 ] 只 是 我 们 在 一 个 确定 的 空间 位 置 x 感受 到 的 量 太 随时 间 的 变化 


率 , 而 在 不 同 的 时 刻 经 过 同一 空间 位 置 x 的 粒子 显然 是 不 同 的 。[ 31 马 ] 称 为 


量 f 在 x 的 局 部 导数 。 为 了 得 到 在 E 氏 描述 (2.1.4) 式 下 任意 量 f 的 随 体 导数 ,我 
们 可 以 把 式 (2.1.1) 代 入 式 (2.1.4) 从 而 将 其 转换 为 量 了 的 工 氏 描述 , 即 

f= flx(X,t),1]=f(X,1) (2.1.7a) 
利用 式 (2.1.5), 对 式 (2.1.7a) 求 随 体 导数 并 利用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 ,我 
们 有 


。_ rafCXK,D1 _ rafcxD] ,Faflxst)1 Fax(X,t) 
7= [2 ] [2 ]. + 区区 | 
利用 式 (2.1.6), 上 式 中 的 最 后 一 个 因子 恰 为 粒子 速度 再 注意 此 式 中 引 即 量 / 
在 瞬时 构 形 或 E 氏 坐 标 中 的 梯度 , 故 上 式 即 
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BD 。 ea 


式 中 的 了 表示 E 氏 坐 标 中 向 左 求 导 的 梯度 算 子 。 由 于 (f 了 ). v=v. (了 月 , 故 有 
第 二 式 。 

如 果 采 用 曲线 坐标 而 不 是 位 置 矢量 来 描述 介质 的 运动 , 则 E 氏 描 述 转换 为 L 
氏 描 述 的 公式 (2.1.7a) 式 将 变 为 

f= flxi(X',1),1]=f(X',1) (2.1.7b) 

于 是 对 复合 函数 (2.1.7b) 式 求 随 体 导数 ,并 利用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 ,我 们 
即 有 

> _ [af 和 D1 rafl',n) a9f(x',t)] Fax' (X',1) 

eg le 


at at 


-的 区 ] -区 ,+5 


at Xi dt。 
即 
EA EA (2.1.8b) 
式 (2.1.8b) 是 (2.1.8a) 在 曲线 坐标 中 的 表达 形式 , 它 也 可 直接 由 式 (2. 1. 8a) 
转换 为 张 量 方程 的 分 量 形式 而 写 出 。 
如 前 所 述 ,方程 (2.1.8) 中 的 第 一 项 称 为 量 了 的 局 部 导数 (local derivative) , 它 
代表 量 f 在 粒子 于 瞬时 构 形 中 的 位 置 x( 或 x') 处 随时 间 的 变化 率 ,由 场 的 不 定常 
性 所 引起 ;方程 (2.1.8) 中 的 第 二 项 称 为 量 f 的 迁移 导数 (convection derivative)， 


它 是 由 于 粒子 在 具有 梯度 有 也 或 9 了 的 不 均匀 场 中 以 质点 速度 v 迁移 所 引起 。 所 
以 式 (2.1.8) 表 示 , 当 采用 量 的 E 氏 表述 时 ,任意 量 的 随 体 导 数 等 于 其 局 部 导数 和 
迁移 导数 之 和 。 


我 们 指出 , 式 (2.1.8a) 中 的 量 可 以 是 任何 阶 的 张 量 ,此 时 了 的 梯度 太 Y 应 理 


解 为 张 量 f 和 梯度 算 子 了 的 外 积 。 例 如 ,对 速度 矢量 v, 式 (2.1.8a) 和 式 (2.1. 8b) 
可 分 别 写 为 


v= [Ft r= [PF] tr (2.1.9a) 
v= [Pt v= [PF], + vw) (2.1.9b) 


当然 , 式 (2.1.9b) 也 可 直接 由 (2.1.9a) 写 为 曲线 坐标 中 的 分 量 形式 而 得 出 。 式 
(2.1.9) 右 端的 两 项 分 别 代表 粒子 的 局 部 加 速度 和 迁移 加 速度 。 
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2.2 变形 梯度 张 量 


本 节 将 重点 介绍 对 同一 粒子 在 两 个 不 同 构 形 中 所 建立 的 “两 点 曲线 坐标 系 ” 和 
“两 点 张 量 ” 的 概念 ,并 介绍 两 个 最 重要 的 两 点 张 量 :漂移 张 量 和 变形 梯度 张 量 。 


2.2.1 两 点 坐标 系 和 两 点 张 量 


如 图 2.1 所 示 。 设 介质 在 初始 构 形 有 中 的 菜 粒 子 P 于 + 时 刻 到 达 朋 时 构 形 b 
中 的 位 置 处 。 为 了 描述 粒子 在 初始 构 形 中 的 位 置 ,我 们 建立 一 个 笛 卡 尔 坐标 系 
OZ!Z2Z?, 其 么 正 基 撩 量 为 五 .Is 、; 在 初始 构 形 中 以 函数 X = X'(z') 可 建立 
一 个 曲线 坐标 网 ,粒子 P 处 曲线 坐标 系 的 协 变 基 失 量 为 di、d;、d; ,粒子 P 相对 于 
和 卡尔 系 坐标 原点 O 的 位 置 矢量 记 为 天 。 我 们 将 坐标 Z/ 和 X' 分 别称 为 氏 笛 
卡尔 坐标 和 L 氏 曲 线 坐标 。 为 了 描述 粒子 在 瞬时 构 形 中 的 位 置 ,我 们 建立 另 一 个 
笛 卡 尔 坐标 系 ozlz2z3 ,其 么 正 基 矢量 为 ih、 记 、 训 ;在 瞬时 构 形 中 以 函数 x = 
x'(z') 可 建立 另 一 个 曲线 坐标 网 , 粒子 处 该 曲线 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 为 el .ex、 
es, 粒子 相对 于 笛 卡尔 系 坐标 原点 的 位 置 矢量 记 为 x。 我 们 将 坐标 z! 和 x+ 分 
别称 为 E 氏 笛 卡尔 坐标 和 E 氏 曲线 坐标 。 这 样 我 们 就 对 同一 粒子 在 初始 构 形 和 
瞬时 构 形 中 的 两 个 不 同位 置 点 分 别 建立 了 荆 氏 和 E 氏 两 个 不 同 的 曲线 坐标 系 , 即 
“两 点 坐标 系 ”。 

根据 第 1 章 中 张 量 分 析 的 知识 ,我 们 可 以 求 出 L 氏 坐 标 系 当中 的 协 变 基 撩 量 
dx = 引 ,从 而 求 出 相应 的 工 氏 首 变 基 矢 量 d= 了 -ediX 山 ( 当 工 氏 坐 标 


系 为 右手 系 时 ) ,进而 求 出 LL 氏 度量 张 量 G 的 分 量 Gr = di * d,、G”=d'. d’、 


G4= 4 .di= 时 ,以 及 工 氏 第 二 类 克 里 斯 托 记号 TY = 94 。dx 等 等 ;相应 地 ， 


我 们 也 可 以 求 出 E 氏 坐标 系 当中 的 协 变 基 矢 量 ex = 汪 ,从 而 求 出 相应 的 E 氏 逆 

变 基 矢量 e* -2 Xei( 当 下 氏 坐标 系 为 右手 系 时 ) ,进而 求 出 E 氏 度量 张 

量 g 的 分 量 gjy=ei* ej、8” =e'*ei、gj=e'*e@j= 人 ,以 及 E 氏 第 二 类 克 里 斯 托 
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记号 = 2 。 et, 等 等 。 在 上 面 的 各 式 中 ,我 们 分 别 以 G.8 表示 行列 式 G = 
1Gul 和 g= gul. 


图 2.1 


类 似 于 张 量 G 和 8 ,我 们 可 以 建立 联系 L 氏 坐 标 系 和 E 氏 坐 标 系 的 所 谓 两 点 
度量 张 量 , 通 常 称 为 漂移 张 量 (shifter tensor) ,分 别 以 S 和 s 表示 之 ,其 定义 如 下 : 
Sy = di*e)=ej*di= sy 
S14= die/=eled'= st 
Si = di*ei=ei.d,=s/ 
$1 = di*e)=e*d'=s; 

在 世 氏 坐标 的 坐标 变换 之 下 ,di 和 d’ 分 别 满足 1 次 协 变 和 1 次 逆 变 规则 , 故 Gy 、 
G7 .G! 分 别 是 氏 坐 标 中 的 2 阶 协 变 、2 阶 逆 变 和 2 阶 混合 张 量 ;在 下 氏 坐 标的 
坐标 变换 之 下 ,e; 和 e' 分 别 满足 1 次 协 变 和 1 次 逆 变 规则 , 故 gy 、84、8} 分 别 是 忆 
氏 坐标 中 的 2 阶 协 变 、2 阶 逆 变 和 2 阶 混 合 张 量 。 类 似 地 ,容易 证 明 :在 工 氏 坐标 
和 巨 氏 坐标 同时 进行 坐标 变换 时 ,SY = 5 将 是 对 工 氏 坐标 1 次 协 变 对 EE 氏 坐 标 1 
次 逆 变 的 2 阶 张 量 ,对 其 他 各 量 的 张 量 特性 可 类 似 说 明 。 像 这 种 和 两 点 坐标 系 相 
关联 的 张 量 我 们 称 之 为 两 点 张 量 (double or two-point tensor) , 即 漂移 张 量 S 和 s 
都 是 两 点 张 量 。 而 根据 定义 显然 它们 是 两 个 互 为 转 置 的 张 量 , 即 S = sT。 
我 们 容易 写 出 di 和 d’ 与 e 和 e: 互相 线性 表达 的 如 下 式 子 : 


(2.2.1) 
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dr =Siel=siei，d = Sre; = sirej, 

d'= S'ei = sjlei, d' = Siej = siej 

ei = sud!’ = Sysd!’. e; = sid, = Sid， 

= nd’ = S/d!, er = ;= 5d; 

式 (2.2.2) 说 明 : 漂 移 张 量 S 和 s 恰 是 把 同一 粒子 在 L 氏 坐标 中 的 基 矢 量 和 下 

氏 坐 标 中 的 基 矢 量 相互 联系 (或 相互 漂移 的 ) 的 变换 系数 或 二 阶 系统 。 而 且 容 易 证 

明 : 它 们 也 是 把 任意 张 量 的 某 一 L 氏 分 量 和 三 氏 分 量 相互 漂移 的 变换 系数 。 以 矢 
量 和 2 阶 张 量 T 为 例 ,利用 式 (2.2.2), 显 然 我 们 有 


(2.2.2) 


Vk = SAVK = SiKvk， Vv = SAKVK = stxvr 
Vk = Su = Svi, v= sy = SA (2.2.3) 
Ti = ssTr = siTIxs Th = SATa = SAT , 


式 (2.2.3) 表 明 : 漂 移 张 量 S 和 s 的 分 量 通过 约定 求 和 作为 一 个 映射 因子 起 着 
与 度量 张 量 G 和 8 的 分 量 类 似 的 作用 , 即 提升 指标 .下 降 指标 、 改 换 指标 的 作用 ,只 
不 过 是 把 L 氏 指标 提升 .下 降 、 改 换 为 EE 氏 指标 或 者 相反 。 从 这 个 意义 上 讲 ,我 们 
可 以 把 漂移 张 量 称 为 两 点 度量 张 量 。 

前 面 曾 指出 , 张 量 S 和 s 是 互 为 转 置 的 , 即 S = s7; 此 外 ,我 们 容易 证 明 它们 也 
是 互 逆 的 , 即 S$，s= G 或 5. S= 8g 恰 为 相应 坐标 中 的 度量 张 量 ( 即 单位 张 量 ) 。 
事实 上 ,例如 我 们 有 

1= dd,= Slei. Se: = S'S)6! = S18 = Ss 

即 G=S，s, 或 S 和 s 互 为 逆 张 量 。 因 此 我 们 可 以 说 S 或 s 都 是 所 谓 的 正 交 张 
量 。 但 是 我 们 强调 指出 :在 一 般 的 曲线 坐标 中 它们 的 任何 一 种 分 量 所 组 成 的 矩阵 
一 般 都 并 非 是 正 交 矩 阵 ; 只 有 当 工 氏 坐 标 和 下 氏 坐 标 都 是 笛 卡 尔 坐标 系 时 ,S= s™ 
是 么 正 基 到 么 正 基 的 变换 系数 ,它们 才 只 对 应 一 个 正 交 和 抢 阵 ;而 当 把 工 氏 坐标 和 下 
氏 坐 标 取 为 同一 个 笛 卡 尔 坐标 系 时 ,该 矩阵 S = s7 则 与 G、g 一 样 同 时 成 为 单位 矩 
阵 。 事实 上 , 当 工 氏 坐 标 和 下 氏 坐标 都 是 笛 卡尔 坐标 系 时 ,将 G=S vs=S'.ST 
写 为 指标 记 法 , 即 545, = 6w ,这 说 明和 矩阵 Sa 确 为 正 交 和 矩阵 ,此 时 因为 Gy = Su， 
8i = 95 我 们 常 以 直接 记 法 简写 为 G= T,8= 匡 而 当 取 氏 坐标 和 下 氏 坐标 为 同 
一 个 笛 卡 尔 坐标 系 时 ,我 们 有 Sa = 6 ,su = 09x 都 成 为 单位 矩阵 ,我 们 常 以 直接 记 
法 简 记 为 S = 了 此 时 工 氏 指标 和 氏 指标 的 区 别 也 就 不 存在 了 。 


2.2.2 变形 梯度 张 量 


现在 我 们 来 介绍 描述 介质 在 一 点 处 变形 特性 的 一 个 最 重要 的 两 点 张 量 一 一 变 
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形 梯度 张 量 。 设 介质 的 运动 规律 为 
X= xX(KX,1), x' = x'(X',t) (2.2.4) 
X= Xx,t), X' = X'(xi,t) (2.2.5) 
以 dX 表示 某 粒 子 P 附近 在 初始 构 形 中 的 一 个 微 线 元 矢量 ,在 介质 运动 和 变形 后 
成 为 瞬时 构 形 中 p 附近 的 微 线 元 矢量 dx, 则 : 
dX = dX'd,, dx = dxiei 


= 三。 1 = Ox' gy 
dx = 发 .ax，dr = 器 dx 


3% 
如 果 我 们 引入 记号 下 和 Fi 如 下 ， 

F = 家 =x9，F = 六 (2.2.6) 
则 有 

dx = 下 .dX，dxi = FidxX! (2.2.7) 


其 中 立 表 示 L 氏 坐 标 中 的 梯度 算 子 。 当 我 们 同时 对 工 氏 坐 标 和 王 氏 坐标 进行 如 
下 的 坐标 变换 时 ， 


天 站 证 和 二 证 (3 人 (2.2.8) 
则 根据 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 ,我 们 有 
可 zi zi j J zi Eh 


式 (2.2.9) 即 说 明 : 式 (2.2.6) 所 定义 的 量 FF 在 新 、 旧 坐标 系 中 的 分 量 Fi 和 
有 之 间 满 足 对 E 氏 坐标 一 次 逆 变 对 L 氏 坐标 一 次 协 变 的 变换 规则 , 即 Fi 是 一 个 
对 下 氏 坐 标 一 次 逆 变 对 L 氏 坐标 一 次 协 变 的 2 阶 混合 张 量 ,我 们 将 之 称 为 粒子 P 
处 的 变形 梯度 张 量 (deformation gradient tensor) 。 根 据 两 点 张 量 的 定义 ,变形 梯 
度 张 量 是 一 个 两 点 张 量 。 

式 (2.2.7) 的 意义 是 :变形 梯度 张 量 下 作为 一 个 2 阶 映射 系统 ,把 初始 构 形 当 
中 的 每 一 个 微 线 元 矢量 dX 都 映射 成 为 瞬时 构 形 中 的 微 线 元 矢量 dx。 故 量 下 包 
含 了 一 点 处 变形 的 全 部 信息 。 任 意 线 元 变换 的 这 个 解释 可 由 图 2.2 来 说 明 。 

至 于 变形 梯度 张 量 下 的 其 他 分 量 ,我们 可 以 通过 G、g、S、s 进行 有 关 指 标的 
上 升 . 下 降 ,改换 或 漂移 而 得 出 。 例 如 

F" = FG”, Fu= Fign, FY = FiS’ = Fo Fy = FoS = suF's 
(2.2.10) 

等 等 。 对 于 FT ,我 们 有 
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Fr = (FoeidOT = Fud'es, (FED)7 = FF, (2.2.11) 


其 他 分 量 也 可 通过 G、g、S、s 进行 有 关 指 标的 上 升 、 下 降 、 改 换 或 漂移 而 得 出 ,我 
们 不 再 列 出 。 


号 A 
dr 7 人 
P 
图 2.2 线 元 的 变换 和 逆 变 换 


2.2.3 变形 梯度 张 量 的 逆 张 量 


设 介质 的 运动 规律 为 
X= X(Xt)， 2 = x'(X',1t) (2.2.12) 
如 果 函 数 x'(X',1) 的 雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 /不 为 0, 即 
/=| 关 |z。 (2.2.13) 
则 (2.2.12) 式 存在 着 唯一 的 反 函数 , 它 可 描述 介质 的 逆 运 动 , 简 记 为 
X= Xx,t), X= Xx',t) (2.2.14) 


除了 坐标 之 间 的 反 函 数 关系 之 外 ,我 们 在 形式 上 也 写 出 了 初始 位 置 矢量 和 瞬 
时 位 置 矢量 之 间 的 反 函 数 关系 。 满 足 (2.2. 13) 式 即 J 天 0 的 运动 称 为 非 奇 异 的 运 
动 ,如 果 />0, 则 (2.2.12) 式 称 为 正则 的 非 奇异 运动 。 

对 非 奇异 的 运动 ,我 们 有 


ax -= aX' 


dX = (Sx): a = XV dr, dX’ = Ed 
如 果 我 们 引入 记号 F ?和 (F717)' 如 下 : 
-= OX x 1)1 = aX’ 
让 = 人 =X9，(FD) 人 = 部 (2.2.15) 
则 有 
dX = Fi.dx, dX'= (Fdxi (2.2.16) 


其 中 了 是 E 氏 坐标 中 的 梯度 算 子 。 容 易 说 明 : 当 我 们 同时 对 工 氏 坐标 和 EE 氏 坐标 
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进行 坐标 变换 (2.2. 8) 式 时 ,(2.2.15) 式 所 定义 的 量 (F-) 六 是 对 工 氏 坐标 1 次 逆 
变 对 王 氏 坐标 一 次 协 变 的 2 阶 张 量 , 它 也 是 一 个 两 点 张 量 ,我们 称 之 为 变形 梯度 张 
量 的 逆 张 量 。 我 们 将 开 -: 称 之 为 下 的 逆 张 量 是 恰当 的 ,这 是 因为 

;1 Ox' _ ax' OX’ _ aX' _ OX' axi = ys 
= 信和 和 8-F'F', G=Fi.F 


(2.2.17) 
即 它们 的 点 积 等 于 度量 张 量 。 
式 (2.2.16) 的 意义 是 :变形 梯度 张 量 的 逆 张 量 F-! 作 为 一 个 2 阶 映 射 系统 ,把 
瞬时 构 形 当中 的 每 一 个 微 线 元 矢量 dx 都 映射 成 为 初始 构 形 中 的 微 线 元 矢量 dX， 
即 它 是 映射 E 的 逆 映 射 。 线 元 dx 到 dX 的 逆 映 射 关 系 也 可 由 图 2.2 来 说 明 。 


2.2.4 微 体 元 和 微 面 元 的 变换 


式 (2.2.7) 和 式 (2.2.16) 分 别 通过 变形 梯度 张 量 下 和 其 逆 张 量 F-! 建 立 了 初 
始 构 形 中 的 微 线 元 dX 和 瞬时 构 形 中 的 微 线 元 dx 间 一 一 对 应 的 映射 关系 。 下 面 
我 们 将 说 明 : 初 始 构 形 和 瞬时 构 形 中 的 微 体 元 和 微 面 元 的 映射 关系 ,也 是 由 下 和 
下 所 决定 的 。 

不 妨 假设 工 氏 坐标 系 和 下 氏 坐 标 系 都 取 为 右手 系 。 在 初始 构 形 中 任 取 3 个 不 
共 面 的 微 线 元 dX.d 和 Xd 时, 设 其 体积 为 dV ,变形 后 分 别 成 为 瞬时 构 形 中 的 微 线 
元 dx.dx.d 交 ,体积 为 dv。 则 由 式 (2.2.6) ,我 人 有 


dx = Fiud xX’, dx = Fld xX’, dx = Fixd X* (a) 
设 dXX.d 关 、d 成 右手 系 , 则 有 
dV = dX (dXxdX)= VGemd X'd Xd xX" (b) 


对 dx、d*,d x 成 右手 系 和 左手 系 的 情况 ,我 们 将 分 别 有 
dy =+dx* (dxXdx) =+ Vgemdx' dx'dx* = 土 VgewnF Fl PirdX'dX’ dX" 


=+VgewxldX'dX'dX™ =+ /Bav (c) 
故 对 非 奇异 的 运动 ,我 们 有 
CA 7 
0< 虹 =+VE=1F1 (2.2.18) 


其 中 


I FI =+ YE§1/ (2.2.19) 
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称 为 变形 梯度 张 量 下 的 行列 式 。 由 于 恒 有 下 >0, 故 由 (2.2. 18) 式 可 见 ; 对 正则 


(J 之 0) 和 非 正则 (J<0) 的 非 奇 异 运 动 ,我 们 应 该 分 别 取 其 中 的 土 号 。 这 说 明正 则 
的 非 奇 异 运动 保持 瞬时 构 形 和 初始 构 形 为 同样 的 定向 , 非 正则 的 非 奇异 运动 则 使 
得 瞬时 构 形 与 初始 构 形 反 定 向 。 式 (2.2.18) 说 明 : | F 目的 物理 意义 是 由 初始 构 
形 到 瞬时 构 形 的 过 程 中 介质 微 元 体积 的 膨胀 比 , 它 是 与 工 氏 坐标 和 已 氏 坐 标的 变 
换 都 没有 关系 的 , 即 (2.2. 19) 式 所 定义 的 量 是 一 个 (两 点 ) 标 量 。 以 后 我 们 将 只 讨 
论 正则 的 非 奇 民运 动 , 故 (2.2.19) 式 也 取 + 号 。 


如 果 以 
dA = dXxd¥, da=dxrxds (d) 
分 天 宁 始 相 开 中 的 而 天 矢量 和服 形 中 的 和 元 和， 则 容易 证 明 : 
dA = THT "P= TAT Fd 
da= 1Fld4a.F2= IFIl (FD.dA (2.2.20) 
读者 可 作为 练习 证 明之 。 


2.2.5 直角 笛 卡 尔 坐标 系 中 的 相应 公式 


当世 氏 坐 标 系 和 下 氏 坐标 系 都 取 为 直角 笛 卡 尔 坐标 系 时 ,我 们 将 只 用 下 标 ， 
此 时 我 们 有 
Gy=6u, By = 6y, Sysx = Om, 
suSn=6x, G=1, g=1, I|FI|=J (2.2.21) 
式 (2.2.7)、 式 (2.2.16)、 式 (2.2.18)、 式 (2.2.20) 以 指标 记 法 写 分 别 为 


dxi = FudX,, dX = (Fr dz,0< 开 = = J 三 Fl (对 正则 的 运动 ) 
(2.2.22) 
dA, = $daiFa, dai = JdAi(F Ds (2.2.23) 


2.3 变形 梯度 张 量 的 极 分 解 


为 了 突出 物理 概念 和 避免 过 于 繁琐 的 数学 表达 ,以 后 我 们 将 主要 在 笛 卡 尔 坐 
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标 系 中 进行 叙述 ,只 是 在 特别 需要 时 才 给 出 一 般 曲 线 坐标 中 的 表述 和 数学 形式 。 
在 笛 卡尔 坐标 系 中 ,2 阶 张 量 和 和 矩阵 有 着 一 一 对 应 的 关系 ,所 以 以 张 量 和 矩阵 叙述 
都 是 一 样 的 。 


2.3.1 极 分 解 定理 


我 们 将 首先 给 出 如 下 的 关于 可 逆 2 阶 张 量 的 极 分 解 定理 (polar 
decomposition theorem) ,并 以 两 点 张 量变 形 梯度 张 量 下 来 进行 叙述 。 
极 分 解 定理 ”任何 一 个 2 阶 可 逆 张 量 下 都 可 以 有 如 下 的 两 种 极 分 解 形式 : 
F=R.U (Fy= RxUnx) (2.3.1) 
F=V.R (Fi = ViRu) (2.3.2) 
其 中 U 和 V 是 正定 对 称 张 量 , R 为 正 交 张 量 ,而 且 这 两 种 极 分 解 形式 都 是 唯一 的 。 
我 们 将 分 解 式 (2.3.1) 式 和 (2.3.2) 式 分 别称 为 张 量 的 右 极 分 解 和 左 极 分 解 。 
证 明 我 们 首先 证 明 右 极 分 解 定 理 。 
由 给 定 的 2 阶 可 逆 张 量 ,我 们 可 定义 一 个 2 阶 张 量 C: 
C=FT.。F (Cy = FuFy) (2.3.3a) 
显然 张 量 C 是 对 称 的 : 
CT=(FT.F)T=FT.F=C (2.3.3b) 
同时 C 也 是 正定 的 ,这 是 因为 对 任意 的 非 零 矢量 XX 关 0, 如 下 的 2 次 型 f 都 恒 正 : 
f=X.C.X=X.Fr.F.X 
= (X.F).(F.X)=(F.X).(F. X)>0 
(可 逆 张 量 把 任意 的 非 零 矢量 六 去 0 都 映射 为 非 零 矢量 (F。X) 天 0, 其 长 度 恒 
正 。) 于 是 由 1.16.5 节 中 的 定理 三 ,正定 对 称 的 2 阶 张 量 C 必然 存在 唯一 的 正定 
对 称 平方 根 张 量 U, 即 


UV?=C, U=VC (UnxUp = Cy) (2.3.4) 
因为 U 是 正定 的 ,所 以 必然 存在 逆 张 量 U7! ,定义 张 量 R 为 
R=F.U’! (Ry= Fx(U nu) (2.3.5) 


则 我 们 有 
RT.R=(CF.UD)T.CF.U) = (UD) FT FE。U- 
= (U1.CeUT= UI.U.U.U1=1 
即 (2.3.5) 式 所 定义 的 张 量 R 是 正 交 张 量 。 以 UU 右 点 乘 式 (2.3.5) 式 的 两 端 , 即 
得 右 极 分 解 (2.3.1) 式 。 这 样 ,我 们 不 但 证 明了 右 极 分 解 的 存在 性 ,而 且 给 出 了 由 
(2.3.3) 式 (2.3.4) 式 (2.3.5) 式 确定 其 中 正定 对 称 张 量 U 和 正 交 张 量 R 的 具体 
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方法 。 现 证 明 满足 右 极 分 解 的 正定 对 称 张 量 U 和 正 交 张 量 R 都 是 唯一 的 。 
设 有 两 个 正定 对 称 张 量 U、U* 和 正 交 张 量 R、R* 同时 满足 右 极 分 解 (2. 3. 1) 
式 , 即 
F=R.U=R'.U (2.3.6) 
FT=(R.UT= (RU (2.3.7) 
则 我 们 有 
(RUT. CR U=URI RU=UT TU=U.U=D2 
类 似 地 ,可 有 
(R DUOT. CR U) = (U')? 
由 (2.3.6) 式 《2.3.7) 式 和 以 上 两 式 ,我 们 即 有 U?* = U'?, 由 于 U 和 U' 都 是 正定 
的 , 故 U=U*。 以 U7 =(U*)"! 分 别 点 乘 式 (2.3.6) 两 式 的 右 端 , 即 得 R= R*。 
这 就 证 明了 右 极 分 解 的 唯一 性 。 整 个 右 极 分 解 定理 证 毕 。 
左 极 分 解 定 理 的 证 明 是 类 似 的 ,我 们 简 述 之 。 由 给 定 的 2 阶 可 逆 张 量 下 ,定义 
一 个 2 阶 张 量 B: 
B=F.F' (Bi = FxFx) (2.3.8a) 
显然 张 量 B 是 对 称 的 : 
BT=(F.FDT=F.FT= 了 (2.3.8b) 
类 似 于 C 正定 性 的 证 明 , 可 知 (2.3.8) 式 所 定义 的 B 不 但 是 对 称 的 而 且 也 是 正定 
的 ,所 以 也 存在 着 唯一 的 正定 对 称 张 量 V 作为 B 的 平方 根 张 量 , 即 


VV=B, V=vVB (VaVy = B,) (2.3.9) 
以 V-: 表 示 V 的 逆 张 量 ,并 且 定 义 张 量 尺 为 
R= V- 下 (2.3.10) 


类 似 于 右 极 分 解 定 理 证 明 中 的 令 述 , 易 证 (2.3.10) 式 所 定义 的 良 也 是 正 交 张 量 。 
以 V 左 点 乘 式 (2.3.10), 即 可 得 到 如 下 的 左 极 分 解 形式 ， 


F=V:.R (2.3.11) 
其 中 的 正定 对 称 张 量 V 和 正 交 张 量 让 分 别 由 式 (2.3.8)、 式 (2.3.9) 和 式 (2.3.10) 
给 出 。 类 似 于 右 极 分 解 唯一 性 的 证 明 ,可 以 证 明 该 左 极 分 解 形式 中 的 V 和 太 也 都 
是 唯一 的 。 
(2.3.11) 式 和 (2.3.1) 式 分 别 为 张 量 E 的 左 极 分 解 形 式 和 右 极 分 解 形 式 ,所 
以 下 面 我 们 只 剩 下 一 个 任务 , 即 证 明 左 极 分 解 式 (2.3.11) 式 中 的 正 交 张 量 良 和 右 
极 分 解 式 (2.3.1) 式 中 的 正 交 张 量 R 必然 是 相等 的 。 简 证 如 下 : 
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由 于 良 是 正 交 张 量 , 所 以 我 们 有 
F=V.R=R. RT VeR=R.CRT.V. R=R.U 
(2.3.12a) 


其 中 


DU=(R)T.V.R (2.3.12b) 
显然 立 是 对 称 的 ;此 外 对 任意 的 非 零 矢量 X 隆 0, 六 的 二 次 型 可 以 化 为 Y 的 二 次 
型 , 即 
XU.X=X. (RT.V.R.xX 
= [X.(R)DJ.V.(R.X) 
= (R.X).V.(R.X) 
因为 正 交 张 量 恨 将 任意 的 非 零 撩 量 X 取 0 都 映射 为 非 零 矢量 良 *X 隆 0, 其 长 度 恒 
正 ,而 V 正定 ,故此 式 右 端 作为 V 的 二 次 型 恒 大 于 零 ,其 左 端 作为 嫌 的 二 次 型 也 
恒 大 于 零 , 即 刀 正定。 所 以 式 (2.3.12a) 的 右 端 是 张 量 下 的 右 极 分 解 形式 。 而 由 
右 极 分 解 的 唯一 性 ,我 们 必 有 良 =R,U=U, 于 是 式 (2.3.12b) 成 为 
U= (RT. VR (Uy = RuVyRy) (2.3.13a) 
V=R.U.RIT (Vy= RxUnRy) (2.3.13b) 
其 中 式 (2.3.13b) 可 以 由 式 (2.3.13a) 左 点 乘 以 R、 右 点 乘 以 RT 而 得 到 。 这 样 我 
们 不 但 证 明了 左 、 右 极 分 解 中 的 正 交 张 量 R 是 相同 的 ,而 且 给 出 了 正定 对 称 张 量 
U 和 VV 之 间 的 关系 (2.3.13) 式 。 证 毕 。 

当 上 述 的 可 逆 张 量 下 为 正则 运动 的 变形 梯度 张 量 下 时 ,我 们 有 1 El = RI 
UI >>0, 因 为 U 正定 , 即 U1 之 0, 所 以 R 必 是 正则 的 正 交 张 量 , 即 上 R | 
=16 

式 (2.3.8) 所 定义 的 B 和 式 (2.3.3) 所 定义 的 C 分 别称 为 左 、 右 柯 西 -格林 张 
量 (Cauchy-Green tensor) 或 左 、 右 变形 张 量 (deformation tensor) ,而 式 (2.3.9) 所 
定义 的 V 和 式 (2.3.4) 所 定义 的 UU 分 别称 为 左右 伸缩 张 量 (stretch tensor) , 式 
(2.3.5) 和 式 (2. 3. 10) 所 定义 的 正则 正 交 张 量 R 称 为 旋转 张 量 (rotational 
tensor) 。 

需要 指出 的 是 : 当 我 们 对 介质 运动 采取 工 氏 和 正 氏 两 点 坐标 系 进行 描述 时 ， 
因为 下 是 两 点 张 量 ,所 以 C 和 UU 最 常用 的 形式 是 L 氏 坐 标 中 的 2 阶 张 量 分 量 Cy 
和 Uw，, 简 言 之 ,它们 是 “L 氏 坐 标 中 的 2 阶 张 量 ”; B 和 V 最 常用 的 形式 则 是 巨 氏 
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坐标 中 的 2 阶 张 量 分 量 By 和 Vi, 即 它们 是 “E 氏 坐标 中 的 2 阶 张 量 ”RCRvu)? 则 和 
F( Fu) 一样 是 两 点 张 量 。 在 式 (2.3.1)、 式 (2.3.2)、 式 (2.3.3)、 式 (2.3.4)、 式 
(2.3.5) , 式 (2.3.8) , 式 (2.3.9)、 式 (2.3.13) 后 面 的 括号 中 ,我 们 写 出 了 这 些 公式 
的 笛 卡 尔 分 量 形式 。 


2.3.2 C、U、B、V 的 特征 值 和 特征 矢量 


尽管 我 们 在 前 面 建 立 了 变形 梯度 张 量 的 极 分 解 定 理 ,而 且 理 论 上 给 出 了 C、 
U、B、V 的 求解 方法 ,但 一 般 情况 下 由 正定 对 称 张 量 C 和 B 直接 求 其 平方 根 张 量 
U 和 VV 实际 上 是 很 困难 的 ,因为 我 们 并 没有 这 样 的 一 般 方法 和 公式 。 实 际 求解 时 
我 们 必须 通过 特征 值 和 特征 矢量 的 方法 来 进行 ,为 此 我 们 首先 来 证 明 如 下 关于 它 
们 特征 值 和 特征 矢量 的 定理 。 

定理 U、C、V、B 特征 值 和 特征 矢量 的 关系 如 表 2.1 所 示 。 


表 2.1 


证 明 设 NN 是 U 的 与 其 特征 值 ? 相对 应 的 特征 矢量 , 则 有 


UN=MN=AMN， (U-AD.:N=0 (a) 
因为 N 作为 U 的 特征 矢量 为 非 零 矢量 , 即 线性 齐 次 代数 方程 组 (a) 有 非 零 解 , 故 有 
lu-xal =0 (b) 


由 式 (b) 即 可 求 出 U 的 全 部 特征 值 A ,通常 将 (b) 式 称 之 为 U 的 特征 方程 。 由 特征 
方程 (b) 式 求 出 U 的 全 部 特征 值 4 之 后 ,将 各 个 特征 值 代入 线性 齐 次 代数 方程 组 
(a) 式 中 并 求解 , 即 可 求 出 与 此 特征 值 相 对 应 的 特征 矢量 N。 
利用 (2.3.13) 式 和 (a) 式 ,我 们 有 
(V-aAD°:(R- N=(R.U:RT-AR:I.RD).(R.N) 
=R.(U-AMD.RI.R.N 
=R.CU-MD.N=R.0=0 
即 
V.(CR.N=ACR.N) (c) 
式 (c) 即 说 明 n= R。N 是 V 的 特征 矢量 ,而 4 是 其 相应 的 特征 值 。 同 时 我 
们 又 有 
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C.N=U.U'N=U.CON=AMU.N=A)2N (d) 
Ben=VeVen=V.Cn)=aAV.n= an (e) 
式 (d) 和 式 (e) 分 别 说 明 N 和 n 分 别 是 C 和 B 的 特征 矢量 ,相应 的 特征 值 都 是 4?。 
证 毕 。 
我 们 顺便 指出 : 5: 和 :的 特征 值 都 是 二 ,而 其 相应 的 特征 矢量 也 分 别 是 N 
和 nn, 读 者 可 作为 练习 证 明之 。 


2.3.3 左右 极 分 解 的 具体 实施 ( U、V、R 的 具体 求法 ) 


现在 我 们 可 以 实现 张 量 F 的 极 分 解 了 。 首 先 由 本 节 公式 (2.3.3) 式 求 出 正定 
对 称 张 量 C = FT。E, 然 后 求 出 其 特征 值 M、 1、 和 相应 的 一 组 么 正 特征 矢量 
Ni 、N: .Nas。 根 据 上 面 的 定理 可 知 , U 的 特征 值 将 是 hi: 过 0、M? 之 0、)3 >>0, 相 应 
的 勾 正 特征 矢量 组 也 是 Ni、Nz Na, 于 是 ,如 果 以 Q 来 表示 以 Ni、Na 、Ns 为 列 矢 
量 的 正 交 和 矩阵 ,以 A 来 表示 以 M:、Mz 、)s 为 对 角 元 素 的 对 角 拢 阵 , 则 利用 1.16 节 
中 的 公式 (1.16.13a) 式 我 们 即 可 得 到 
U=0.4.0r (2.3.14a) 
易 证 U1! 的 特征 值 为 1/X1、1/42、1/43, 相 应 的 么 正 特 征 矢量 组 仍 为 Ni 、 Na 、Na , 故 
如 以 4-: 来 表示 以 1/X1、1/42、1/43 为 对 角 元 素 的 对 角 矩 阵 的 话 , 则 有 
U =0.42.0r (2.3.14b) 
由 式 (2.3.5) ,旋转 张 量 R 将 为 


R=F.U'! (2.3.15) 
从 而 左 伸缩 张 量 Y 可 由 如 下 二 公式 中 的 任 一 公式 来 计算 : 
V=F.R', V=R.U.R' (2.3.16) 


以 上 即 是 我 们 求解 U、V、R 的 第 一 种 方法 。 当 然 ,我 们 也 可 以 以 另外 一 种 平 

行 的 方法 来 进行 :首先 由 下 求 出 妃 = 下。F7 ,进而 求 出 B 的 特征 值 M#、A Ai 和 相 
应 的 么 正 特 征 矢 量 组 mi .maz ms, 于 是 有 V=qg "4 "9q7V =q*A 9 其 
中 9 是 以 n1、ns、ns 为 列 矢 的 矩阵 ;而 R=V 1*，F,U=R'。F, 或 U=RT.V 
，R 。 当 然 我 们 也 可 以 给 出 如 下 的 第 三 种 方法 :首先 由 下 分 别 求 出 C=F"。F 和 

B=F。，F", 进 而 分 别 求 出 它们 的 特征 值 ?+、43、23 和 各 自 的 么 正 特征 矢量 组 Ni 、 
Nz、Ns 和 m1、nz、ns, 仍 以 Q 和 4 表示 以 它们 为 列 矢量 的 正 交 矩阵 , 则 U=Q，…A 
"QT',V=q，A， gq" ;检查 Q 和 gq 的 行列 式 ,如 同 为 +1 或 -1 则 说 明 Ni、N;、Ns 

和 ni1、nz、ns 同 定向 ,否则 可 通过 改变 某 一 个 n 的 符号 而 得 出 一 组 与 Ni 、Nz .Na 
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同 定向 的 ma 、maz、ms, 此 时 便 有 R= 9。@7, 此 式 可 由 表 2.1 中 mi ma、ns 与 Ni、 
NN2、Ns 的 三 个 关系 合 在 一 起 写 为 矩阵 形式 而 得 出 。 

以 上 即 是 对 变形 梯度 张 量 F( 以 及 任何 一 个 可 逆 2 阶 张 量 ) 进 行 左右 极 分 解 的 
一 般 方法 。 但 是 有 一 种 特殊 情况 ,我 们 可 以 更 简洁 地 完成 其 极 分 解 :这 就 是 当 我 们 
由 五 求 出 的 C= F7 .下 人 恰 为 正定 的 对 角 型 矩阵 时 ,此 时 显然 其 平方 根 张 量 D 即 
是 以 C 的 各 对 角 元 素 之 算术 平方 根 为 对 角 元 素 的 对 角 型 矩阵 ,而 以 后 的 其 他 求解 
运算 自然 也 就 很 简单 了 。 


2.3.4 变形 梯度 张 量 极 分 解 的 物理 意义 


1. U 和 VV 的 特征 值 和 特征 矢量 的 意义 
因为 U 的 特征 值 * 和 相应 的 特征 矢量 N 由 下 式 定义 : 
U.N=AMN (UN = AN/) (2.3.17) 
所 以 特征 矢量 N 的 方向 ( 主 方向 ) 与 对 它 进行 映射 变换 U 之 后 所 得 的 像 矢量 U。 
入 共 线 , 即 特征 矢量 N 是 张 量 U 的 不 变 子 空间 ,而 特征 值 * 即 是 主 方向 的 像 矢量 
对 像 原 矢量 的 伸缩 比 。 所 以 右 伸缩 张 量 U 作为 L 氏 坐 标 系 中 的 一 个 映射 ,其 作用 
是 : 它 保持 L 氏 构 形 中 主 方向 线 元 的 定向 ,而 将 其 伸缩 为 原 线 元 长 度 的 4 倍 。 这 
一 点 也 可 直接 由 变形 梯度 表达 的 式 子 来 说 明 : 如 以 N、n 和 dS、ds 分 别 表示 变形 
以 前 的 主 方向 线 元 dX 和 变形 后 的 线 元 dx 方向 的 单位 矢量 及 其 长 度 , 则 (2.3.17) 
式 说 明 它们 的 方向 是 相同 的 ;同时 
A2= (UN). (U*:N)= (N. UT). (U.N) 
=N:(U.: U.N=N°: (FIT. FN 
=(N*: FD).(F. N)= (F.N).(F.N) 
= (F. dX). (F. dX)/dS? = ds’/ dS’ 
即 特 征 值 4 恰恰 等 于 特征 矢量 N 方向 的 线 元 在 F 作用 之 下 的 长 度 伸缩 比 。 
类 似 地 ,由 Y 的 特征 值 M 和 相应 的 特征 矢量 n 的 定义 : 
Ven=Aan (Vin; = Ani) (2.3.18) 
可 知 左 伸缩 张 量 V 作为 E 氏 坐 标 系 中 的 一 个 映射 ,其 作用 是 保持 EE 氏 构 形 中 主 方 
向 线 元 的 定向 ,而 将 其 伸缩 为 原 线 元 长 度 的 4 倍 。 
2. 旋转 张 量 R 的 意义 
我 们 曾经 讲 过 正则 的 正 交 张 量 作为 一 个 映射 其 作用 代表 旋转 ,不 改变 空间 任 
何 矢量 的 长 度 和 任 二 矢量 之 间 的 夹 角 与 定向 。 由 于 对 正则 的 运动 R 是 正则 的 正 
交 张 量 ,所 以 如 果 dX 是 L 氏 构 形 中 的 任意 一 个 微 线 元 矢量 , 则 
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dx=R.dX (dxi = RodXh) (2.3.19) 
将 被 旋转 成 为 EE 氏 构 形 中 的 一 个 同 长 度 的 微 线 元 矢量 dx : 
ds*= dx.dx=(R.dX).(R.dX)=dX.。(RT。R)。dX 
=dX.1.dX=dX.dX= dS’ 
这 就 是 旋转 张 量 的 意义 。 
3. 极 分 解 的 意义 
设 dX 是 L 氏 构 形 中 的 任意 一 个 微 线 元 矢量 ,运动 和 变形 后 成 为 E 氏 构 形 中 
的 微 线 元 矢量 dx, 则 利用 变形 梯度 张 量 下 的 右 极 分 解 定 理 ,我 们 有 
dx=F.dX=R.U.dX=R.dX’ (dr = RirdX) (2.3.20a) 
dX’=U.dX (dxX = UydX,)) (2.3.20b) 
式 (2.3.20b) 和 (2.3.20a) 说 明 :变形 梯度 张 量 的 作用 可 以 分 两 步 走 ,第 一 步 ， 
先 将 L 氏 构 形 中 的 微 线 元 dX 经 右 伸缩 张 量 U 的 作用 使 之 变 为 L 氏 坐标 系 中 的 
微 线 元 dX = U，。 dX, 然 后 经 旋转 张 量 R 的 作用 使 之 变 为 E 氏 坐 标 系 中 的 微 线 
元 dx=R'.dX' =F。dX。 在 UU 的 作用 中 , 主 方向 线 元 N 不 改变 其 方向 只 是 伸 
缩 为 原 长 的 4 倍 ,其 他 方向 线 元 既 有 伸缩 又 有 不 等 值 的 旋转 ;在 R 作用 的 过 程 中 
所 有 微 线 元 不 变 长 度 地 被 等 值 旋转 ,而 主 方向 微 线 元 N 被 旋转 为 E 氏 构 形 中 的 微 
线 元 站 = 及 。N。 这 即 给 出 了 右 极 分 解 的 物理 意义 ,可 以 由 图 2.3 说 明之 。 


Ns Ns We dxzcF dx 


图 2.3 右 极 分 解 的 物理 意义 


类 似 地 ,由 变形 梯度 张 量 的 左 极 分 解 ,我 们 有 
dx=F-dX=V.R.dX= Ve.dx (dr = Vidx’) (2.3.21a) 
dx’ = Re.dX (dx’= RydX,) (2.3.21b) 
式 (2.3.21b) 和 式 (2.3.21a) 即 给 出 了 下 的 左 极 分 解 的 物理 解释 : 先 将 L 氏 构 
形 中 的 微 线 元 dX 经 R 作用 变 为 E 氏 坐 标 中 的 微 线 元 dx = R。 dXX, 在 此 过 程 中 
主 方向 N 连同 所 有 线 元 被 等 值 旋转 而 不 改变 长 度 ;再 经 V 作用 将 线 元 dx 变 为 已 
氏 坐 标 系 中 的 线 元 dx = V。 dx” =F。dX, 此 过 程 中 主 方向 n 保持 方向 而 伸缩 为 
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原 长 的 4 倍 ,其 他 方向 线 元 既 有 伸缩 又 有 不 同 值 的 旋转 。 如 图 2.4 所 示 。 


| 


图 2.4 左 极 分 解 的 物理 意义 


特别 地 , 当 介质 在 一 点 只 有 旋转 而 没有 纯 变 形 时 ,我 们 有 
U=I，V=I，F=R 
而 当 介质 在 一 点 只 有 纯 变 形 而 没有 旋转 时 ,我 们 有 
R=s=S', F=s.U=V'.s 
而 当 工 氏 坐 标 系 和 已 氏 坐标 系 取 同 样 的 直角 笛 卡 尔 坐标 系 时 , 则 有 
R=I, F=U=V 


2.3.5 一 般 曲 线 坐 标 中 下 极 分 解 的 表述 和 实现 


以 上 各 小 节 的 令 述 者 是 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 进行 的 , 故 2.3.3 节 关于 极 分 解 定 
理 的 具体 实施 实际 上 是 以 答 阵 的 运算 为 基础 的 。 当 我 们 将 之 推广 到 一 般 的 曲线 从 
标 系 中 时 ,问题 则 要 复杂 一 些 , 在 此 我 们 做 一 简要 介绍 , 供 读者 参考 。 
以 曲线 坐标 为 基础 时 ,最 直接 和 最 常用 的 量 是 Fi = 37 和 (F-05 = 3 ， 它 
们 各 对 应 一 个 矩阵 [ 严 /] 和 [(F-:24 ,实践 中 我 们 常常 是 以 这 两 个 抵 阵 为 基础 而 
表达 出 所 有 各 张 量 的 某 种 分 量 所 对 应 的 矩阵 。 例 如 对 C 和 B, 我 们 有 
C=FT.F=Fodlel。Fiejd' = FiFigyd'd’ (2.3.22a) 
故 
Cu = FuFigy, [Co]= [CF'JT'[Lgy]LF’,] (2.3.22b) 
由 式 (2.3.22b) 我 们 即 可 以 通过 短 阵 的 运算 而 得 出 C 的 分 量 Cx 及 其 对 应 的 矩阵 。 


而 C 、C7 、C? 将 分 别 为 

C1 = GxCo，[C0]= [G%][Co]，CY = CCC 对 称 )，[CY]= [CJ 
(2.3.22c) 

C2 = CxG%，[co]= [Cx][Gw] (2.3.22d) 
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由 式 (2.3.22c) 和 式 (2.3.22d) 即 可 通过 矩阵 的 运算 而 得 出 Cy、CY、C” 及 它们 所 
对 应 的 矩阵 。 

B=F.F', B=F.F'= Fied'.Fi,d!e = FiFi,G’ee, (2.3.23a) 

BY = FiFi,G», [B’]= [FLG2]CE 了 (2.3.23b) 
由 式 (2.3.23b) 我 们 即 可 以 通过 和 矩阵 的 运算 而 得 出 B 的 分 量 取 及 其 对 应 的 矩阵 。 
而 Bi 、B5 、 Bi 将 分 别 为 
Bi = guBY, [Bi;]= [gx][LB%]，B5 = B;'(B 对 称 )，[B';]= [Bi 

(2.3.23c) 
Bi = Bigy, [LB;]= [Bi][8go] (2.3.23d) 
由 式 (2.3.23c) 和 式 (2.3.23d) 我 们 即 可 通过 矩阵 的 运算 而 得 出 Bf 、B5 、B5 及 它们 
所 对 应 的 矩阵 。 
B- = (F.FTD = (FT。F- 


= (FI)1eidj (F-1)! dye’ = (FDCF-1D)0Goeiei (2.3.24a) 
(By = (FD (CFI)Gy, [BDy]= [CF TEG, JILCF)] 

(2.3.24b) 

(B11) = (BDags, [CB-1)i]= [(B-)x][8g%] (2.3.24c) 

(B-2) = (By, [(B-)0]= [CB (2.3.24d) 

(BY = (Bgs, [CCB]= [CB-')i Ces] (2.3.24e) 


由 式 (2.3.24b) 一 式 (2.3.24e) ,我 们 可 以 求 出 (B71)y、(B-1)i、(B71)!')、(B™1)1 
及 它们 相应 的 矩阵 。 
将 
I=U.U=C (2.3.25a) 
写 为 指标 记 法 , 即 
UrUS = C’, [UxJCUVUSJ= [CC'] (2.3.25b) 
式 (2.3.25b) 说 明 : 和 矩阵 [UV ] 恰 是 矩阵 [C2] 的 平方 根 和 矩阵, 可 以 利用 2.3.3 
节 中 的 方法 通过 其 特征 值 和 特征 矢量 而 求 出 之 。 至 于 U 的 其 他 分 量 ,可 通过 度量 
张 量 G 提升 或 下 降 指标 而 得 到 。 
现在 我 们 可 以 完成 极 分 解 了 : 
(1) 首先 由 式 (2.3.22b) 算 出 [Co], 再 由 式 (2.3.22c) 算 出 [C7]。 
(2) 然后 由 2. 3. 3 节 的 方法 求 出 [C7] 的 平方 根 矩 阵 [U5], 即 如 果 和 矩阵 
LC] 的 特征 值 为 4*、A3、43, 么 正 的 特征 矢量 组 为 Ni、N2、N; 的 话 , 则 [72]=Q& 
* A， QT, 其 中 的 Q 和 A 与 2.3.3 节 记号 的 含义 一 样 ;因为 Uk (UT)$ = ,所 
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以 [CUV-1)5] 是 矩阵 [U4% ] 的 逆 和 矩阵 , 故 [(0-0%]=Q .4 0T。 
(3) 将 R=F，U"'! 写 为 指标 记 法 和 甜 阵 记 法 , 即 
R5 = Fix (UD)S, [Ri]= CFixJLCU)S] (2.3.26a) 
由 式 (2.3.26a) 即 可 求 出 Ri 或 [LR']; 同 时 我 人 有 
(RTD)! = (RD)/G!gs = RiG’gy, [CR7) = [GJ]CR’, J [gy] 
(2.3.26b) 
由 式 (2.3.26b) 可 算出 (RT)' 和 所 组 成 的 矩阵 [(RT)';]。 求 [CRT7)1i] 的 另 一 个 
方法 是 : 它 是 矩阵 [R' 门 的 逆 矩 阵 。 
(4) 将 公式 V=F。 RT 写 为 指标 记 法 , 即 
Vi = Fi (RD), [Vi]= [FE][CRT)5] (2.3.27) 
由 此 可 算出 Vij 及 其 所 组 成 的 矩阵 ;由 公式 Vi = Vii、V” = Viigs*、Vy= Vitgwy 可 
得 出 Vi、Y、W 及 它们 所 组 成 的 矩阵 。 
这 样 ,我们 就 给 出 了 在 一 般 曲线 坐标 中 实现 极 分 解 的 第 一 种 方法 , 即 首先 由 C 
求 U, 再 求 R 和 V 及 其 各 种 分 量 形式 。 当 然 我 们 也 可 以 类 似 地 按 第 二 种 方法 进 
行 , 即 首先 由 B 求 V, 再 求 R 和 U 及 其 各 种 分 量 形式 。 


2.4 应 变 张 量 


在 1.8 节 中 ,作为 张 量 的 一 个 实例 我 们 曾 在 一 般 的 曲线 坐标 中 讲 过 应 变 张 量 ， 
但 为 了 物理 概念 更 加 清晰 起 见 , 我 们 在 此 节 将 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 重新 讲解 并 进 一 
步 深化 应 变 张 量 的 概念 。 


2.4.1 应 变 张 量 的 定义 


为 全 面 描述 一 点 附近 的 变形 情况 ,只 要 知道 此 点 附近 任 一 方向 上 线 元 dX 的 
伸缩 情况 ,而 这 一 点 可 以 由 该 线 元 在 变形 前 后 长 度 的 平方 差 所 表征 。 如 仍 以 dS、 
ds 分 别 表示 变形 前 的 线 元 dX 和 变形 后 的 线 元 dx 的 长 度 , 则 

ds* -dS*=dx.dx-dX.dXx 
= (F.dX).(F.dX)- dX. dx 
= (dX. F').(F. dX)—- dX.dXx 
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= dX. (FT. F).dX-dX.I.dx 
即 
ds2 ~ dS*= dX [(FT. F)-I].dx 
=dX.[C-I].dxX=dxX.[U-I].dx 
这 说 明 ,任意 线 元 长 度 平方 的 改变 都 可 以 表达 为 其 变形 前 线 元 dX 的 二 次 型 。 
如 我 们 定义 一 个 量 E 为 
ee _D=1l1C-D= lire- 
E=3F'*F-D=3C-D=30-D (2.4.1a) 
则 有 
ds* -dS? = 2dX.E.dx (2.4.2a) 
将 式 (2.4.1a) 和 式 (2.4.2a) 写 为 指标 形式 , 即 有 


Ey = 喜 (FuFu -so) = 去 (Co-po) = 去 (UxUu - 84) (2.4.1b) 


ds — dS? = 2dX/EydX, (2.4.2b) 
由 于 C 是 2 阶 对 称 张 量 , 所 以 我 们 所 定义 的 量 E 显然 是 对 称 的 , 即 有 
ET=E (En= Ey,) (2.4.3) 


又 由 于 dX1 和 dX, 是 工 氏 坐标 中 的 矢量 ,ds? - d5? 是 标量 ,所 以 对 式 (2.4.2b) 应 
用 1.5 节 商 法 则 的 定理 四 , 知 2 阶 对 称 系统 Euy 必 是 L 氏 坐标 系 的 2 阶 张 量 , 称 之 
为 Lagrange 或 Green 应 变 张 量 (strain tensor) 。(2.4.2) 式 说 明 :一 点 处 任意 方向 
上 的 线 元 dX 长 度 平方 的 改变 都 可 以 由 以 E 为 系数 矩阵 的 dX 的 二 次 型 所 表达 。 
而 且 由 (2.4.2) 式 容易 证 明 : 一 点 处 所 有 方向 上 的 线 元 伸缩 为 0 的 充 要 条 件 是 E = 
0。 所 以 E 不 但 完全 刻画 了 一 点 附近 的 变形 情况 ,而 且 E = 0 对 应 着 一 点 处 完全 没 
有 变形 ,所 以 我 们 将 它 称 为 应 变 张 量 是 恰当 的 。C 和 了 也 可 以 完全 刻画 一 点 附近 
的 变形 情况 ,但 是 介质 完全 没有 变形 的 零 应 变 情况 则 对 应 C= 了 I 和 U= 了 ,故人 们 
不 把 C 和 UU 称 为 应 变 张 量 。 
类 似 地 ,我 们 有 
ds -dS2 = dxvdxr 一 dX.dX 
=dx*dx- (Fdx).(F!.dx) 
=dx*dx-[dx. (FT]. (F!. dx) 
= dx.dx-dx.[COF-D)T。F-]。dx 
= dx。[I- (FF. FI]。dx 
这 说 明 , 任 意 线 元 长 度 平方 的 改变 也 都 可 以 表达 为 其 变形 后 线 元 dx 的 二 次 型 。 
定义 量 e 如 下 : 
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e = 村 [I-(CF.FD= 二 (GT-B2) = 二 (TV (2.4.4a) 
则 有 
ds* ~ dS’ = 2dx*e*dx (2.4.5a) 
将 式 (2.4.4a) 和 式 (2.4.5a) 写 为 指标 形式 , 即 有 


ea = 二 (by ~ FHFN) = 到 (ev - 87) = 去 (58 ~ VV ) (2.4.4b) 


ds* - dS? = 2dxieidxzi (2.4.5b) 
(2.4.4) 式 所 定义 的 量 e 也 是 对 称 的 : 
eT=e (es = es) (2.4.6) 


又 由 于 dxi .dxj 是 三 氏 坐 标 中 的 矢量 ,ds? - d5? 是 标量 , 故 对 (2.4.5b) 应 用 1.5 
节 商 法 则 的 定理 四 , 知 2 阶 对 称 系统 ey 必 是 已 氏 坐 标 系 的 2 阶 张 量 , 称 之 为 Euler 
或 Almansi 应 变 张 量 。(2.4.5) 式 说 明 :一 点 处 任意 方向 上 的 线 元 长 度 平方 的 改变 
也 可 以 由 以 e 为 系数 矩阵 的 dx 的 二 次 型 所 表达 。 而 且 由 (2.4.5) 式 容易 证 明 : 一 
点 处 所 有 方向 上 的 线 元 伸缩 为 0 的 充 要 条 件 是 e=0。 所 以 e 也 可 完全 刻画 一 点 
附近 的 变形 情况 ,而 且 e=0 也 对 应 着 一 点 处 完全 没有 变形 ,所 以 我 们 将 之 称 为 应 
变 张 量 也 是 恰当 的 。 同 样 ,B 和 V 也 可 以 完全 刻画 一 点 附近 的 变形 情况 ,介质 完 
全 没有 变形 的 零 应 变 情况 也 对 应 着 也 = 工 和 V= 工 。 

在 此 我 们 强调 指出 :尽管 我 们 所 定义 的 介质 中 一 点 处 的 工 氏 应 变 张 量 E 和 EE 
氏 应 变 张 量 e 分 别 是 L 氏 坐标 中 的 2 阶 张 量 和 玉 氏 坐标 中 的 2 阶 张 量 ,但 它们 都 
是 反映 介质 现时 构 形 相对 于 初始 构 形变 形状 态 的 张 量 ,换言之 ,它们 都 是 以 介质 的 
初始 构 形 为 参考 构 形 而 定义 的 应 变 张 量 。 


2.4.2 用 位 移 场 表 达 的 应 变 张 量 


有 时 介质 的 运动 和 变形 不 是 通过 氏 坐 标 和 下 氏 坐 标 之 间 的 映射 关系 给 出 
的 ,而 是 通过 以 工 氏 坐 标 或 E 氏 坐标 所 描述 的 位 
移 场 来 给 出 的 ,故我 们 将 推出 由 位 移 场所 表达 的 
应 变 张 量 的 表达 式 。 

现 以 u 来 表达 粒子 P 在 任意 时 刻 的 位 移 和 失当 . 
量 , 则 我 们 可 以 给 出 其 工 氏 描述 u = wu(XX, 1) 和 
EE 氏 描 述 u=u(x,1)。 以 O、o、b 分 别 表示 L 0 b 
氏 坐 标 系 的 原点 .E 氏 坐 标 系 的 原点 、.o 相对 O 图 2.5 位 务 声 
的 固定 矢量 ,如 图 2.5 所 示 , 则 有 矢量 方程 : 


p u(X) 上 


o 
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u=x+b-X (2.4.7) 

若 将 该 矢量 方程 投影 到 氏 坐 标 系 中 , 则 有 
Us = Soxi + Sabi; ~ X, (2.4.8a) 
u=S.x+S.b-xXx (2.4.8b) 


其 中 5 为 漂移 张 量 , 它 是 一 个 正 交 张 量 。 以 H= 强 来 表示 介质 位 移 在 L 氏 构 形 
中 的 位 移 梯 度 张 量 , 则 (2.4.8) 式 将 给 出 


9 
Hy = 3 = SuFy -sn H=S.F-I (2.4.9) 
故 
F= ST (H+D, Fr=(H'+1).S (2.4.10) 
将 (2.4.10) 式 代入 (2.4.1a) 式 ,可 得 
= H+H) + HH (2.4.11a) 
写 为 指标 记 法 , 即 为 
= 1/9u + ur + 1 uk auK 
E = 到 ( 语 + 说 )+ 计 束 束 (2.4.11b) 


式 (2.4.11) 即 是 以 工 氏 坐标 中 的 位 移 梯度 也 = 号 表达 的 拉 格 朗 日 应 变 张 量 。 


类 似 地 , 若 将 矢量 方程 (2.4.7) 式 投影 到 E 氏 坐 标 系 中 , 则 有 
2 二 0 (2.4.12a) 
u=x+b-X.s (2.4.12b) 


若 以 h= 缚 来 表示 介质 位 移 在 E 氏 构 形 中 的 位 移 梯 度 张 量 , 则 由 (2.4.12) 式 可 得 


hy = Sst = 8y -SuFn, h=1-S.F (2.4.13) 
Xj 
所 以 有 
F1= S(T-h), (FY)T= (I-h').ST (2.4.14) 

将 (2.4.14) 式 代入 (2.4.4) 式 , 即 有 

= 去 (h+h) -机 hr (2.4.15a) 

= 工 f2& Wi) 1 oux gu 
ED ( 强 4 xi Bx) 2:16b) 


式 (2.4.15) 即 是 以 位 移 矢 量 的 E 氏 梯度 张 量 h = 强 所 表达 的 欧 拉 应 变 张 量 的 表 
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达 式 。 

在 小 位 移 梯度 的 情况 下 , 即 | Hu |<<1 或 |hi|<<1 时 ,我 们 可 以 忽略 位 移 梯度 
的 二 次 项 ,(2.4.11) 式 和 (2.4.15) 式 将 简化 而 分 别 给 出 L 氏 线性 应 变 和 王 氏 线性 
应 变 的 公式 ,其 中 前 者 就 是 弹性 力学 中 人 们 所 惯用 的 所 谓 工程 应 变 的 表达 式 。 但 
需要 指出 :即使 如 此 ,在 一 般 情况 下 氏 线性 应 变 和 三 氏 线 性 应 变 也 并 不 是 完全 
相同 的 ,而 只 有 在 介质 的 位 移 很 小 因此 我 们 可 以 忽略 E 氏 坐标 和 L 氏 坐标 的 区 别 
时 ,二 者 才 成 为 近似 相等 的 。 


2.4.3 应 变 张 量 分 量 的 意义 


设 工 氏 构 形 中 的 线 元 dX 、d 色 变形 后 分 别 成 为 E 氏 构 形 中 的 线 元 dx .dx , 初 
始 长 度 和 瞬时 长 度 分 别 为 45、d$ 和 ds .ds ,在 初始 构 形 中 这 2 线 元 方向 的 单位 矢 


量 和 在 瞬时 构 形 中 这 2 线 元 方向 的 单位 矢量 分 别 为 N、 入 和 n、n, 则 我 人 有 
ds*= dx edx = (F. dX). (F.dX) 
= (dX F').(F.dX)= dX.C.dxX 
即 
ds2 = dX.C.dX，ds = dC.dX (2.4.16) 


如 以 YCN) = 医 和 YCN) = 呈 分 别 表示 这 两 个 线 元 的 氏 伸缩 比 ( 现 长 / 原 长)， 


a a ds-ds = 


而 以 e(N) = 一 < 
谓 工 氏 伸缩 度 , 则 我 们 有 
FN)=N.CeN, YN)=N.CeN (2.4.17) 
e(N) = VN CN-1, e(N)=VN.C.N-1 (2.4.18) 


特别 说 来 ,变形 前 位 于 Xi: 轴 方 向 的 线 元 的 工 氏 伸缩 比 YX(X:) 和 工 氏 伸缩 度 
e(X1) 将 分 别 为 


和 (入 ) = 全 一 “分别 表 示 这 两 个 线 元 相对 于 初始 长 度 的 所 


P(X)= Cn=1+2E (2.4.19) 
eX1) = YX) -1= Vi+2En -1 (2.4.20) 
这 说 明 ,应 变 张 量 E 的 对 角 元 素 Eu 是 和 X! 轴 上 线 元 的 工 氏 伸缩 比 Y(X1) 或 L 
氏 伸 缩 度 eC(Xi) 通 过 式 (2.4.19) 或 式 (2.4.20) 相 联系 的 ,这 就 给 出 了 Eu 的 物理 
解释 ,对 Ez 和 Es 可 类 似 说 明 。 对 小 应 变 的 情况 即 1 Eu|<<1 时 ,由 于 | Ev1<<1， 
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将 式 (2.4.20) 展 开 为 泰勒 级 数 并 忽略 Eu 的 高 阶 项 , 则 有 elX1) 疙 En; 而 此 时 ,对 
Eu 也 可 忽略 位 移 梯 度 的 二 次 项 而 采用 其 线性 工程 应 变 , 故 线性 工程 正 应 变 Eu 的 
意义 即 近似 等 于 变形 前 位 于 Xi! 轴 上 线 元 的 LL 氏 伸缩 度 ,这 就 是 弹性 力学 中 所 
讲 的 。 
如 果 以 (n,n) 表示 由 线 元 n 到 nn 的 角度 , 则 我 们 有 
et dz dx _ (dX.F').(F.dX) 
dsds VdX.:C.dXVd¥.C.dX 


即 
N-:C:N _2N.E.N+N.N 

vVN CNVN.C.N 7CN)7YCN) 

(2.4.21) 
这 说 明 任 二 线 元 dX 和 d 义 在 变形 后 之 间 夹 角 人 人 (n,n) 的 余弦 可 以 由 L 氏 应 变 EE 
和 线 元 在 变形 前 的 单位 矢量 N 入 而 算出 。 特 别 说 来 ,对 变形 前 位 于 X, 轴 和 X。 
轴 上 的 两 个 正 交 的 线 元 ,如 果 以 bz 来 表示 它们 在 变形 后 之 间 的 夹 角 的 话 , 则 式 
(2.4.21) 将 给 出 


cosbiz = 


cosA(n,n) = 


Ga 2Ew _ 2Ey 
CuC» (1 +2En)(l + 2Ex) Yi172 
这 说 明 Ew 是 与 X, 轴 和 X, 轴 上 的 线 元 变形 后 夹 角 的 余弦 成 比例 的 ,对 Ew 和 Es 
可 给 出 类 似 的 公式 。 这 就 对 E 的 非 对 角 元 素 给 出 了 物理 解释 。 在 | Es | <1 的 所 
谓 小 应 变 的 情况 , 且 角 度 改 变 也 很 小 时 ,此 二 线 元 夹 角 的 减 小 wz 将 为 


a = 至 -Osin( 轩 -0%)= cosOu ~ 2Ew (2.4.23) 


式 (2.4.23) 即 说 明 : 在 小 应 变 及 小 角度 改变 的 情况 下 ,2Eis 近 似 等 于 变形 前 位 于 
X1 轴 和 Xs 轴 上 的 两 个 正 交 线 元 在 变形 后 的 夹 角 减 小 。 而 这 也 即 是 弹性 力学 中 工 
程 应 变 张 量 非 对 角 分 量 的 意义 。 

在 前 面 导出 式 (2.4.16) 一 式 (2.4.22) 各 式 并 说 明 其 物理 意义 时 ,我 们 着 眼 的 
是 介质 在 初始 构 形 中 的 线 元 N 并 预测 其 由 初始 时 刻 至 现时 时 刻 期 间 的 变形 情况 ， 


所 用 的 变形 量 也 是 以 初始 长 度 为 基准 而 量度 的 所 谓 L 氏 伸缩 比 Y(N) = 紧 和 E 


(2.4.22) 


氏 伸缩 度 <(N) = 5 起。 如 果 我 们 着 眼 于 介质 在 现时 构 形 中 的 线 元 n 并 回顾 


其 由 初始 时 刻 至 现时 时 刻 期 间 的 变形 情况 , 即 我 们 通过 考虑 介质 的 逆 运 动 而 研究 
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介质 的 变形 ,并 对 变形 量 采 用 以 现时 长 度 为 基准 而 量度 的 所 谓 焉 氏 伸缩 比 r(m) = 
至 和 下 氏 伸缩 度 eCn) = 旦 寺 旦 时 , 则 可 类 似 地 得 到 以 下 各 式 ,读者 可 作为 练习 


试 证 之 : 
dS2: = dx Bdx (2.4.24) 
2 Es 
ri(n) Fn n.:B n (2.4.25) 
el(n) =1- Vn Bn, e(n)= 2 二 (2.4.26) 
B'i.n 
rx) = Ft = BH = 1-2en (2.4.27) 
2 1 1 
(x1) =1- VBi =1-V-2en, eX) = 一 一 一 1 = 一 一 一 一 一 
elx1 1 1 €(x1 Bi VI De 
(2.4.28) 
cosACN,N) = ym y(n Ben=— Lil n.B!l.hn (2.4.29) 
r(n) y(n) 
cospia = yx) YK) BE = -os Bd = = 2ew (2.4.30) 


ra) rx) Vicer Vi-3ez 
其 中 y(n) 和 eCn) 分 别 表示 瞬 时 构 形 中 的 线 元 n 相对 于 变形 前 的 工 氏 伸缩 比 和 
L 氏 伸 缩 度 ,r(n) 和 eC(n) 分 别 是 瞬时 构 形 中 的 线 元 n 的 以 现时 长 度 为 基准 而 量 


度 的 所 谓 E 氏 伸缩 比 和 忆 氏 伸缩 度 , 即 r(n) = 至 ,en) = 于 二 虹 ，y(x1) 和 


e《x1) 分 别 表 示 变 形 后 位 于 六 方向 线 元 的 工 氏 伸缩 比 和 工 其 休 统 度 r(x1) 和 
elx1) 分 别 表示 变形 后 位 于 x 方向 线 元 的 EE 氏 伸缩 比 和 EE 氏 伸 缩 度 , 人 (N, 凡 ) 表 


示 眠 时 构 形 中 的 线 元 n 和 n 在 变形 前 的 夹 角 ,9z 则 是 瞬时 构 形 中 位 于 x 轴 和 x2 
轴 方 向 的 线 元 在 变形 前 的 夹 角 。 由 于 线 元 n 是 由 线 元 N 变形 而 来 , 故 y(n) = 
Y(N),e(n)=e(N); 但 显然 一 般 而 言 ,YCx1) 隆 YCX1) ,elx1) 关 e(X1)，, 因 为 位 于 
xl 方向 的 线 元 在 变形 前 未 必 位 于 Xi 轴 上 。 同 时 容易 说 明 :在 小 应 变 情况 下 ,由 于 
1ea1<l 故 se(z) 全 en; 在 小 应 变 和 小 角度 改变 的 情况 下 , 由 于 | ez|<1， 
|en|<<1,1ew|<<1, 故 现时 刻 处 于 xy 轴 和 xz 轴 而 垂直 的 两 个 线 元 比 它们 变形 前 
之 间 夹 角 的 减 小 值 Bi 为 


Bz = 9iz 一 人 和 sin( pr 至 ) =— cosp1 ~ 2e1 (2.4.30) 
在 此 我 们 再 次 强调 指出 : 式 (2.4.16) 一 式 (2.4.22) 给 出 的 都 是 L 氏 构 形 中 的 
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线 元 的 有 关 变 形 量 , 它 们 都 是 通过 工 氏 坐标 中 的 张 量 C 或 E 以 及 L 氏 构 形 中 的 线 
元 dX 或 N 而 计算 的 ;而 式 (2.4.24) 一 式 (2.4.30) 给 出 的 则 是 EE 氏 构 形 中 的 线 元 
的 有 关 变 形 量 , 它 们 都 是 通过 E 氏 坐标 中 的 张 量 B :或 e 以 及 E 氏 构 形 中 的 线 元 
dx 或 n 而 计算 的 。 


2.4.4 应 变 张 量 在 曲线 坐标 中 的 表达 式 


除了 按 1.5 节 中 的 方法 直接 导出 应 变 张 量 在 曲线 坐标 中 的 表达 式 外 ,我 们 也 
可 以 将 式 (2.4.1a)\ 式 (2.4.4a) 中 的 单位 张 量 工 写 为 度量 张 量 G 或 8, 同 时 按 2.3 
节 中 的 方法 写 出 C 和 B 的 表达 式 来 实现 。 于 是 , (2.4.1a) 式 和 (2.4.4a) 式 的 协 
变 分 量 形式 为 


E= 去 CCc- G)， En = 去 (cv -Gy) = 到 CPUFU8y -Go) (2.4.31) 


= -Bey= 雪 [gy - (8 站 = 南 [8y-(FD4(F205Go 
(2.4.32) 
至 于 E 和 e 的 其 他 形式 的 分 量 可 以 由 它们 这 两 种 常用 的 分 量 分 别 通过 度量 张 量 
G2 和 8 提升 指标 而 得 到 。 
至 于 应 变 张 量 用 位 移 梯度 所 表达 的 式 (2.4. 11) 和 式 (2.4.15), 写 为 直接 记 法 
则 是 


E= 直 (wT + DW) + 雪 (Tu) + (uD) (2.4.33a) 
Ey = (ur 可 + i) + 小 (Tux ur 部 ) 2.4.33b) 
= + uD) (2.4.34a) 
ey = Cu 9)+9u) -去 Cn ) Cu 六 (2.4.34b) 


其 中 ,Y 和 VY 分 别 是 L 氏 坐 标 和 下 氏 坐标 中 的 梯度 算 子 ,读者 可 尝试 解 出 其 分 量 的 
表达 式 。 
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2.5 伸缩 率 张 量 和 旋转 率 张 量 


2.5.1 速度 的 物质 梯度 和 空间 梯度 ,伸缩 率 张 量 和 旋转 率 张 量 


介质 运动 时 ,变形 梯度 张 量 下 也 将 是 工 氏 坐 标 XX 和 时 间 上 的 函数 , 即 我 们 可 
写 出 变形 梯度 张 量 的 工 氏 描述 F= F(X,r)。 固 定 一 粒子 刁 求 下 对 时 间 的 随 体 
导数 ,有 
= 半 = 冯 (号 )= 六 ( 侍 )= 芒 .5.D 
即 变形 梯度 FF 的 随 体 导 数 恰 等 于 质点 速度 y 在 L 氏 坐标 中 的 梯度 ,可 称 之 为 速度 
的 物质 梯度 或 L 氏 梯度 。 对 (2.5.1) 式 利用 求 导 的 链 式 法 则 ,有 


F=ar.ox- 工 。 
F= 疆 .号 =L.F (2.5.2a) 
其 中 
L=%=F.F (2.5.2b) 
x 


是 速度 " 在 EE 氏 坐 标 中 的 梯度 ,简称 速度 的 空间 梯度 或 EE 氏 梯度 。 根 据 张 量 的 和 
分 解 定理 , 任 一 2 阶 张 量 都 可 以 唯一 地 分 解 为 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 之 和 ,对 工 
进行 此 种 和 分 解 ,有 


L=D+W (2.5.3) 
mE T)=1(yD + = 六 
DD= 雪 +LD) = 计 (vYY +9w)， Dy (+ $v 91+ 9) 
(2.5.4) 
= 1(L_1)= lyy -9 = 1/9vi_ vi)- 1(y 5,-3 
W= 计 -LD) = 言 (Y7 -Vv)， Ws = 去 (总 弄 )= 半 ww Vi) 
(2.5.5) 


对 称 张 量 D 称 为 伸缩 率 张 量 (stretching rate tensor) 或 变形 率 张 量 
(deformation rate tensor) ,反对 称 张 量 W 称 为 旋转 率 张 量 (spinning rate tensor 
或 rotational rate tensor) 。 如 果 以 du = vdt 表示 dt 时 间 内 粒子 的 微小 位 移 ， 
则 有 
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Ddt = 去 (du 部 + 部 da)= 去 [2 + ( 丽 ) (2.5.6) 

可 见 , 量 Ddt 代表 无 穷 小 时 间 过 程 dt 所 产生 的 相对 于 前 一 时 刻 t 的 构 形 而 量度 
的 线性 无 穷 小 增 量 应 变 ,由 于 dt 可 以 任意 小 , 故 由 这 一 线性 无 穷 小 增 量 应 变 描 述 
dt 中 物体 的 变形 是 足够 精确 的 ,我 们 称 此 无 穷 小 增 量 应 变 Ddi 为 自然 增 量 应 变 
《natural incremental strain) , 故 D 即 表示 极限 意义 下 该 时 刻 介 质 相对 于 紧 前 一 
时 刻 构 形 的 变形 速率 ,所 以 称 它 为 变形 率 张 量 或 伸缩 率 张 量 是 恰当 的 。 但 需要 说 
明 :DD 既 不 是 LL 氏 应 变 张 量 E 的 随 体 导 数 ,也 不 是 王 氏 应 变 e 的 随 体 导 数 ,所 以 
有 的 文献 将 D 称 为 应 变 率 张 量 是 不 妥当 的 ,而 关于 应 变 率 张 量 的 概念 我 们 在 后 面 
还 将 进行 介绍 。 

根据 第 1 章 张 量 分 析 的 理论 ,在 三 维 空间 中 任 一 反对 称 张 量 W 都 与 一 唯一 的 
矢量 w 相对 偶 ,将 之 应 用 于 旋转 率 张 量 W, 我 们 可 有 


0 一 os w 
W= | wa QO" "= “| ， Wi =— ewx (2.5.7a) 
一 oaz wl 0 
wi =- 喜 exWax = 一 南 en (2.5.7b) 
四 = 一 去 euWaei = 二 roty 〈2.5.7c) 


即 与 旋转 率 张 量 W 相对 偶 的 矢量 @w 恰恰 等 于 质点 速度 的 旋 度 roty 的 一 半 , 所 以 
称 它 为 旋转 率 张 量 是 恰当 的 。 事 实 上 ,我 们 有 
Widx; = 一 emwrdx; = ewwrdxj 
即 
Wdx=wmxdx (2.5.8) 
所 以 W 作用 于 粒子 附近 的 任意 线 元 dx 其 效果 相当 于 此 线 元 以 角速度 w 旋转 的 
结果 , 故 @ 代表 了 微 体 的 瞬时 转动 角速度 ,这 也 说 明 把 W 称 为 旋转 率 张 量 是 恰当 
的 。 通 过 更 进一步 的 研究 我 们 可 以 证 明 :与 W 对 偶 的 矢量 w 代表 了 伸缩 率 张 量 D 
的 主轴 方向 的 旋转 角速度 ,这 可 以 表达 为 :如 果 m 是 DD 的 单位 主 方向 矢量 , 即 如 果 
D.m=Aim 且 站 "下 =1 (2.5.9a) 
则 有 
m=W-.m=oxm (2.5.9b) 
而 这 恰恰 就 是 理论 力学 中 单位 矢量 以 角速度 w 旋转 时 其 端点 速度 的 公式 。 现 在 
我 们 来 证 明 式 (2.5.9)。 
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对 瞬时 构 形 中 的 任意 线 元 dx ,其 随 体 导数 为 


d= Fdr=F.dxX=L.F.dX=L.dx (2.5.10) 
这 里 我 们 利用 了 式 (2.5.2a)。 如 果 以 ds = |dx|,n = dx/ds 分 别 表示 线 元 dx 的 
长 度 和 其 方向 的 单位 矢量 , 则 我 们 有 


2ds ds = ds = dx "dx =2dx. dx =2dx. Ledx (2.5.11a) 


即 
nln=n (D+Wen (2.5.11b) 
由 于 W 是 反对 称 张 量 , 所 以 易 证 : 
dx Wedx=0, ne. Wen=0 (2.5.12) 
于 是 式 (2.5.11) 成 为 
ds = 2ds ds = 2dx * De dx (2.5.13a) 
更 -。.D (2.5.13b) 
ds 三 兄 。 nn -DO。 


再 利用 式 (2.5.10)、 式 (2.5.13a) 和 式 (2.5.13b) ,我 们 有 
_ dfdxz\y_ 1 Jr 
= 二 ( 坚 )= 直下 sdx = dL dn De. ndx 


= 工 (D+W)。 dz- 击 Cn 了 D .nm)dx 
ds 


即 
n= (D+W) nm 一 (Cn D'.n)n (2.5.14) 


式 (2.5.14) 对 任何 方向 线 元 的 单位 矢量 n 都 是 成 立 的 ,可 以 看 到 ,n 除 了 与 n 
以 及 W 有 关 以 外 还 与 D 有 关 。 特 别 地 , 当 我 们 取 n 为 D 的 主 方向 的 单位 矢量 m 
时 ,我 们 有 

D.m=AMm， mm=1 (2.5.9a) 

于 是 式 (2.5.14) 成 为 

m= (D+W)-.:m- (maAm m= (D+W-.:m-Am= W-.m 
这 样 我 们 就 证 明了 式 (2.5.9b)。 

设 介质 速度 场 的 EE 氏 表述 为 

= v(x,1) 


将 上 时 刻 位 于 x 处 的 粒子 质点 速度 v 在 其 临近 位 置 xo 处 进行 Taylor 展开 ,只 取 一 
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次 项 ,有 
y=yYCrt) = v(xost) + Ledx= yxrof)+ 风 dx+D.dx 
(2.5.15) 
其 中 ,D 和 W 都 取 参 考 位 置 x。 处 在 t 时 刻 的 值 。(2. 5. 15) 式 即 是 著名 的 
Helmholz 流 场 速度 分 解 定理 :任何 一 个 粒子 的 速度 可 以 分 解 为 随同 临近 参考 点 一 
起 的 平移 速度 v(xo,1) 、 绕 参考 点 的 纯 刚体 旋转 引起 的 速度 WW。dx 和 由 微 体 纯 
变形 引起 的 速度 DD， dx 之 和 。 


2.5.2 相对 变形 梯度 张 量 (relative deformation gradient tensor) 


现在 我 们 考虑 介质 的 三 个 构 形 :一 个 是 = 0 时 的 初始 参考 构 形 ,一 个 是 t 时 

刻 的 构 形 , 一 个 是 t 以 后 另 一 时 刻 r 时 的 构 形 ,如 图 2.6 所 示 。 分 别 以 天 x 和 表 
示 粒 子 在 这 三 个 构 形 中 的 位 置 矢 量 , 则 介质 的 运动 规律 可 写 为 

X= xX(X,t), X= X(x,t), €= 6(X,7) (2.5.16) 


图 2.6 相对 变形 梯度 


(2.5.16) 式 的 第 一 式 是 以 1 =0 时 的 构 形 为 参考 构 形 来 描述 ! 时 介质 的 运动 ， 
含义 是 上 =0 时 的 粒子 X 在 上 时 刻 到 达 位 置 x 处 ;作为 第 一 式 反 函数 的 第 二 式 是 对 
t 时 刻 介 质 逆 运动 的 描述 ,含义 是 t 时 刻 到 达 位 置 x 的 粒子 在 t=0 时 位 于 位 置 XX 
处 ;(2.5.16) 式 的 第 三 式 是 以 :=0 时 的 构 形 为 参考 构 形 来 描述 + 时 介质 的 运动 ， 
含义 是 1=0 时 的 粒子 在 rt 时 刻 到 达 位 置 5 处 。 将 (2.5.16) 式 的 第 二 式 代 入 第 
三 式 ,我 们 有 

§€= EX(x,1) ,7T)= 6 (x,r) (2.5.17) 

(2.5.17) 式 所 定义 的 以 1 为 参数 的 复合 函数 E, (x,r) 是 以 上 时 刻 的 构 形 为 参 
考 构 形 对 介质 在 * 时 刻 运动 的 描述 ,其 含义 是 : t 时 刻 位 于 x 处 的 粒子 在 rt 时 刻 到 
达 位 置 5 处 。 以 上 时刻 构 形 为 参考 构 形 求 复 合 函数 (2. 5. 17) 式 对 x 的 变形 梯度 ， 
称 之 为 介质 在 + 时 刻 相对 于 上 时 刻 的 相对 变形 梯度 , 记 为 F,(r) ,我 们 有 
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-3-365.3X- 。F-1 
FoD=3 近 = 防卫 =FcD FID (2.5.18a) 
F(r) = F,(r)*» F(t) (2.5.18b) 


其 中 F(1) ,F(z) 分 别 表 示 以 +=0 时 的 初始 构 形 为 参考 构 形 量度 的 1 时 刻 和 + 时 
刻 的 变形 梯度 ,而 F-: (1) 则 是 F(t) 的 道 张 量 。(2.5.18b) 式 的 几何 解释 可 由 图 
2.6 说 明 , 它 表 明 : 实 现 介质 由 0 时 刻 到 + 时 刻 的 变形 梯度 F(r) 可 分 两 步 走 ,第 一 
步 先 产生 一 个 任意 中 间 时 刻 t 相对 于 初始 构 形 的 变形 梯度 F(t) ,第 二 步 再 产生 一 
个 = 时 刻 相对 于 上 时 刻 的 相对 变形 梯度 F,(r)。 


固定 时 间 !, 让 + 变化 , 求 (2.5.18a) 式 对 r 的 导数 在 时 刻 的 值 , 记 为 F,(1)， 
并 利用 公式 (2.5.18a) 和 (2.5.2b), 则 有 
下 ,(D) = FCn) lt = FCD + F711) = 工 (1 (2.5.19) 
(2.5.19) 式 说 明 :1 时刻 介质 质点 速度 的 空间 梯度 工 (t) 恰 恰 是 以 ! 时 刻 构 形 
为 参考 构 形 所 量度 的 相对 变形 梯度 F, (r) 的 时 变 率 在 t 时 刻 的 值 。 将 相对 变形 梯 
度 张 量 F, (z) 做 极 分 解 ,我 们 有 


Fi(r) = RiCr)。UCr) (2.5.20) 
求 (2.5.20) 式 对 r 的 导数 并 取 其 在 r= t 时 的 值 ,有 
Fi(1) = RD UD) + R(t). UL) (2.5.21) 


根据 其 物理 意义 ,F,(1)、R,(1)、U,(1) 分 别 表示 介质 在 t 时 刻 的 运动 相对 于 该 时 
刻 构 形 的 变形 梯度 张 量 .旋转 张 量 ,伸缩 张 量 , 显 然 它们 都 等 于 单位 张 量 T, 即 
Fi,(t) = R(t)= U0)=1 (2.5.22) 
于 是 ,(2.5.21) 式 成 为 
Fi(1) = UD) + R(t) (2.5.23) 
由 于 U 是 正定 对 称 张 量 , R 是 正 交 张 量 , 故 有 
U(r) = UTCr)， Ri(r)* RIC(r)=I 
固定 t 对 以 上 两 式 求 对 r 的 导数 并 取 r = t 时 的 值 ,再 利用 (2.5.22) 式 , 易 得 
Ut) = UTCD， R(t) =-RTCD (2.5.24) 
(2.5.24) 式 说 明 : U,(1) 和 R,(1) 分 别 是 2 阶 对 称 张 量 和 2 阶 反对 称 张 量 , 因 
而 (2.5.23) 式 是 上 (1) = F,(1) 的 和 分 解 形式 。 而 (2.5.3) 式 也 是 L(t) 的 和 分 解 
形式 ,由 2 阶 张 量 和 分 解 的 唯一 性 ,我 们 必 有 
DCD = UD) (2.5.25) 
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W(D = 及 CD) (2.5.26) 

式 (2.5.25) 和 式 (2.5.26) 说 明 : D(t) 和 多 (ti) 分 别 是 相对 伸缩 张 量 U, (r) 的 
时 变 率 和 相对 旋转 率 张 量 R,(r) 的 时 变 率 , 故 分 别 将 之 称 为 伸缩 率 张 量 和 转动 率 
张 量 是 恰当 的 。 

以 上 的 推理 可 概括 为 :有 限 运 动 中 相对 变形 梯度 张 量 F, (r) 的 极 分 解 公式 
《2.5.20) 式 ,在 无 限 小 运动 过 程 的 极限 情况 下 ( 即 求 导 时 ) , 即 化 为 速度 空间 梯度 张 
量 L(1) = F(t) 的 和 分 解 公式 (2.5.3) 式 或 (2.5.23) 式 。 其 中 有 限 运 动 中 的 旋转 
张 量 即 正 交 张 量 R,(r) 在 无 穷 小 运动 的 极限 过 程 中 成 为 旋转 率 张 量 即 反对 称 张 量 


R,(1) = W(1), 与 矢量 w( 1!) 对偶; 有限 运动 中 的 伸缩 张 量 即 正定 对 称 张 量 U, (r) 


在 无 穷 小 运动 的 极限 过 程 中 成 为 伸缩 率 张 量 即 对 称 张 量 U, (1) = D(1)。 
显然 ,如 果 我 们 从 相对 变形 梯度 张 量 的 左 极 分 解 式 FE,(r) = V,(r)。R,(r) 出 
发 ,对 + 求 导 并 重复 与 上 面 类 似 的 推导 , 则 可 得 


VCD = DCD (2.5.25)/ 


2.6 ”应变 率 张 量 和 Rivlin-Ericksen 张 量 


2.6.1 应 变 率 张 量 
介质 在 t 时 刻 相对 于 初始 构 形 的 L 氏 应 变 张 量 或 Green 应 变 张 量 E(1) 为 
E(t) = 去 [co -中 = 于 [FrCD + FO) -DD] (2.6.1) 


求 其 随 体 导 数 ,并 利用 (2.5.2a) 式 ,有 (为 了 简单 起 见 , 我 们 省 略 了 其 中 的 记号 1) 
E= 去 (FT .FF+ Fr P) = 到 (Fr .F+FT. LT EF) 
= 去 Fr CEL+LD .F 
即 
E=F'.D:F (2.6.2) 
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我 们 称 E 为 L 氏 应 变 率 张 量 , 它 是 以 1=0 时 刻 的 构 形 为 参考 构 形 所 量度 的 拉 氏 应 
变 张 量 的 随 体 导数 。 类 似 地 ,以 初始 构 形 为 参考 的 EE 氏 应 变 张 量 或 Almansi 应 变 
张 量 e(t) 为 

e(D = $I- Bt]= BI- FD) FICD] (2.6.3) 


对 其 求 随 体 导数 ， 有 


te =- 二 BT =- 寺 [OF FTD=- 寺 [OF Ft +CFDOT FT] 
(2.6.4) 
对 FE。F-: = 工 求 导 并 利用 式 (2.5.2b), 易 证 : 
FT =- FL，(FDr=-Lr.(F-Dr (2.6.5) 
将 (2.6.5) 式 代 人 (2.6.4) 式 ,经 过 适当 的 计算 , 即 得 
ee=D-L'.e-e.L (2.6.6) 


我 们 称 e 为 三 氏 应 变 率 张 量 , 它 是 以 初始 构 形 为 参考 构 形 的 E 氏 应 变 张 量 的 
随 体 导数 。 式 (2.6.6) 也 可 以 由 对 式 (2.4.5) 即 下 式 : 
ds* -dS: = 2dx。e'vdx (2.6.7) 
求 导 来 证 明 。 事 实 上 ,对 式 (2.6.7) 求 导 , 可 得 
dsds = dr.e.drtidree.drt+dxr.e.dr 
将 (2.5.13a) 式 和 (2.5.10) 式 代入 上 式 , 有 
dx.D.dx=L.dx.e*dx+dx.é@.dx+dx*e*L.dx 
dx.D.dr=dr.LTevdr+dr.e.dr+dr。e. 工 .dx 
=dxr.(LT.e+e+e" 工 ).。dx 
dx。(LTre+e+e 工 -D).dx=0 (2.6.8) 
式 (2.6.8) 左 端 所 给 出 的 二 次 型 对 任意 的 矢量 dx 都 为 零 , 所 以 括号 中 的 2 阶 对 称 
张 量 必 为 零 张 量 , 即 
e=D-(L'.et+e.L) (2.6.6) 
这 就 是 式 (2.6.6)。 同 样 ,我 们 也 可 以 通过 对 式 
ds*—dS?* = 2dX.E.dxXx 
求 随 体 导数 而 证 明 式 (2.6.2) ,读者 可 作为 练习 证 明之 。 
由 式 (2.6.2) 和 式 (2.6.6) 可 以 看 到 :在 F 关 I 或 e 取 0 的 一 般 情 况 下 ， 
EzDze 
而 只 有 当下 = 工 或 e=0 时 它们 才 彼 此 相等 ,但 这 对 应 的 是 介质 根本 没有 变形 的 情 
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况 。 在 一 般 情况 下 ,E 和 之 所 以 不 等 于 DD, 是 因为 E 和 是 相对 于 初始 构 形 的 E 
和 e 的 时 间 变 化 率 , 即 介质 在 两 个 无 限 接近 的 时 刻 t+ At 及 上 时 的 E 的 改变 和 e 
的 改变 与 At 之 比 当 At 趋 于 零 时 的 极限 ,而 在 :+ At 及 上 时 E 和 e 之 值 都 是 以 初 
始 构 形 为 参考 构 形 而 定义 的 ;而 伸缩 率 张 量 D 反映 的 是 介质 在 上 时 刻 的 变形 速 
率 , 它 只 与 从 ! 时 刻 到 上 + At 时 刻 其 间 介 质 的 变形 情况 有 关 , 而 与 初始 构 形 是 完全 
没有 关系 的 ,甚至 与 介质 在 ! 时 刻 以 前 的 运动 和 变形 都 是 完全 没有 关系 的 。 下 面 
我 们 来 说 明 t 时 刻 的 伸缩 率 张 量 恰恰 等 于 以 t 时 刻 的 构 形 为 参考 构 形 所 量度 的 
z+ 时 刻 的 相对 Green 应 变 张 量 E, (r) 的 随 体 导数 在 + = ! 时 的 值 E,(1)。 事 实 上 ， 
参照 Green 应 变 张 量 的 定义 ,如 果 我 们 定义 相对 Green 应 变 张 量 为 
El(r) = [CC -站 = 去 [ET Fo -1 (2.6.9) 
显然 它 的 意义 即 表示 以 上 时 刻 构 形 为 参考 构 形 所 量度 的 r 时 刻 的 相对 Green 应 
变 。 固 定 1, 求 (2.6.9) 式 对 r 的 时 间 导数 在 z= ! 时 刻 的 值 ,并 记 之 为 E,(1), 则 有 
E(t) = 去 [FTCOD) “F(t) + FTCD F(t)] = 去 [RD + FTCD] 
(2.6.10) 
这 里 利用 了 式 (2. 5. 22), 即 F, (1) = I。 再 利用 式 (2.5.19): F,(1) = 工 (1), 则 
(2.6.10) 式 成 为 
E,(D = [L(+ LTCD] = DCD (2.6.11) 
式 (2.6.11) 即 说 明 : 伸 缩 率 张 量 D(t) 恰 恰 等 于 以 瞬时 ! 的 构 形 为 参考 构 形 而 
量度 的 相对 Green 应 变 张 量 E,(t) 的 随 体 导数 在 + 时 刻 的 值 E, (1)。 
作为 练习 ,读者 可 尝试 求 一 下 相对 Euler 应 变 张 量 的 随 体 导数 e, (1), 并 证 


明 有 
é:(1) = DCD (2.6.11)” 


2.6.2 Rivlin-Ericksen 张 量 


我 们 曾 导出 了 瞬时 构 形 中 的 任意 线 元 dx 长 度 的 平方 ds? 的 公式 (2.4.16) 
式 , 即 

ds* = dX-C.dx (2.6.12) 

它 是 该 线 元 在 初始 构 形 中 的 线 元 矢量 dX 的 二 次 型 ,其 相对 应 的 2 阶 对 称 张 量 为 
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右 Cauchy-Green 张 量 C。 对 (2.6.12) 式 求 1 阶 及 n 阶 随 体 导数 ,并 注意 dX 与 
时 间 无 关 , 即 得 


dg) =dX.C.d 和 =2dX。 巨 。dX (2.6.13a) 
dd) ) - dX .Co 。dX (2.6.13b) 


其 中 C4 为 右 Cauchy-Green 张 量 C 的 n 阶 随 体 导数 。 另 外 ,我 们 还 导出 了 任意 
线 元 dx 长 度 的 平方 ds? 之 随 体 导数 的 公式 (2.5.13a) 式 , 即 
dD) qr. De dx (2.6.14a) 
由 于 dx=F.dX=dX。FT, 所 以 (2.6.14a) 式 可 以 改写 为 
da 2dX .Fr.D.F.dXK=2dX.(FT.D.F).dX 
(2.6.15) 
对 比 式 (2.6.15) 和 式 (2.6.13a), 并 利用 线 元 dX 的 任意 性 和 EE 及 Fr". DF 的 
对 称 性 ,有 
下 = Fr.D.F 
这 正 是 前 面 介 绍 的 式 (2.6.2) 。 如 果 我 们 将 ds? 的 n 阶 随 体 导数 写 为 瞬时 构 形 中 
的 线 元 矢量 dx 的 二 次 型 ,并 设 其 相对 应 的 2 阶 对 称 张 量 为 全, 即 
ld) = dx A dx (2.6.14b) 
则 由 于 dxz= 下.。dX= dX .Fr, 式 (2.6.14b) 即 可 以 改写 为 
dD - dX Fr. A.F.dX=dX. (Fr.A.F) .dx 
(2.6.14b)/ 
对 比 式 (2.6.14b)' 和 式 (2.6.13b) ,并 利用 线 元 dX 的 任意 性 和 Ci 及 FT ,全 FF 
的 对 称 性 ,我 们 可 得 下 式 : 
Com = Fi.A.F, A=(FD)'.Cm.F! (2.6.16) 
我 们 将 2 阶 对 称 张 量 信 称 为 n 阶 Rivlin-Ericksen 张 量 , 式 (2. 6. 16) 将 它 和 右 
Cauchy-Green 张 量 C 的 n 阶 随 体 导 数 C'" 联系 了 起 来 。 特 别 地 ,在 n=1 时 ,我 
们 可 有 


6D - 
4=(FD)T。C.FI=2(F1)T7。E.。FI=2D (2.6.17) 
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这 也 可 以 由 (2.6.14a) 式 直接 得 到 。 在 此 我 们 特别 强调 :与 Cm 是 C 的 n 阶 随 体 
导数 不 同 , 张 量 人 是 由 式 (2.6.14b) 或 式 (2.6.16) 而 直接 定义 的 , 它 并 不 表示 “ 某 一 


个 张 量 A” 的 n 阶 随 体 导数 。 这 就 是 我 们 用 入 而 不 用 4 的 理由 。 
对 式 (2.6.14b) 求 随 体 导数 ,并 利用 式 (2.5.10), 即 
d(dx) 


dt =L*.dx 
其 中 工 为 质点 速度 ， 的 空间 梯度 ,容易 证 明 关于 从 的 如 下 递 推 公式 ， 
人 = 和 4 yy (2.6.18) 


读者 可 作为 练习 证 明之 。 
我 们 可 以 证 明 : Rivlin-Ericksen 张 量 在 物理 上 等 于 相对 右 Cauchy-Green 张 
量 C,(r) 对 r 的 m 阶 随 体 导数 在 r= + 时 的 值 C?2(t), 即 


部 _ Cn = C(t) (2.6.19) 
T r= 


事实 上 ,如 果 在 式 (2.6.12) 中 将 + 时 刻 的 构 形 代替 0 时 刻 的 构 形 ,将 + 时 刻 的 构 形 
代替 上 时 刻 的 构 形 , 则 该 式 将 成 为 

ds(r)2 = dx。CCr)。dx (2.6.12)’ 
其 中 C,(r) 为 = 时 刻 相对 上 时 刻 的 相对 右 Cauchy-Green 张 量 ,ds(r) 为 上 时 刻 的 
线 元 dx 在 rt 时 刻 的 长 度 。 固 定时 刻 ,将 r 作为 变量 ,对 (2.6.12)' 式 求 对 r 的 nn 
阶 随 体 导数 (注意 ! 时 刻 线 元 dx 不 随 z 而 变化 ) ,可 得 


d" [deco] es SG) .dx (2.6.20) 


令 r 趋 近 于 t, 由 于 ds(r) 趋 近 于 ds(1)=ds, 我 们 即 得 


dd ar. FC) x=dx. C1) .dx (2.6.21a) 
dt” dr : 


其 中 
drC,(r) 
dr" |， 


= CPP(D (2.6.21b) 
是 相对 右 Cauchy-Green 张 量 C,(r) 对 r 的 n 阶 随 体 导数 在 r= ! 时 的 值 。 将 式 
(2.6.21a) 和 式 (2.6.14b) 相 对 比 ,并 利用 线 元 dx 的 任意 性 和 张 量 时 95 | = 
Cg (1) 及 信 的 对 称 性 ,可 知 必 有 
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 _ 呈 CeCz) 
人 


三 C7) (2.6.19) 
r=t 


这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 
将 相对 右 Cauchy-Green 张 量 C, (rt) 在 t 时 刻 展开 为 Taylor 级 数 , 并 利用 
(2.6.19) 式 ,有 
Cn) 


CD = CD+D ET CHD = I+ Et A 
n=1 n, n=1 n. 


(2.6.22) 
该 式 对 导出 率 型 材料 的 本 构 方程 是 有 用 的 。 
此 外 ,有 的 书 上 通过 介质 的 所 谓 “n 阶 速度 ”即位 置 矢量 x 的 n 阶 随 体 导数 ) 


的 梯度 张 量 卫 三 (全 关 ) 。 吕 来 定义 Rivlin-Ericksen 张 量 。 如 果 我 们 分 别 以 x 和 
表示 粒子 在 + 时 刻 和 时 刻 的 位 置 矢量 , 则 对 相对 变形 梯度 F,(r) = 号 求 对 + 的 各 
阶 随 体 导数 ,我 们 有 


人 = 5o(r) .9 Pr) (2.6.23) 
其 中 # "(二 入 是 的 n 阶 随 体 导数 , 即 粒子 在 < 时 刻 的 “n 阶 速度 "; 总 是 在 
时 刻 构 形 中 的 梯度 算 子 ;56 (r) “了 = 下。 避 二 忆 ,C7) 是 粒子 在 = 时 刻 的 “n 阶 


速度 Sm(r) 三 下 在 4 时刻 构 形 中 的 祷 度 张 量 ,在 n=1 时 ,此 ,Cr) =(r) ,了 三 


工 ,(r) 即 是 粒子 * 时 刻 速度 场 在 t 时 刻 构 形 中 的 速度 梯度 。 在 式 (2.6.23) 中 令 = 
趋 近 于 +，, 即 得 


dFCr| 中 FD| 四 四 
让 | = | = Ln| ,= 
(2.6.24) 
i i 
其 中 =,()| = 器 | .5 =( 玉 ) "了, 是 位 置 矢量 x 的 n 阶 随 体 导数 


的 梯度 张 量 。 求 C,(r) = FI(r)。F,《r) 对 + 的 n 阶 随 体 导 数 ,可 得 
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CD FFID ,dF(r), (rn) nl! 
Er = (1) de dr (1)= EL 

(2.6.25) 

令 z 趋 近 于 1, 并 对 式 (2.6.25) 的 左 端 和 右 端 分 别 利用 式 (2.6.19) 和 式 (2.6.24)， 
即 可 得 

ya ? 十 时 = 中 骂人 ) 姑 他 

式 (2.6.26) 就 是 由 粒子 “n 阶 速度 "的 梯度 张 量 所 表达 的 Rivlin-Ericksen 张 

量 。 注 意 ,在 n=1 时 ,我 人 有 上 ==L( 即 速度 的 空间 梯度 ), 人 =2D; 对 mn>>1, 守 是 

粒子 “n 阶 速度 ”的 空间 梯度 而 非 速度 空间 梯度 工 的 n 阶 随 体 导数 。 这 也 是 我 们 


用 而 不 用 L" 的 道理 ,与 前 面 对 仿 的 说 明 是 类 似 的 。 


(2.6.26) 


2.7 体积 相对 变化 率 


2.7.1 体 应 变 
定义 体 应 变 可 以 有 几 种 方法 ,一 是 工程 体 应 变 或 Lagrange 体 应 变 A, 由 
-Do- or 
= Wl (2.7.1) 


给 出 ,其 中 SY 和 6v 分 别 是 微 体 在 初始 构 形 中 的 体积 和 t+ 时 的 体积 ,Lagrange 体 
应 变 A 所 反映 的 是 以 参考 构 形 中 的 体积 3V 为 对 比 基 准 所 量度 的 体积 相对 增加 。 
二 是 Euler 体 应 变 A。: 


[i lei 1 A LA (2.7.2) 


它 所 反映 的 是 以 t 时刻 的 体积 6v 为 对 比 基 准 所 量度 的 体积 相对 增加 。 三 是 有 限 


相对 体 应 变 或 有 限 增 量 体 应 变 A,(r), 由 


= vr) - Ov(D) 
Ari(r) = Dv) (2.7.3) 


给 出 ,其 中 6v(1) 和 6v(r) 分 别 是 微 体 在 t 和 < 时 刻 的 体积 ,A, (rt) 反映 的 是 微 体 
在 任意 时 间 间 隔 Lt,r] 中 所 产生 的 相对 体积 变化 ,对 比 基 准 是 微 元 在 t 时 刻 的 体 


*。142 。 


二 第 2 章 连续 介质 的 运动 和 变形 


积 6v(1)。 当 1=0 时 , 式 (2.7.3) 给 出 的 就 是 微 体 在 + 时 刻 的 L 氏 体 应 变 ;而 当 r 
-上 等 于 di 为 无 限 小 时 , 式 (2.7.3) 则 成 为 
At+dD = 时 (2.7.4) 


称 为 无 限 小 增 量 体 应 变 或 自然 增 量 体 应 变 , 它 反映 的 是 介质 在 微 时 间 间 隔 
[t,t+dt] 之 内 所 产生 的 相对 体积 膨胀 ,其 对 比 基 准 是 微 体 在 前 一 时 刻 ! 时 的 体 
积 6v。 将 微 体 从 t=0 时 的 体积 6V 膨胀 到 现时 刻 t 时 的 体积 6v 的 整个 期 间 分 为 
无 穷 多 的 无 穷 小 间隔 ,并 将 各 间隔 的 自然 增 量 体 应 变 累积 起 来 , 即 得 所 谓 的 对 数 体 
应 变 Al: 


mw dov _ 多 = dov 
Al = a = In3y In(1 + A), dA 6v (2.7.5) 


i 变 , 反 过 来 对 数 体 应 变 的 微分 即 是 自然 增 
量 体 应 变 。 之 所 以 将 此 体 应 变 称 为 对 数 体 应 变 是 因为 它 恰 恰 与 L 氏 体 应 变 以 对 数 
关系 由 式 (2.7.5) 相 联系 。 


2.7.2 相对 体积 变化 率 


在 物理 上 ,我 们 可 以 定义 介质 在 一 点 的 相对 体积 变化 率 为 该 点 处 微 体 在 无 限 
小 时 间 dt 内 的 相对 体积 膨胀 92* 与 dt 之 比 在 dt 趋 于 零 时 的 极限 只 8 ;在 数学 上 
也 可 以 将 之 定义 为 有 限 相对 体 应 变 A,(r) 对 r 的 导数 在 = = ! 时 的 值 , 即 以 ! 时 构 


形 为 基准 量度 的 有 限 相对 体 应 变 的 随 体 导数 A,(1) ; 


_ d/o -DY| 1dov 
人 


可 见 二 者 是 相同 的 。 微 体 6v 在 dt 内 的 膨胀 d6v 是 由 介质 通过 其 表面 6 外 流 而 造 
成 的 , 即 


A,(D = Ea C7) 


dov = ndida = dt|divwdv = didivwov 
此 处 我 们 利用 了 Gauss 定理 以 及 体积 分 的 中 值 定理 ,其 中 divv 为 在 6v 中 的 菜 一 
点 取 值 。 将 上 式 两 端 同 除 以 dt8v, 并 令 dt 和 6v 都 趋 于 0, 即 可 得 


工 dar -di 
a divy (2.7.7) 


式 (2.7.7) 说 明 : 介 质 在 一 点 的 相对 体积 变化 率 恰恰 等 于 介质 速度 场 在 该 点 的 
散 度 divw。 而 事实 上 ,在 1. 12 节 中 我 们 正 是 以 此 种 方式 给 出 散 度 divy 的 物理 定 
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义 的 ,可 参见 第 1 章 中 的 式 (1.12.15) 。 
另外 ,由 式 (2.7.5) 和 式 (2.7.1) 不 难看 出 ,对 数 体 应 变 的 随 体 导数 恰 为 速度 散 
度 divv: 


2 二 A = 1 (dvy -1Ldir ,= 
MT 部 ( 序 rs dr = divr= Ds (2.7.8) 


4 
因此 ,对 介质 在 一 点 的 相对 体积 膨胀 率 ,我 们 可 以 写 出 如 下 几 个 等 价 的 表达 形式 : 


下 
40 = 高 二 村 divy = Di=A (2.7.9) 


其 中 = 名 表示 微 体 的 膨胀 比 ,D 为 伸缩 率 张 量 DD 的 第 一 不 变量 。 


2.8 体积 分 的 时 间 导 数 


2.8.1 闭口 体系 和 开口 体系 


“在 连续 介质 力学 中 分 清 我 们 所 研究 的 体系 是 闭口 体系 还 是 开口 体系 具有 十 分 
重要 的 意义 。 所 谓 闭口 体系 ,是 指 由 一 群 固定 粒子 组 成 因而 与 外 界 没 有 质量 交换 
的 体系 , 即 通 过 闭口 体系 表面 外 界 流入 体系 的 质量 流 为 零 , 故 闭口 体系 的 质量 随时 
间 的 变化 率 即 其 质量 的 随 体 导数 为 0; 所 谓 开口 体系 ,是 指 我 们 所 观察 的 体系 并 不 
是 由 固定 粒子 组 成 因而 与 外 界 存在 质量 交换 的 体系 , 即 通 过 开口 体系 的 表面 外 界 
向 体系 有 质量 流 人 或 流出 ,所 以 开口 体系 中 介质 质量 随时 间 的 变化 率 等 于 外 界 向 
介质 的 质量 纯 流 人 率 ( 即 流入 率 减 去 流出 率 ) 。 开 口 体 系 和 闭口 体系 的 区 分 并 不 是 
以 体系 在 空间 是 静止 或 运动 为 标志 的 ,它们 在 空间 所 占有 的 区 域 " 及 其 区 域 的 表 
面 a 都 可 以 是 运动 的 因而 都 可 以 是 时 间 ! 的 函数 。 当 开口 体系 取 为 在 空间 中 静止 
不 动 的 某 一 固定 空间 时 ,这 种 特殊 的 开口 体系 我 们 将 之 称 为 静止 控制 体 , 这 就 是 在 
一 般 流体 力学 书 中 最 常用 的 开口 体系 。 显 然 , 当 体系 表面 各 处 的 运动 速度 都 等 于 
经 过 该 点 的 介质 质点 速度 时 ,体系 也 就 成 为 了 闭口 体系 ,而 当 体 系 表面 各 处 的 运动 
速度 都 等 于 0 时 ,体系 就 成 为 了 静止 控制 体 , 因 之 闭口 体系 和 静止 控制 体 都 可 以 视 
为 开口 体系 的 特例 。 为 了 清楚 起 见 ,我 们 将 把 闭口 体系 上 任意 量 体 积分 随时 间 的 
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变化 率 即 体积 分 的 随 体 导数 用 -下 或 上 加 “ * ”来 表示 ;同时 把 一 般 开口 体系 上 任意 
量 体 积分 随时 间 的 变化 率 即 体积 分 的 时 间 导 数 用 如 来 表示 ;而 静止 控制 体 上 任意 


量 体 积分 随时 间 的 变化 率 将 用 六 来 表示 ,这 是 因为 静止 控制 体 的 体积 v 和 其 表面 


a 都 是 与 时 间 无 关 的 ,所 以 可 以 视 为 是 在 固定 区 域 上 的 局 部 导数 。 
为 了 叙述 简洁 起 见 ,我 们 将 单位 空间 体积 中 的 某 种 物理 量 称 为 其 密度 量 
(density quantities), 而 把 单位 介质 质量 的 某 种 物理 量 称 为 其 比 量 (specific 


quantities) 。 


2.8.2 开口 体系 体积 分 的 时 间 导 数 和 闭口 体系 体积 分 的 随 体 导数 一 一 表面 移 
动 法 


我 们 考虑 任意 一 个 在 空间 运动 的 开口 体系 v(1) ,其 表面 为 a(t), 如 图 2.7 所 
示 。 为 了 强调 体系 v 和 表面 a 都 是 与 时 间 有 关 的 ,我 们 特意 加 上 了 记号 t+。 设 上 
时 刻 体系 各 表面 点 相应 的 表面 运动 速度 为 VC(x,t) ,应 注意 ,对 于 开口 体系 而 言 它 
与 该 时 刻 经 过 此 表面 点 的 介质 粒子 速度 一 般 是 不 同 的 。 以 F(1) 表 示 某 种 密度 量 
fx,1) 在 开口 体系 v(1) 上 的 总 体 量 , 它 可 以 由 如 下 的 体积 分 来 表达 : 


FD= | f(xsDdv (2.8.1) 
ts 
CC “NAN , 。 
: 而 , 
ww» 加 wan; 


at+AD) 
、…、、、Av=v(tkAD)-vD 


图 2.7 开口 体系 的 变化 


现在 我 们 来 求 开口 体系 上 的 体积 分 (2.8. 1) 式 的 时 间 导 数 吕 PE。 按照 定义 ,我 
们 有 
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Br= 冯 和 


其 中 F(t + At) 表 示 在 t+ At 时 刻 开口 体系 所 占据 的 空间 区 域 v(t + At) 上 的 体 

积分 。 在 图 2.7 中 我 们 标 出 了 t 和 + At 两 个 时 刻 的 v1)、a(t)、v(t+At)val(t 

+At) 以 及 At 期 间 开口 体系 所 扩充 的 微 区 域 Av= v(t+ At) 一 v(1)。 我们 有 
AF= FOI+AD -FD= | farttandv- {fox Ddv 


itaD) vn 


= lim ECL+AD =- FW (2.8.2) 
ar0 At 


= [| fot + ADdv - ed 


+[ flx,t +AtDdv— | rer anav] 


vtAr) 
= AP + AF, (2.8.3) 
其 中 
AP = [fort+addv- | fer dav = | ardv (2.8.4) 
VCD VCD vn) 


AF, = | flx,t+At)dv— [fost +ADdv = est +ADdv 
win hv 


(2.8.5) 
而 Av=v(Ct+At)-Y(b) 表 示 At 期 间 开 口 体系 表面 移动 而 膨胀 的 区 域 , 它 是 由 
t 时 刻 的 表面 a(1) 的 每 一 部 分 da 以 速度 V(x,t) 移 动 而 形成 的 。 参 照 图 2.7, 易 
见 da 在 dt 时 间 内 移动 所 形成 的 膨胀 区 域 的 微 体积 为 
dv = VAt* nda (2.8.6) 
将 之 代 人 (2.8.5) 式 中 , 即 有 
AFs = Ve + ADdv = bfx,t+ADV. nAtda 


alD) 


= $ [f(x,1) + 3farlv: nAtda 


atD 


= 中 fox,Dv， nAtda (2.8.7) 


在 (2.8.4) 式 和 (2.8.7) 式 的 右 端 我 们 省 去 了 At 的 二 次 项 ,因为 它们 除 以 At 并 在 
At 人 将 (2.8.4) 式 和 (2.8.7) 式 代入 (2.8.3) 式 , 即 可 得 


B= 妨 | /Dav = = | av+ 中 Pr .nda (2.8.8) 
aaCD) 
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式 (2.8.8) 即 给 出 了 任意 开口 体系 v(1) 上 量 了 体积 分 的 时 间 导 数 。 

由 以 上 的 推导 过 程 可 见 :(2.8.8) 式 中 的 第 一 项 由 增 量 AF' 得 来 , 它 是 由 在 开 
口 体系 t 时 刻 所 占据 的 原 体积 v(1) 上 量 了 随时 间 的 变化 即 场 的 不 定常 性 所 引起 ， 
故 称 之 为 体积 分 F 的 局 部 导数 ; (2.8. 8) 式 中 的 第 二 项 由 增 量 AF, 得 来 , 它 是 由 开 
口 体系 的 表面 a(1) 上 的 各 点 以 相应 表面 点 的 移动 速度 Y 移动 所 引起 的 , 故 可 以 
称 之 为 体积 分 F 的 表面 移动 导数 。 特 别 说 来 , 当 开口 体系 分 别 成 为 闭口 体系 或 静 
止 控制 体 时 ,我 们 分 别 有 V= ” 和 V=0, 于 是 我 们 即 分 别 得 到 闭口 体系 体积 分 的 
随 体 导数 和 静止 控制 体 体积 分 时 间 导 数 的 公式 如 下 : 


关 = 和 = [2 
wk 和 nda (2.8.9a) 


aF afuv 2 [af 
r= 六 ma， = J¥e, (2.8.10) 


闭口 体系 体积 分 随 体 导 数 的 公式 (2.8.9a) 式 即 是 在 流体 力学 教科 书 中 常见 的 
公式 ,其 中 的 第 一 项 与 式 (2.8.8) 的 第 一 项 一 样 也 是 由 场 的 不 定常 性 所 引起 的 , 称 
之 为 闭口 体系 体积 分 的 局 部 导数 ;(2.8.9a) 式 中 的 第 二 项 是 由 体系 表面 上 的 各 点 
以 粒子 本 身 速度 "迁移 造成 体积 胀 缩 而 引起 的 , 故 可 称 之 为 闭口 体系 体积 分 的 迁 
移 导 数 。 至 于 式 (2.8.10) ,我 们 不 需要 从 (2.8.8) 式 出 发 即 可 一 眼看 出 ,因为 静止 
控制 体 v 和 dv 都 是 与 时 间 无 关 的 。 

对 式 (2.8.9a) 的 第 二 项 应 用 高 斯 定理 ,可 以 得 到 闭口 体系 体积 分 随 体 导数 公 
式 的 第 二 种 形式 , 即 

= 时 J ma | gfqv + fava (2.8.9b) 


wn 


由 于 其 重要 性 ,我 们 在 下 面 再 给 出 闭口 体系 体积 分 随 体 导数 公式 的 另 一 种 导 
出 方法 和 第 三 种 形式 。 


2.8.3 闭口 体系 体积 分 的 随 体 导数 一 一 介质 胀 缩 法 


设想 我 们 对 整个 闭口 体系 也 按 微 闭口 体系 的 观点 进行 分 割 , 即 将 整个 闭口 体 
系 v(1) 看 做 是 无 穷 多 个 微 闭口 体系 dv 的 总 和 。 由 于 体积 分 是 无 穷 多 个 微分 的 总 
和 ,而 和 的 导数 等 于 导数 的 和 ,所 以 对 闭口 体系 的 体积 分 求 随 体 导数 ,并 注意 密度 
量 本身 和 每 一 个 微 闭口 体系 dv 都 是 随时 间 变 化 的 , 则 有 


六 三 时 | ma = 剖 Uaw= | dfav+ | (2.8.11) 
利用 divv 即 体积 相对 变化 率 的 物理 定义 : 
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dv = 各 十 二 (2.8.12) 
或 
La = (divwydy (2.8.13) 
将 (2.8.13) 式 代入 (2.8.11) 式 即 可 得 
= 是 | fer = 1 dfav+ | faivwav (2.8.14) 


式 (2.8. 二 种 形式 。 由 推导 过 程 可 以 看 到 ， 
(2.8.14) 式 中 的 第 一 项 是 在 不 考虑 所 有 微 物质 体 dv 的 胀 缩 而 只 考虑 各 微 体 的 量 
下 的 随 体 变化 而 得 出 的 , 故 可 以 将 之 称 为 闭口 体系 体积 分 的 等 容 导 数 ; (2. 8. 14) 式 
中 的 第 二 项 是 由 所 有 微 体 变 形 导 致 体系 的 胀 缩 而 引起 的 , 故 可 以 将 之 称 为 闭口 体 
系 体积 分 的 胀 缩 导数 。 如 果 注 意 到 


df -af fr5。 
入 = 共 +77 (2.8.15) 


(fT = pf+fyvv (2.8.16) 

则 容易 看 到 式 (2.8.14) 和 式 (2.8.9b) 是 等 价 的 。 

我 们 将 任意 闭口 体系 体积 分 的 随 体 导数 分 解 为 等 容 导数 和 胀 缩 导 数 之 和 的 思 
想 ,物理 概念 清晰 且 数 学 推导 简洁 ,是 一 般 的 书 上 不 曾 采 用 的 。 

需要 指出 的 是 :我 们 在 前 面 所 得 到 的 开口 体系 体积 分 时 间 导 数 的 公式 (2. 8. 8) 
式 以 及 闭口 体系 体积 分 随 体 导数 的 公式 (2.8.9a) 式 《2.8.9b) 式 《2.8.14) 式 并 不 
要 求 密度 量 f 一 定 是 标量 , 当 它 是 矢量 以 及 任意 阶 的 张 量 时 这 些 公 式 也 都 是 成 立 
的 ,此 时 户 表示 张 量 f 和 矢量 v 的 外 积 。 


2.8.4 体积 分 随 体 导数 的 一 个 特例 
当量 f= 和 时 ,其 中 。 为 介质 的 质量 密度 , 则 有 


| av- ppdv) = | deodv + | p Kb (2.8.17) 
让 Ry A 
人 
ed =0 (2.8.18) 
(2.8.17) 式 成 为 
d dp 
| ear Pk dpav (2.8.19) 


。148 。 


1 1 〇 第 2 章 连续 介质 的 运动 和 变形 


式 (2.8.19) 说 明 : 当 被 积 函 数 有 一 个 因子 是 质量 密度 p 时 ,我 们 可 以 将 求 导 运 
算 移 人 积分 号 内 且 只 需 对 被 积 函数 的 另 一 因子 9 求 导 即 可 。 在 此 我 们 强调 指出 : 
式 (2.8.19) 成 立 所 依据 的 物理 基础 是 闭口 体系 的 质量 守恒 定律 , 即 式 (2.8.18) 。 


2.8.5 跨 过 运动 表面 的 物理 量 流 


显然 ,有 没有 介质 跨 过 空间 中 运动 的 微 曲面 da 取决 于 微 曲 面 的 运动 速度 了 
是 否 等 于 它 所 经 过 的 介质 粒子 的 运动 速度 v, 所 以 容易 看 出 :单位 时 间 内 跨 过 da 
而 流向 (一 nn) 一 侧 的 介质 体积 将 为 (V 一 v)。 nda (我们 将 之 简称 为 跨 过 曲面 da 
的 体积 流 ) ,其 中 n 表示 曲面 da = nda 的 单位 法 矢量 。 于 是 跨 过 da 的 质量 流 
dM .动量 流 dm 和 能 量 流 dE 将 分 别 为 


dM = p(V-v). nda (2.8.20a) 

dm = py(V—-v). nda (2.8.20b) 

dE = p(k +u)(V-v). nda (2.8.20c) 
其 中 上 和 w 分 别 是 介质 的 比 动能 和 比 内 能 。 


式 (2.8.20) 的 3 式 给 出 了 跨 过 运动 速度 为 V 的 任意 微 表 面 da = nda 的 质量 
流 dM 动量 流 dm 、 能 量 流 dE 的 表达 式 ,如 下 的 3 种 特殊 情况 是 特别 需要 注意 的 : 
(1) 当 微 表面 的 运动 速度 V 恰恰 等 于 其 上 介质 粒子 的 运动 速度 , 即 V=v 时 , 微 曲 
面 da 即 是 一 个 物质 微 面 或 随 体 微 面 , 式 (2.8.20) 的 3 式 都 为 0;(2) 当 V=0 时 ， 
微 曲 面 da 即 是 一 个 静止 微 面 ,而 式 (2.8.20) 即 给 出 跨 过 静 症 微 面 的 质量 流 、 动 量 
流 和 能 量 流 ;(3) 当 微 曲面 da 是 波 阵 面 的 一 部 分 时 , Y 和 Vv 即 分 别 是 波 阵 面 
的 己 氏 绝对 波 速 和 波 对 介质 的 相对 波 速 ,此 时 ,以 式 (2.8.20) 的 3 式 为 基础 ,我 们 
将 可 以 导出 在 E 氏 坐标 中 跨 过 三 维 冲击 波 的 突 牙 条 件 ( 可 参见 4.4 节 ) 。 


2.8.6 以 上 公式 在 L 氏 描述 中 的 相应 表达 形式 


需要 指出 的 是 :无 论 是 对 开口 体系 还 是 对 闭口 体系 ,我 们 都 可 以 采用 IL 氏 描 述 
和 下 氏 描述 两 种 表达 形式 。 本 节 前 面 的 叙述 和 推导 尽管 涉及 了 开口 体系 和 闭口 体 
系 两 种 体系 ,但 我 们 采用 的 都 是 己 氏 描 述 方法 , 即 我 们 都 是 以 瞬时 构 形 为 基础 来 描 
述 的。 事实 上 ,我们 也 可 以 用 工 氏 描述 方法 来 进行 表述 ,此 时 我 们 可 以 将 开口 体系 
Y(t 映 射 为 在 初始 构 形 中 变化 的 体积 V(1), 它 的 表面 映射 为 初始 构 形 中 的 封闭 
曲面 4(t) ,单位 外 法 矢量 为 N ,表面 点 在 初始 构 形 中 变化 的 工 氏 移动 速度 为 U。 
如 果 以 fo( 关 ,1) 表 示 某 种 量 的 氏 密 度 即 单位 初始 体积 的 某 种 物理 量 , 则 开口 体 
系 体积 分 时 间 导 数 的 公式 (2.8.8) 式 将 成 为 
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DF _ 人 
Be 总 | zcex， Day = | 交 oqv + $ rv: NaA (2.8.21) 


而 对 闭口 体系 ， vc、 A404) 分 别 成 为 初始 构 形 中 不 变 的 体积 V 和 面积 4, 而 
表面 点 的 工 氏 移动 速度 U 为 零 。 于 是 闭口 体系 体积 分 随 体 导数 的 公式 将 成 为 


F= Bav = [sav = [Sar (2.8.22) 


最 后 一 式 是 因为 在 工 氏 描 述 下 任意 量 的 随 体 导数 也 即 等 于 其 对 时 间 的 偏 导 数 。 事 
实 上 ,(2.8.22) 式 的 成 立 是 显然 的 ,因为 任意 闭口 体系 在 初始 构 形 中 的 体积 V 和 
微 元 体积 dV 都 是 与 时 间 无 关 的 ,所 以 我 们 可 以 把 求 导 运算 移 人 积分 号 中 且 只 需 
对 被 积 函数 求 导 即 可 。 

根据 表面 的 L 氏 移动 速度 U 的 定义 ,显然 , 当 采 用 L 氏 描 述 时 , 跨 过 微 曲面 
dA 的 工 氏 体积 流 ( 即 体积 流 的 初始 体积 ) 为 U。Nd4 , 故 跨 过 微 曲面 d4 的 质量 
流 dM ,动量 流 dm 和 能 量 流 dE 将 分 别 为 


dM = ooU .Nd4 (2.8.23a) 
dm = povU» NdA (2.8.23b) 
dE = po(k+uU. NdA (2.8.23c) 


由 于 当 微 曲面 d4 是 波 阵 面 的 一 部 分 时 , U 即 是 波 阵 面 的 工 氏 波 速 , 此 时 ,以 
式 (2.8.23) 的 3 式 为 基础 ,我 们 将 可 以 导出 在 工 氏 坐标 中 跨 过 三 维 冲击 波 的 突 跃 
条 件 (可 参见 4.4 节 )。 


2.9 连续 方程 


连续 方程 (equation of continuity) 是 质量 守恒 定律 的 数学 表达 形式 , 它 是 连续 
介质 场 力 学 守恒 定律 的 重要 组 成 部 分 。 由 于 场 守恒 定律 的 观念 本 身 及 其 推导 方法 
的 重要 性 ,在 本 节 我 们 将 以 表达 质量 守恒 定律 的 连续 方程 为 例 ,分 别 给 出 从 微 闭口 
体系 、 微 开口 体系 .有限 闭口 体系 和 有 限 开口 体 系 出 发 的 连续 方程 的 导出 方法 。 

由 闭口 体系 和 开口 体系 所 表达 的 质量 守恒 定律 可 分 别 表述 为 :任意 闭口 体系 
的 质量 不 随时 间 变化 , 即 闭口 体系 质量 的 随 体 导数 等 于 零 ;任意 开口 体系 的 质量 随 
时 间 的 增加 率 即 质量 的 时 间 导 数 等 于 外 界 对 开口 体系 的 质量 纯 流 入 率 。 
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2.9.1 微 闭口 体系 


如 果 以 ce 和 p 分 别 表示 介质 的 初始 密度 和 了 瞬时 密度 ,以 6V 和 6v 分 别 表示 某 

个 微 闭口 体系 的 初始 体积 和 瞬时 体积 , 则 微 闭口 体系 的 质量 守恒 定律 可 写 为 
piv = po6V (2.9.1) 
(2.9.1) 式 的 含义 是 : 微 闭口 体系 在 任何 时 刻 的 质量 6M = piv 都 等 于 其 初始 


质量 po8V。 引 入 介质 的 膨胀 比 况 = 上 下 ‖ = 了 , 则 (2.9.1) 式 也 可 以 写 为 如 下 


形式 : 
A 
p 有 FI (2.9.2) 


如 果 把 变形 梯度 张 量 下 也 作为 未 知 量 的 话 , 则 (2. 9. 2) 式 即 可 以 看 做 是 连续 
方程 的 一 种 形式 , 它 把 介质 的 瞬时 密度 p 和 瞬时 膨胀 比 | FE | 联系 起 来 ,其 优点 
是 : 它 是 一 个 代数 方程 而 不 是 微分 方程 。 对 (2.9.1) 式 两 边 求 随 体 导 数 ,并 注意 微 
闭口 体系 的 质量 6M = iv 不 随时 间 变化 即 闭口 体系 质量 的 随 体 导数 为 零 , 则 有 


是 io = pav+p 拒 =0，p+p 直 昱 =0 


即 
e+pdivy =0 (2.9.3) 
(2.9.3) 式 即 是 流体 力学 中 常见 的 连续 方程 的 一 种 形式 , 称 之 为 连续 方程 的 局 
部 形式 或 微分 形式 , 它 把 介质 的 瞬时 密度 p 和 质点 速度 v 这 一 运动 学 量 联系 起 来 。 
(2.9.2) 式 和 (2.9.3) 式 即 是 由 微 闭口 体系 质量 守恒 所 导出 的 连续 方程 。 


2.9.2 微 开口 体系 


如 果 我 们 以 6v 来 表示 某 个 微 静止 控制 体 这 一 特殊 的 微 开口 体系 , 则 其 中 的 质 

量 增加 率 23M 将 为 
2 - 2 -3 (2.9.4) 
之 所 以 有 此 式 ,是 因为 3v Ee 无 关 的 静止 控制 体 ,同时 增加 率 也 应 理解 为 对 时 
间 的 偏 导数 而 非 随 体 导数 。 而 单位 时 间 内 通过 sy 的 边界 的 质量 纯 流 人 率 


a6M“ 
at 为 
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人- =- 知 .nds = avonar =-div(pp)py (2.9.5) 


由 于 微 开口 体系 的 质量 增加 率 32M 8 人, 故 由 (2.9.4 
式 和 (2.9.5) 式 即 可 得 

se +div(py) = 0 (2.9.6) 
式 (2.9.6) 是 连续 方程 的 另外 一 种 形式 , 它 是 开口 体系 的 观点 所 体现 的 质量 守恒 定 


律 的 表现 形式 。 

我 们 很 容易 由 坐标 面 所 围 成 的 静止 微 控制 体 6v 这 种 特殊 开口 体系 的 质量 守 
恒定 律 而 推出 式 (2.9. 6) 在 相应 坐标 系 ( 笛 卡尔 坐标 系 或 正 交 曲线 坐标 系 ) 中 的 具 
体 表 达 式 ,读者 可 作为 练习 尝试 之 。 

《2.9.3) 式 和 (2.9.6) 式 分 别 是 从 闭口 观点 和 开口 观点 所 导出 的 质量 守恒 定律 
的 数学 形式 即 连续 方程 ,而 质量 守恒 定律 是 一 个 客观 规律 , 故 (2.9.3) 式 和 (2.9.6) 


式 必然 是 等 价 的 。 事实 上 ,如 果 将 (2.9.3) 式 中 密度 的 随 体 导数 p 化 为 其 局 部 导数 
和 迁移 导数 之 和 : 


p= 3+o9.y (2.9.7) 
再 注意 到 其 迁移 导数 与 (2.9.3) 式 中 的 第 二 项 之 和 恰 等 于 矢量 py 的 散 度 , 即 
div(pw)= pw+w gp (2.9.8) 


则 (2.9.3) 式 便 化 为 (2.9.6) 式 了 。 
2.9.3 ”有限 闭口 体系 


如 果 以 ， 表示 一 个 有 限 的 闭口 体系 ,其 质量 为 M, 由 于 介质 是 运动 的 , 故 体积 
v 是 时 间 + 的 函数 。 闭 口 体系 质量 守恒 定律 4 = 0 可 写 为 体积 分 的 随 体 导数 为 夫 
的 形式 , 即 
dM = Bear = J = je +p day 2]= [Ce + edivldv =0 
(2.9.9) 
推导 过 程 中 我 们 考虑 到 了 各 个 微 闭 口 体系 dv 都 是 随时 间 变 化 的 ,同时 利用 了 


体积 相对 膨胀 率 的 公式 (2.7.7) 式 。 式 (2.9.9) 是 2.8 节 中 介质 胀 缩 法 的 公式 
《2.8.14) 式 当量 f 取 为 p 时 的 一 个 特例 ,其 中 右 端的 两 项 分 别 表示 闭口 体系 质量 
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的 等 容 导数 和 胀 缩 导 数 。 式 (2.9.9) 即 是 闭口 体系 总 体形 式 或 积分 形式 的 连续 方 
程 , 它 对 任意 的 闭口 体系 v 都 是 成 立 的 ,由 闭口 体系 v 的 任意 性 和 (2.9.9) 式 中 被 积 
函数 的 处 处 连续 性 ,我 们 即 得 出 被 积 函 数 应 该 处 处 为 零 , 这 就 是 下 面 的 连续 方程 ; 


p+pdivy =0 (2.9.3) 
另外 ,利用 2.8 节 中 体积 分 随 体 导 数 的 公式 (2.8.9b) 式 并 取 其 中 的 量 f 为 p， 
再 利用 v 的 任意 性 和 被 积 函数 的 连续 性 ,我 们 即 可 得 到 如 下 公式 : 


3 +div(py) = 0 (2.9.6) 


2.9.4 ”有限 开口 体系 
如 果 取 v 为 某 个 在 空间 静止 的 控制 体 这 一 特殊 开口 体系 ,其 中 介质 质量 为 
M, 则 开口 体系 ”中 质量 的 增加 率 38 将 为 
i - Bear = ja = [a (2.9.10) 
由 于 开口 体系 v 和 微 开口 体系 dv 都 是 与 时 间 无 关 的 ,所 以 (2.9.10) 式 中 对 时 间 
的 导数 写 为 偏 导数 , 且 2 为 零 。 通过 v 的 表面 介质 质量 的 纯 流 人 率 344 -为 


BE = ov nds =- [diveprydv (2.9.11) 


at 
开口 体系 的 质量 守恒 定律 给 出 38 = 2 , 即 
|[8e + aiveer) Jav = 0 (2.9.12) 


式 (2.9.12) 即 是 开口 体系 总 体形 式 或 积分 形式 的 连续 方程 。 由 开口 体系 v 的 
任意 性 和 (2.9.12) 式 中 被 积 函数 的 连续 性 , 即 可 得 到 式 (2.9.6)。 

当然 ,我 们 也 可 以 由 表面 a(t) 以 速度 VC1) 运 动 的 一 般 开口 体系 v《1) 的 质量 
守恒 来 导出 式 (2.9.6)。 事 实 上 ,在 2.8 节 的 式 (2.8.8) 中 令 f=p, 可 得 开口 体系 
的 质量 增加 率 为 


DM_D ap 
= plx, Ddyv = dv+ pVenda (2.9.13) 
Dt 太 | J af 中 


而 通过 a(t) 的 质量 纯 流 人 率 为 


PE 过 $eocv- y)* nda = bov. mda 一 [divepwav (2.9.14) 
atD a wn 
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开口 体系 质量 守恒 下 Mt = 了 2 同样 给 出 (2.9. 12) 式 ,再 由 开口 体系 的 任意 性 和 被 


积 函 数 的 连续 性 ,同样 可 得 式 (2.9.6)。 


2.10 观测 标 架 (时 空 系 ) 的 变换 


2.10.1 时 空 系 和 时 空 系 的 变换 


观察 介质 的 运动 必须 立足 并 借助 于 一 定 的 观测 标 架 (observation frame), 即 
使 对 介质 的 同一 个 运动 , 当 观 察 者 站 在 不 同 的 观测 标 架 上 时 ,人 们 所 感受 到 的 运动 
图 像 也 是 不 同 的 ,在 不 同 的 观测 标 架 中 人 们 所 测 得 的 有 关 物 理 量 也 将 是 不 同 的 。 
例如 ,在 有 相对 运动 的 两 个 观测 标 架 中 所 测 得 的 同一 个 介质 粒子 的 速度 和 加 速度 
等 运动 学 量 将 是 不 同 的 ;此 外 有 一 些 动力 学 量 本 身 的 定义 方法 也 是 与 观测 标 架 紧 
密 相连 的 ,因此 它们 也 是 与 观测 标 架 紧密 相连 的 。 本 节 将 研究 :对 于 介质 的 同一 个 
运动 , 当 人 们 所 立足 的 瞬时 观测 标 架 不 同时 ,所 得 各 种 物理 量 是 如 何 变换 的 。 时 间 
可 以 差 一 个 平移 ,空间 标 架 可 以 差 一 个 平移 和 旋转 (或 反射 ), 时 间 和 空间 的 乘积 组 
成 一 个 四 维 空间 p(x,1) , 称 为 时 空 系 ,其 中 t 表示 在 我 们 的 时 空 系 中 所 量度 的 时 
间 ,x 表示 粒子 在 我 们 的 时 空 系 中 对 该 观测 标 架 原点 的 位 置 矢量 。 时 空 系 的 变换 
也 称 为 标 架 变换 ,我 们 将 在 经 典 力学 而 不 是 在 相对 论 力学 的 范畴 内 来 讨论 时 空 变 
换 , 即 只 讨论 Galileo 变换 而 不 是 讨论 Lawrence 
变换 。 

设 有 两 个 时 空 系 p(x,t) 和 8( 天 ,7) 。 设 时 间 
T 和 1t 由 如 下 平移 关系 相 联系 : 

T=t+io (2.10.1) 
其 中 zo 表示 时 空 系 9 中 时 间 起 点 +=0 时 所 对 应 
的 时 空 系 5 中 的 时 间 。 再 设 和 9 中 的 观测 标 架 
如 图 2.8 所 示 , 其 各 自 的 单位 正 交 基 矢量 &; 和 ej 由 
如 下 关系 相 联 系 : 
2 ;= Qiej, ei = Org (2.10.2) 
其 中 Qi; 是 由 e; 到 E; 的 过 渡 和 矩阵 ,为 正 交 矩阵 : 
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Qi = ei"e@)= ei*Ei, QuQxr =0 = QuQy (2.10.3) 
参照 图 2.8, 粒 子 P 在 两 个 标 架 中 的 位 置 矢量 x 和 x 可 由 如 下 矢量 方程 给 出 : 
X=X+Xo (2.10.4) 
其 中 z 为 9 系 原点 O 相对 于 5 系 原点 0 的 位 置 矢量 。 如 将 矢量 方程 (2. 10.4) 式 
两 端 同时 点 乘 以 基 矢 上 并 利用 式 (2.10.2) , 则 易 证 有 
Xi = Coxi + Xio (2.10.5) 
其 中 元 xi 分 别 是 矢量 x 和 x 在 各 自 标 架 F 和 9? 中 的 坐标 ,Xo 是 矢量 x 在 标 架 7 
中 的 坐标 : 
Ki =XeEs X= Xe Xo= Xo Ei (2.10.6) 
如 将 正 交 和 拢 阵 Qi 与 表示 旋转 (或 反射 ) 的 某 一 正 交 张 量 Q 相对 应 , 则 可 将 坐 
标 变换 的 公式 (2. 10.5) 式 写 为 如 下 的 矢量 间 的 平移 加 正 交 映射 形式 : 
X=Q.x+xo (2.10.7) 
在 一 般 情 况 下 ,@ 和 zf 可 以 是 时 间 的 函数 ,因此 ,由 p(x,1) 到 B(x, 了 7) 的 时 空 变 
换 可 写 为 
元 = Q(t) .x+zo(t) 
了 = t+zo (2.10.8) 
QD) .or =T= Or) .0(0D) 
式 (2.10.8) 就 是 时 空 变换 的 数学 表达 形式 , 它 建立 了 任 一 粒子 在 时 空 系 8 中 
的 位 置 矢量 x 到 其 在 时 空 系 5 中 的 位 置 矢量 的 映射 关系 。 如 ‖Q | = 1, 则 称 
(2.10.8) 式 为 正则 的 时 空 变换 。 
由 (2.10.8) 式 的 第 二 式 ,显然 我 们 有 
一 五 = 妇 一 所 (2.10.9) 
所 以 ,时 空 变换 (2.10.8) 式 具有 两 个 事件 在 不 同时 空 系 中 的 时 间 间 隔 和 时 序 不 变 
的 性 质 。 另 外 , 设 同 一 时 刻 两 个 事件 在 5 和? 中 的 位 置 各 为 zz .xz 和 xaz xl, 则 有 
Xa — Xi = Q(t) (rz-x)， dx = Q(t) dx (2.10.10) 
其 中 dx 和 dx 分 别 表示 两 个 事件 地 点 无 限 接近 时 在 5 和 9? 中 连接 此 两 事件 地 点 
的 微 线 元 。 
由 (2.10.10) 式 ,我 们 有 
(xK2 — KR) + (Ka KE)= [O60 (xs-xD)].[OCD)。(x — x1)] 
= (xz — x1)* Qt) . QO(1) » (x2 — x1) 
由 于 CQ(t) 是 正 交 张 量 ,所 以 我 们 有 
(Xz — KX)* (Ko ~ XK) = (xz 一 XI)。(xz 一 Xi)， dxedx= dx.dx 
(2.10.11) 
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式 (2.10.11) 说 明 时 空 变换 (2.10.8) 式 还 具有 同一 时 刻 两 个 事件 在 5 和 ?中 
保持 距离 不 变 的 性 质 。 

根据 张 量 分 析 的 知识 ,我 们 可 以 看 到 , 式 (2.10.10) 事 实 上 是 同一 个 客观 存在 
的 线 元 矢量 在 相差 任意 一 个 正 交 变换 Q(t) (和 平移 Xx。(1)) 的 两 个 标 架 中 的 表象 
间 的 关系 ,我 们 将 之 称 为 线 元 的 时 空 变换 关系 ,或 者 简 言 之 , 线 元 是 标 架 无 关 的 矢 
量 或 客观 性 矢量 。 


2.10.2 标 架 无 关 性 张 量 或 客观 性 张 量 


标 架 无 关 性 张 量 (frame indifferent quantities) 或 客观 性 张 量 (objective 
quantities) 是 指 在 时 空 变换 (2. 10. 8) 式 之 下 ,其 在 两 个 时 空 系 中 的 表象 以 联系 两 
个 时 空 系 的 正 交 矩 阵 @ 为 过 渡 矩 阵 的 相应 张 量变 换 法 则 而 变换 的 物理 量 。 于 是 ， 
我 们 可 给 出 标 架 无 关 的 标量 .矢量 .2 阶 张 量 等 定义 如 下 。 

标 架 无 关 的 标量 是 指 在 时 空 变 换 (2.10.8) 式 之 下 保持 数值 不 变 的 量 : 

Fe (2.10.12) 

在 连续 介质 力学 中 有 一 基本 假定 , 即 质量 是 标 架 无 关 的 标量 。(2. 10.11) 式 说 
明 : 线 元 长 度 是 标 架 无 关 的 标量 。 由 (2.10.10) 式 出 发 ,容易 证 明 面 元 面积 体 元 体 
积 也 都 是 标 架 无 关 的 标量 (请 读者 思考 ) ,因此 质量 密度 也 是 标 架 无 关 的 标量 。 但 
是 以 后 将 说 明 速度 的 大 小 不 是 标 架 无 关 的 标量 ,因此 动能 也 不 是 标 架 无 关 的 标量 。 

标 架 无 关 的 矢量 是 指 在 时 空 变换 (2. 10. 8) 式 之 下 按 线 元 dx 的 变换 规律 
(2.10.10) 式 而 变换 的 1 阶 量 : 

b=Q0.b (2.10.13) 
连续 介质 力学 中 的 另 一 个 基本 假定 是 力 是 标 架 无 关 的 矢量 。 

标 架 无 关 的 2 阶 张 量 是 指 在 时 空 变 换 (2.10. 8) 式 之 下 按 如 下 规律 而 变换 的 2 
阶 量 : 

T=Q.T.QT (2.10.14) 

在 张 量 分 析 中 ,我 们 曾 指出 把 矢量 映射 为 矢量 的 2 阶 量 必 是 2 阶 张 量 ,所 以 容 
易 说 明 : 把 标 架 无 关 矢量 映射 为 标 架 无 关 矢量 的 2 阶 量 也 必 是 标 架 无 关 的 2 阶 张 
量 。 事实 上 , 设 2 阶 量 了 把 标 架 无 关 的 矢量 v 映射 为 标 架 无 关 的 矢量 v* , 则 有 

六 = TT. vy， V5” = .5 《映射 关系 在 Pp 和 5 中 都 成 立 ) (2.10.15) 
5V=Q*vy，V" = Q.vy” (vy 和 v" 为 标 架 无 关 矢量 ) (2.10.16) 
于 是 有 
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六 0 =0:CT nm=0.T: (0 PD=(O.T.0D) .7 
(2.10.17) 
将 (2.10.15) 式 中 的 第 二 式 代入 (2.10.17) 式 左 端 , 即 可 得 
T.7=(0O.T.0D.Y 
此 式 对 任意 的 5 都 应 成 立 ,故我 们 即 可 得 出 了 = @。T 07, 这 说 明 T 确 是 标 架 
无 关 的 2 阶 张 量 。 
下 面 我 们 来 导出 一 些 重要 物理 量 的 时 空 变换 式 并 分 析 其 标 架 无 关 特性 。 
将 介质 运动 规律 在 p 和 5 中 的 表达 式 代 人 时 空 变换 (2. 10. 8) 式 的 第 一 式 ， 
即 得 
xX(X,t) = Qt) x(X,1) + 5o(t) (2.10.18) 
其 中 X 为 粒子 的 工 氏 坐标 。 将 (2.10.18) 式 对 XX 求 导 , 即 在 不 同时 空 系 中 求 同 一 
运动 对 同一 参考 构 形 的 变形 梯度 ,得 
巨 = 0.F (2.10.19) 
其 中 F= 吴 和 =3 革 分 别 是 介质 运动 在 时 空 系 p 和 5 中 的 变形 榜 度 。 
式 (2.10.19) 给 出 了 变形 梯度 张 量 F 的 时 空 变换 式 , 它 说 明 尽管 下 是 一 个 2 
阶 两 点 张 量 ,但 它 却 并 不 是 一 个 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 ,在 时 空 变换 (2.10.8) 式 之 下 
它 按照 类 似 于 标 架 无 关 矢量 的 变换 规律 变换 。 这 是 因为 时 空 变换 只 涉及 了 观察 者 
所 处 的 巨 氏 标 架 的 变换 ,而 并 未 涉及 参考 构 形 中 L 氏 标 架 的 变换 。 另 外 ,由 式 
(2.10.19) 易 见 , 对 正则 的 时 空 变换 , | FI = 上 QWIFI= Fl, 故 J= 中 Fl 
_ov 本 . 
= 水 是 一 标 架 无 关 的 标量 。 
对 玉 和 F 各 做 右 极 分 解 , 则 (2.10.19) 式 成 为 
R.U=Q.(R.U)=(Q0:R).U (2.10.20) 
由 Q、R 都 为 正 交 张 量 , 容 易 说 明 QR 也 是 正 交 张 量 , 这 是 因为 
(0.R).(O.R)T=0.R.RI. Or=TI 
于 是 , 式 (2.10.20) 的 右 端 与 左 端 一 样 也 是 同一 张 量 的 一 种 右 极 分 解 表示 。 由 右 极 
分 解 的 唯一 性 ,得 
R=Q:.R, U=U (2.10.21) 
式 (2.10.21) 的 两 式 即 分 别 给 出 了 旋转 张 量 R 和 右 伸缩 张 量 U 的 时 空 变换 规 
则 。 由 此 显然 易 得 右 Green 张 量 C 和 氏 应 变 张 量 E 的 时 空 变换 式 : 
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CE 07 EsE (2.10.22) 
事实 上 ,如 注意 到 U、C、E 是 工 氏 坐标 中 的 2 阶 张 量 ,这 些 结果 就 不 难 理解 。 
这 是 因为 时 空 变 换 只 是 观察 运动 的 己 氏 坐标 系 的 变换 ,而 与 工 氏 坐标 是 没有 关 
系 的 。 
以 上 的 论证 说 明 :两 点 张 量 下 和 R 的 时 空 变换 式 在 形式 上 类 似 于 时 空 无 关 矢 
量 的 变换 式 , 而 工 氏 坐标 中 的 2 阶 张 量 U、C、E 的 时 空 变换 式 在 形式 上 则 类 似 于 
时 空 无 关 标 量 的 变换 式 。 
对 左 伸缩 张 量 V 及 有 关 的 量 , 有 
了 =F.RT=(0O.F).(0O.R)T=0.F.RI.OTr=0.Vv.Or 
(2.10.23) 
B=V.V=(Q.:V.0).(Q.:V.:0)=0.Vi.0"=0.B.0QT 
“B.0ODI=0.B-.0r 
-1) = 去 0.1.07-0.B1.0D 
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0.(CT-BD.or=0.e.0r. 
(2.10.24) 
(2.10.23) 式 和 (2.10.24) 式 说 明 : V.B、B-!、e 这 些 EE 氏 坐标 中 的 2 阶 张 量 
都 是 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 。 
连续 介质 热力 学 中 的 另 一 基本 假定 是 ,温度 T 是 时 空 无 关 的 标量 , 即 
示 = T (2.10.25a) 
而 温度 T 的 王 氏 梯度 8( 空 间 梯度 ) 和 工 氏 梯 度 G( 物 质 梯度 ) 分 别 为 


3T7，G -3 -3T.az -Fr-G.F- 


8=ax G= 到 = 区 "于 


(2.10.25b) 
于 是 有 
5=aT-aT-aTr.az-g.or-0.8 (2.10.26) 
-2L-aT-ar.az-g.F-G (2.10.27) 
即 g 是 标 架 无 关 的 矢量 ,而 G 的 时 空 变换 式 类 似 于 标 架 无 关 标量 的 变换 式 。 
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2.10.3 速度 加 速度 伸缩 率 、 转 动 率 的 时 空 变换 关系 
对 时 空 变换 式 (2.10.7) 式 求 随 体 导数 ,可 得 


xX=0. 并 + 部 ++ 介 。 x=0. x+zi+oO. QT (x - 和) 
即 
=Q.x+E+A. (x x) (2.10.28a) 
其 中 
4=0.0r (2.10.29) 
由 于 Q 是 正 交 张 量 , QO*Q7= 了 ,对 之 求 导 , 即 可 得 
0.or+o.or=0.or+(o.onDr=0 
这 说 明 A=Q， 07 是 一 反对 称 张 量 , 它 与 一 矢量 w 相对 偶 , 即 
AT =-4，owi =- 卫 eahx (2.10.30) 
故 (2.10.28a) 式 也 可 写 为 
=QO.X+tXtA. (i- x) = Qt+X+oX (x Xo) 
(2.10.28b) 
(2.10.28) 式 即 给 出 了 质点 速度 的 时 空 变换 公式 ,显然 它 并 不 是 时 空 无 关 的 
矢量 。 
对 (2. 10. 28) 式 再 求 导 , 并 利用 A 的 定义 (2. 10. 29) 式 所 给 出 的 CO 和 
(2.10.28) 式 所 解 出 的 Q， 广 ,可 得 
= QO.+E+ A- AD). (x-E)+2A. (Fx) (2.10.31a) | 
将 (2.10.28) 式 所 给 出 的 庆 - fo 代 人 ,(2.10.31a) 式 也 可 写 为 
= Qt+t+A. (FE- xz)+A r(x- x)+2A. QO. (2.10.31b) 
(2.10.31a) 式 或 (2.10.31b) 式 即 给 出 了 质点 加 速度 的 时 空 变换 式 ,显然 它 也 
不 是 时 空 无 关 的 矢量 。 


如 (2.10.28) 式 和 (2.10.31) 式 所 表明 的 那样 ,质点 速度 和 加 速度 在 一 般 的 时 
空 变换 下 都 不 是 时 空 无 关 的 矢量 。 而 只 有 当 


吉 三 0 (zi 为 常 矢 量 )，A = 0. 07 二 0 (0 = 0,0 为 常 正 交 张 量 ) 
(2:10.32) 


“19.s 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 (2 


时 ,速度 才 是 标 架 无 关 的 矢量 ,这 相当 于 两 标 架 刚性 固着 在 一 起 的 情形 。 另 外 ,只 有 当 
六 三 0 (名 为 常 矢量 )，A = 0 QT 二 0 (Q = 0,9 为 常 正 交 张 量 ) 
(2.10.33) 
时 ,加 速度 才 是 标 架 无 关 的 矢量 ,这 相当 于 两 标 架 相 互 作 匀速 直线 运动 , 即 Galileo 
变换 的 情形 。 
最 后 , 因 速度 的 空间 梯度 为 工 = 下 。F-: ,所 以 
L=F.F:= (0 FE). (0O.P =(0O.F+0O.F).F: .Or 
=0.F.F:.0r+0.0r 
即 
L=Q.L.Q'+A (2.10.34) 
对 工 和 工 各 做 和 分 解 ,(2.10.34) 式 可 写 为 
D+W=Q:(D+W).Q +A=Q.:D.Q"+QO.:W.Q +A 
(2.10.35) 
显然 Q0*，D，: 0Q7 和 QW Q'+ A 分 别 是 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 ,因此 
(2.10.35) 式 两 端 都 是 同一 个 2 阶 张 量 的 和 分 解 式 。 由 和 分 解 的 唯一 性 ,有 
万 =0.D.0Or (2.10.36) 
W=Q0.W.0'+A (2.10.37) 
式 (2.10.34) 、 式 (2.10.36) 、. 式 (2.10.37) 分 别 给 出 了 工 、.D、W 的 时 空 变换 
式 ,它们 说 明 :伸缩 率 张 量 D 是 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 , 而 速度 梯度 张 量 工 和 转动 率 
张 量 W 都 不 是 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 。 只 在 4= O .Or=0(O = 0,0 为 常 正 交 张 
量 ) 时 ,L 和 W 才 具有 时 空 无 关 的 性 质 。 


2.10.4 速度 和 加 速度 时 空 变换 式 的 物理 解释 


在 基 变换 的 公式 (2. 10.2) 式 中 ,CQ 只 代表 一 个 正 交 和 矩阵 而 并 不 具有 张 量 的 意 
义 ;而 在 将 (2.10.5) 式 写 为 映射 形式 (2.10.7) 式 或 (2.10.8) 式 时 ,我 们 曾 提 及 “将 
正 交 和 矩阵 Q5 与 表示 旋转 (或 反射 ) 的 某 一 正 交 张 量 Q 相对 应 ”, 那 么 这 个 正 交 张 量 
Q 的 物理 意义 究竟 是 什么 ? Qi 又 是 对 应 这 个 张 量 在 哪个 坐标 系 中 的 分 量 呢 ? 为 
了 回答 这 两 个 问题 ,我 们 首先 来 证 明 :不 论 把 Ci 视 为 张 量 @ 在 标 架 ? 中 还 是 5 中 
的 分 量 , 基 矢 间 的 线性 表达 关系 (2.10.2) 式 都 等 价 于 基 矢 间 的 映射 关系 : 
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el=0.5，5=0r.ei (2.10.38) 
事实 上 ,把 Q; 视 为 张 量 Q 在 标 架 ?9 或 5 中 的 分 量 时 ,将 分 别 有 
Q = Qnejet, Q = Oreie (2.10.39) 
如 取 前 者 , 则 将 之 代入 (2.10.38) 式 的 第 二 式 , 将 有 
Bi = Oneiel。ei = Qyejds = Qiej (2.10.40) 


此 式 即 (2.10.2) 式 。 类似 地 如 取 (2.10.39) 式 的 第 二 式 , 则 将 之 代入 (2.10.38) 式 
的 第 一 式 也 可 得 (2. 10. 2) 式 。 这 就 说 明 :我 们 把 Q; 与 正 交 张 量 8 对 应 并 将 
《2.10.5) 式 改写 为 张 量 间 的 映射 关系 (2.10.7) 式 或 (2.10.8) 式 是 合理 的 。 

当 正 交 张 量 @ 为 正则 正 交 张 量 时 , (2.10.38) 式 的 几何 意义 是 :如 将 5 中 的 基 
矢量 eg, 做 一 由 正 交 张 量 Q 所 表达 的 旋转 , 则 将 得 到 9 中 的 基 矢 量 ei ,所 以 正则 正 
交 张 量 Q 代表 了 9 相对 于 5 的 旋转 ,这 就 是 @ 的 几何 意义 (如 Q 是 非 正 则 的 , 则 
在 旋转 基础 上 再 加 一 反射 )。(2.10.7) 式 或 (2.10.8) 式 中 的 x 是 我 们 在 9 中 所 看 
到 的 粒子 的 位 置 矢量 ,而 Q，x 则 是 由 于 9 系 存在 着 相对 于 5 系 的 旋转 Q 而 在 F 
中 所 得 到 的 相应 矢量 。 

下 面 给 出 速度 和 加 速度 时 空 变换 式 的 物理 解释 : 

如 果 我 们 把 P 视 为 绝对 坐标 系 而 把 9 视 为 相对 坐标 系 的 话 , 则 

= OF+i+A. (GE-z)=O.zr+i+ox(-z) 
( 即 (2.10.28b) 式 ) 中 的 关 表 示 绝对 速度 ;* 表示 相对 速度 在 相对 系 中 的 表象 ,而 0 
" 文 是 其 在 B 中 的 表象 , 简 言 之 Q .站 即 是 相对 速度 ; fo 表示 9 系 原点 O 的 平移 
速度 ,A。 (xX 一 0) = wmX (x 一 Xo) 则 表示 牵连 点 绕 其 原点 的 旋转 速度 (与 反对 称 张 
量 4 对 侦 的 矢量 w 代表 9 系 相对 于 5 系 的 角速度 矢量 ) ,两 项 之 和 代表 牵连 速度 。 
回 到 (2.10.31b) 式 : 


半 = Qt+t+A. (FE-)+A (TE- i)+2A. 0 
对 代表 绝对 加 速度 ; QO， 代表 相对 加 速度 (在 5 系 中 的 表象 ); 右 端 第 二 三、 四 
项 之 和 代表 牵连 加 速度 ,其 中 去。 代表 9 系 原点 O 的 加 速度 ,A * (x 0) = 四 X 
人 =- 各) 代表 牵连 点 绕 O 的 旋转 切 向 加 速度 , A? * (一)= wx 
[wx (x 如 )] 代 表 牵连 点 绕 O 的 旋转 向 心 加 速度 ; 右 端 第 五 项 24 * 0 . 六 =2@ 
x (@ . 站) 代表 哥 里 奥 利 斯 加 速度 。 


。161。 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 中 OO 和 


习 题 


2.1 设 工 氏 坐 标 系 和 下 氏 坐标 系 分 别 取 为 初始 构 形 中 的 柱 坐 标 和 瞬时 构 形 
中 的 柱 坐 标 , 即 (X! ,X? ,XX?) = (R,@,Z),(x! ,x? ,xz3)=(r,g,z), 试 证 明 漂移 


张 量 为 
cos(0 — @) Rsin(0 - @) 
[sv]= |-rsin(G—- @) rReos(0- 8) 0 
0 0 


cos(9 -8@) 去 sin(0-@) 0 


[s7]= |- rsin(0 - @) Keos(0 -@) 0 
0 0 1 

2.2， 试 借助 L 氏 坐标 中 的 度量 张 量 G、E 氏 坐标 中 的 度量 张 量 g 、 漂 移 张 量 
s= S57, 由 变形 梯度 张 量 的 分 量 Fi, 求 出 其 他 分 量 Fo 、Fy 、F5; 求 出 其 Ci 、By。 

2.3 设 介质 运动 的 工 氏 描述 为 :mm =a(DX ,x =B(1) Xo ,x3 = Y(t) Xs， 
试 求 : 

(1) 介质 运动 的 EE 氏 描 述 久 = X(x,1); 

(2) 介质 质点 速度 的 工 氏 描述 "= v( 义 ,1) 和 其 EE 氏 描 述 vy= v(x,1); 

(3) 介质 质点 加 速度 的 工 氏 描述 ?= V(XX,1) 和 其 巨 氏 描述 六 = 六 V(x,1)。 

2.4 设 介质 运动 的 工 氏 描述 为 


Xl = Xi, x2 = er(X2 +X3)/2+e rrCXs — X3)/2, 


x3 = ee(X2 + X3)/2 -er (as — X3)/2 
试 求 : 
(1) 介质 运动 的 下 氏 描 述 叉 = 瑟 (xyt); 
(2) 介质 质点 速度 的 工 氏 描述 "= (和 ,iD 和 其 下 氏 描述 "= v(x,1); 
(3) 介质 质点 加 速度 的 LL 氏 描 述 =V(XX,1) 和 其 EE 氏 描述 Y= (zt)。 
2.5 设 介 质 速度 场 的 工 氏 描述 为 : m = - Xee /ryvz= 一 Xs /tyvs= 
2ta ,其 中 r、a 分 别 为 具有 时 间 和 加 速度 量 纲 的 常数 。 试 求 : 
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(1) 介质 运动 规律 的 工 氏 描述 x=x( 久 ,1) 和 其 EE 氏 描述 =X(x,1); 
(2) 介质 质点 加 速度 的 工 氏 描 述 V=V(XX,1) 和 其 EE 氏 描 述 Y= Vx,1)。 
2.6 “在 直角 备 卡 尔 坐标 系 中 ,证 明 F- = J: (站 ) , 即 F2= 5 要 
求 采用 以 下 两 种 证 法 : 

(1) 直接 通过 代数 中 逆 矩 阵 的 求法 和 行列 式 按 某 行 展开 的 公式 证 之 ; 
(2) 直接 由 公式 J = emPFzFsk 求 导 证 之 。 
2.7 在 直角 笛 卡 尔 坐标 系 中 ,证 明 dA =J -FT .da, 即 d4=J IFzdai。 
2.8 设 工 氏 坐标 系 和 E 氏 坐 标 系 取 为 同一 直角 笛 卡 尔 坐标 系 , 对 运动 : 

Xi = (1+at)Xicoswt — X2sinwt 
(1) | =(1+at)Xisinwt + X2coswt 

x3 = Xs 


xX1 = XL 
(2) | =(1+ Pt)X,coswt - Xssinwt 
xa =(1+Bt) Xsinwt + Xscoswt 


Xx1 =X1(l+at) 
(3) = Xa(l+ Br)coswt — (1+ y) Xssinwt 
x3 = Xa(l+Pt)sinwt + (1+y)Xascoswt 
试 求 F(1)、U(1)、R(1)、V(1), 并 说 明 运 动 的 物理 意义 ; 试 求 F, (r+)、L (1)、 
W(t).D(1), 


-2 -10 
2.9 设 在 直角 笛 卡 尔 坐标 系 中 分 别 有 ra 2 中 
0 0 1 


2 10 2 10 2 10 0 1 0 
区 -2 or- 2 中 -| -2 中 5 | 
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
CURV. 
2.10 取 工 氏 坐标 为 (X1 ,X? ,X3) = (X,Y,Z),E 氏 坐 标 为 (x! ,x? ,x?) 
= (r,0,z) ,介质 运动 为 


r= VI+2Y, 0=2x-X, z= 了 Z 
试 求 LF]、[Ce],[C2e]、 [Us]、 [Re LB™ J] LV ]。 
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题 2.10 图 


2.11 设 工 氏 坐 标 和 王 氏 坐标 分 别 取 为 (X1: ,X? ,X?)=(R,B@,2Z) 和 (x!， 
x2,Xx3) =(r,b,z), 介 质 运 动 为 
r= VARi+B,，0= C8，z= FZ (A、B、C、F 为 常数 ) 
试 求 [F%]、[Ca].[CeJ. LU] LR] [Bo [TV ]。 
2.12 给 出 介质 位 移 矢量 u 的 工 氏 描述 u= uCX')，, 试 由 商法 则 导出 工 氏 应 
变 张 量 协 变 分 量 的 表达 式 : 


Eu = $url + wl, + us luxl,] 


2.13 (1) 试 由 柱 坐 标 中 小 应 变 协 变 分 量 的 表达 式 Ey = 去 [w |,+w|,] 导 
出 其 物理 分 量 Ecw 和 位 移 物 理 分 量 win 之 间 的 关系 式 ; 
(2) 导出 柱 坐 标 中 有 限 工 氏 应 变 张 量 E = 二 [zi| ,+ us|,，+u* | jux|,] 的 


物理 分 量 En 和 位 移 物 理 分 量 win 之 间 的 关系 式 。 
2.14 给 出 介质 质点 速度 的 下 氏 描述 "= w(x ,1), 试 求 出 介质 加 速度 的 逆 


所 变 分 量 表达 式 和 协 变 分 量 表达 式 。 
2.15 ” 试 对 介质 的 简单 前 切 运 动 : 
D 人 x=X+kY, y= Y, z=2Z 
[ (1) 求 出 EC E.B、B-:、e; 
(2) 求 出 线 元 AC 的 工 式 伸 长 比 Ti 
站 (3) 求 出 C 的 特征 值 和 一 组 么 正 的 主 方向 , 求 出 
-一 一 | B-:、B 的 特征 值 和 一 组 么 正 的 主 方向 ; 


题 2.15 图 (4) 求 出 UR、V。 
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X1= XI1+ Xsin20 
2.16 试 对 如 图 ( 题 2. 16 D0 ,; 求 F.C、B、U、 


x3= Xs 


V、R。 
加 和 
D C C 
A B 加 A B 为 
hk 一 -| kr 一 -一 


题 2.16 图 


2.17 设 L 氏 坐标 和 EE 氏 坐 标 分 别 取 为 (X! ,X? ,X?)=(R,@,Z) 和 (x 
,X? ,X3) = (rgb,z), 介 质 运动 为 
r= R，09= kB (k 为 常数 )，z=Z 
求 LFx]、 CFA]、 LE]、[e 门 .CCv]、[B5]。 


po LA 


题 2.17 图 


2.18 设 工 氏 坐标 和 E 氏 坐 标 分 别 取 为 (X1L ,X? ,X2) =(R,9,Z) 和 (za 

妇 ,X) =(ry*0,z), 试 对 介质 的 柱 体 扭转 运动 : 
r=R，0= B+kZ (k 为 常数 )，z = ZZ 

求 LEx]、LF34]、 [Er [er 站 [Co]、[B5]。 

2.19 设 LL 氏 坐标 和 EE 氏 坐 标 分 别 取 为 (X' ,X? ,X?)=(R,B@,Z) 和 (x!， 
x2,x3) = (r,b,z), 介 质 运动 为 

r=(1+al)R，0=6B+wt，z= 2Z (其 中 a、w 为 常数 ,t 为 时 间 ) 
试 求 : 

(GD) FCD、UCD 、RCD、VCD5 

(2) F(t) L(t) . W(t) .DC(t). 
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2.20 试 证 明 书 中 的 公式 (2.4.24) 式 一 (2.4.30) 式 。 
2.21， 试 证 明 :一 点 处 任意 方向 的 线 元 dX 都 不 伸 长 的 充 要 条 件 是 其 工 氏 应 
变 张 量 已 = 0( 或 E 氏 应 变 张 量 e=0)。 
2.22 试 证 明 : 
E=F'.e.F 
2.23 试 证 明 : 
Cr) = FTCD 。C(r)。F(D，B(r) = Fi(r) .BCD)。FTCr) 
2.24” 试 导出 相对 变形 梯度 的 时 空 变换 式 :Fr (z)= Q(r)。F,(r) * QT™(1)。 


2.25 试 求 出 相对 Euler 应 变 张 量 的 随 体 导 数 e, CD)=[ 和 ec ] 


2.26” 试 道 过 对 公式 ds? dS? =2dX。E。dX 求 随 体 导数 ,证 明 E= Fr ,了 


2.27 试 证 明 Rivlin-Ericksen 张 量 的 递 推 公式 (2.6.18) 式 。 
2.28 试 证 明 ， 


W= RR'+3R. (UU -UD. RT 
D= BR. UU +U. DRT 

2.29 试 由 坐标 面 所 围 成 的 静止 控制 体 这 种 特殊 开口 体系 的 质量 守恒 定律 导 
出 连续 方程 在 相应 坐标 系 中 的 具体 数学 形式 (包括 直角 笛 卡 尔 坐标 系 以 及 正 交 曲 
线 坐标 系 ) 。 

2.30 试 证 明 : 瞬 时 构 形 中 的 面积 元 素 矢 量 da = d xx dx 是 构架 无 关 矢 量 ， 
即 da; = Cidai ,其 中 Qs 为 联系 新 、\ 旧 时 空 系 的 正 交 张 量 。 

2.31 试 证 明 瞬 时 构 形 中 的 体积 元 素 dv = d x (d 关 xd 才 ) 是 时 空 无 关 的 标 
量 , 即 dy= dv。 

2.32 设 微 热量 dd 是 构架 无 关 的 标量 ,瞬时 构 形 中 的 面积 元 素 da = nda 是 
构架 无 关 的 矢量 ,瞬时 构 形 中 的 热流 矢量 即 E 氏 热 流 矢量 h 由 dq=h*da=h。 
nda 所 定义 , 试 证 明 h 是 构架 无 关 的 矢量 , 即 h; = Qshj。 

2.33 设 2 阶 张 量 e 是 构架 无 关 的 2 阶 张 量 , 试 证 明 e?z .e-: 也 是 构架 无 关 的 
2 阶 张 量 。 
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3.1 Cauchy 应 力 张 量 


3.1.1 Cauchy 应 力 张 量 的 定义 


关于 应 力 张 量 的 概念 ,我 们 已 经 在 第 1 章 张 量 分 析 中 作为 2 阶 张 量 的 实例 做 
过 了 介绍 ,而 且 是 在 任意 曲线 坐标 中 进行 叙述 的 。 但 是 为 了 进一步 罕 出 物理 概念 
而 各 免 过 多 的 数学 推演 和 数学 符号 掩饰 其 物理 实质 ,我 们 特 在 本 节 中 再 在 直角 笛 
卡尔 坐标 中 专门 做 一 个 简要 令 述 ,读者 可 与 曲线 坐标 中 的 讲解 进行 对 照 从 而 加 深 
理解 。 

连续 介质 所 受 的 力 包括 在 体内 按 体积 分 布 的 体积 力 ey 
和 分 布 在 面 上 的 接触 面 力 。 为 描写 体内 一 点 所 有 取向 的 
面 元 上 的 接触 面 力 ,在 瞬时 构 形 中 某 点 p 处 将 物体 沿 通 
过 此 点 单位 法 矢量 为 n 的 平面 a 切 开 ,以 Af(n) 表 示 法 全 
向 n 所 指向 的 介质 通过 微 面积 Aa 而 对 另 一 部 分 介质 所 
作用 的 瞬时 接触 面 力 ,如 图 3.1 所 示 , 则 


tCn) = lim AfCm) (3.1.1) 
aa0 Ada 


称 为 该 点 的 真 应 力 矢 量 (true stress vector) 或 Cauchy 应 图 3.1 分 割 体面 上 的 面 力 
力 矢 量 , 它 表示 极限 意义 下 通过 该 点 处 微 面 Aa = nAa 
上 单位 面积 上 的 接触 面 力 。 之 所 以 称 为 真 应 力 矢 量 , 是 因为 我 们 所 取 的 微 面 Aa 
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和 其 上 的 接触 面 力 Af(m) 都 是 在 瞬时 构 形 中 进行 测量 的 。 显 然 ,如 果 以 应 力 矢量 
t(n) 来 描写 一 点 处 介质 内 部 相互 作用 的 
接触 面 力 情况 即 所 谓 应 力 状态 的 话 , 则 我 
们 需要 无 穷 多 个 不 同 取向 平面 上 的 应 力 矢 
量 ,t(n) 中 的 n 即 着 重 说 明了 这 一 点 。 为 
了 说 明 一 点 处 不 同 取向 平面 上 应 力 矢 量 之 
间 的 关系 ,从 而 给 出 一 点 处 应 力 状 态 的 更 
科学 清晰 的 表达 方法 ,我 们 将 引入 应 力 张 
量 的 概念 。 为 此 在 瞬时 构 形 中 的 某 点 p 
处 取 一 个 以 p 为 顶点 \ 以 坐标 轴 为 棱 、 底 面 
图 3.2 微 体 各 面 上 的 面 力 单位 外 法 矢 为 n 的 微 四 面体 ppi pz pa, 如 
图 3.2 所 示 。 由 于 其 3 个 侧面 为 坐标 面 ， 
故 其 3 个 侧面 的 单位 外 法 矢量 各 为 mi = - ei。 设 3 个 侧面 和 底面 的 面积 各 为 da; 
和 da, 则 3 个 侧面 和 底面 的 面积 矢量 da; 和 da 将 分 别 为 


dai = daini =- daiel (i = 1,2,3; 不 求 和 ) (3.1.2a) 
da= nda (3.1.2b) 
Gauss 定理 可 给 出 任 一 封闭 曲面 面积 矢量 为 0 的 条 件 : 
和 da = J1vdv =0 (3.1.3) 
将 (3.1.3) 式 应 用 于 我 们 的 微 四 面体 的 外 表面 ,有 
nda = eida，( 求 和 ) (3.1.4a) 


或 


弟 尝 See, ( 求 和 )， mi = mn。ei = 池 (i = 1,2,3; 不 求 和 ) 


(3.1.4b) 
式 (3.1.3) 对 任何 封闭 曲面 都 是 成 立 的 , 式 (3.1.4) 对 任何 坐标 面 所 围 成 的 微 
四 面体 表面 都 是 成 立 的 ,它们 是 一 个 纯 几何 的 结果 ,其 几何 意义 是 :任意 封闭 曲面 
的 面积 矢量 和 都 为 0 矢量 。 
现在 我 们 考虑 介质 的 动量 守恒 条 件 。 闭口 体系 的 动量 守恒 可 表达 为 :闭口 
体系 v 在 任意 时 刻 的 动量 变化 率 等 于 该 时 刻 体系 所 受 外 力 的 矢量 和 。 这 可 以 表 
达 为 


Jrav = [eav + 和 maa (3.1.5) 
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其 中 2 为 介质 的 瞬时 质量 密度 , b 为 比 体积 力 ,tCm) 为 面 元 nda 上 的 应 力 矢量 。 
将 (3.1.5) 式 应 用 于 我 们 的 微 四 面体 ,注意 体积 力 和 惯性 力 是 3 阶 小 量 , 面 力 是 2 
阶 小 量 , 则 有 


t(n)da + t(- ei)da; =0 (3.1.6a) 
根据 牛顿 第 三 定律 和 应 力 矢量 的 定义 ,我 们 有 
ti 二 t(e) = 一 8 一 el) (3.1,7) 


其 中 ti 三 t(ei) 表 示 外 法 矢 为 e; 的 正 坐 标 面 上 的 应 力 矢量 。 于 是 (3.1. 6a) 式 可 
写 为 
t(n)da = daiti (3.1.6b) 
或 
dai 


t(n) = ti—— a = nit 
t(n)= niti (3.1.6c) 
这 里 利用 了 几何 关系 (3.1.4b) 式 。 需要 指出 的 是 :虽然 推导 时 我 们 在 (3.1.6a) 式 
和 (3.1.6b) 式 中 略 去 了 3 阶 小 量 而 只 保留 了 2 阶 小 量 , 但 式 (3.1.6c) 并 不 是 近似 
结果 ,而 是 它们 在 极限 条 件 下 的 精确 结果 。(3.1.6c) 式 表明 :任意 取向 为 n 的 面 上 
的 应 力 矢量 +(n) 都 等 于 3 个 正 坐 标 面 上 应 力 矢量 t; 的 线性 组 合 ,其 组 合 系数 恰 
为 矢量 n 的 分 量 ni, 它 成 立 所 依据 的 力学 定律 就 是 动量 定律 。(3.1.6c) 式 说 明 : 
为 了 描述 一 点 的 应 力 状态 ,我 们 只 需要 知道 该 点 处 3 个 坐标 面 上 的 应 力 矢量 ti 
即 可 。 
将 第 i 个 坐标 面 上 的 应 力 矢量 t; 沿 坐标 ei 进行 如 下 形式 的 分 解 : 
ti = ejos = eTy (3.1.8) 
显然 我 们 所 定义 的 oj = Ti 表示 第 i 个 坐标 面 上 的 应 力 矢量 ti; 在 ej 方向 的 分 
量 , 即 
ox = Ty= eeti (3.1.9) 
则 (3.1.6c) 式 成 为 
t(n) = ejoini 
或 
(Rn) = on (3.1.10a) 
对 任意 给 定 的 n,(3.1.10a) 式 是 由 矢量 n; 到 矢量 ij (n) 的 一 个 线性 映射 , 根 
据 张 量 分 析 的 商法 则 , 即 2 阶 张 量 的 第 二 定义 ,(3.1.10a) 式 中 由 (3.1.9) 式 所 定义 
的 2 阶 系统 or 必 组 成 一 个 2 阶 张 量 , 称 为 Cauchy 应 力 张 量 或 真 应 力 张 量 。 于 是 
(3.1.10a) 式 可 按 张 量 的 直接 记 法 写 为 映射 关系 : 
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t(n)=oe*n (3.1.10b) 
我 们 将 (3.1.10) 式 称 为 Cauchy 公式 或 Cauchy 定理 , 它 表明 :只 要 知道 一 点 
的 Cauchy 应 力 张 量 o, 则 单位 法 矢 为 n 的 任意 微 面 上 的 应 力 矢量 t+(n) 便 可 由 n 
对 g 的 右 点 积 而 得 到 。 因 此 我 们 可 以 说 :Cauchy 应 力 张 量 @ 是 一 点 应 力 状 态 最 清 
晰 、 最 科学 的 表达 。 由 于 Cauchy 公式 (3.1.10) 式 是 将 矢量 方程 (3.1.6c) 式 写 为 张 
量 映射 方式 的 表现 形式 , 故 (3.1. 6c) 式 可 以 称 之 为 Cauchy 公式 的 初始 形式 。 显然 
如 果 我 们 利用 前 面 所 定义 的 六 的 话 , 则 它 也 是 一 个 2 阶 张 量 T, 而 且 恰 恰 为 e7， 
而 (3.1.10b) 式 则 应 写 为 n 对 T 的 左 点 积 : 

t(n)=oe*n=n*o=n:T (3.1.10c) 
我 们 强调 指出 :Cauchy 公式 (3.1.10) 式 成 立 的 物理 基础 是 动量 守恒 定律 。 尽 

管 在 第 4 章 我 们 还 会 专门 介绍 动量 矩 守 恒定 律 及 其 所 给 出 的 数学 结果 ,但 在 本 节 
我 们 也 仍然 做 一 简要 介绍 。 : 


3.1.2 动量 矩 守 恒定 律 及 其 结果 


为 了 简洁 和 易于 理解 ,也 为 了 与 第 1 章 作为 张 量 的 实例 在 一 般 曲 线 坐标 中 介 
绍 应 力 张 量 的 似 述 相 对 应 ,我 们 先 考虑 非 极 性 介质 的 情况 , 即 介质 中 不 存在 分 布 体 
力 偶 和 分 布 接触 面 力 偶 的 情况 。 

闭口 体系 的 动量 矩 定理 可 表达 为 :闭口 体系 的 动量 对 某 点 的 动量 矩 在 任意 时 
刻 的 变化 率 等 于 该 时 刻 闭 口 体系 所 受 外 力 
对 同一 点 之 矩 , 或 者 说 在 任意 时 刻 其 惯性 
力 之 矩 和 外 力 之 矩 相 平衡 。 在 非 极 性 物质 
的 情况 下 ,将 动量 矩 定理 应 用 于 图 3.3 所 
示 的 小 长 方 物质 体 上 并 将 其 中 心 取 为 取 和 矩 
的 参考 点 。 考 虑 到 体积 力 和 惯性 力 可 认为 
近似 作用 于 微 体 中 心 上 , 故 其 矩 为 0( 或 差 
一 4 阶 小 量 ); 相 对 的 两 个 面 上 应 力 之 差 引 
起 的 矩 也 是 4 阶 小 量 , 故 相对 的 两 个 坐标 
面 上 的 面 力 近似 成 为 一 个 力 偶 , 见 图 3. 3。 
于 是 ,对 非 极 性 物质 ,动量 矩 定律 表现 为 小 
微 体 3 对 坐标 面 上 的 面 力 之 偶 的 和 为 0; 


dxazez X dxadxit2 + dxae3 X dxidxztas + dxiel X dxzdxsti = 0 


图 3.3 小 微 体 的 动量 矩 守 恒 


即 
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e:xti=0 (3.1.11) 
利用 (3.1.8) 式 ,(3.1.11) 式 成 为 
aiei Xej = ojener =0 (3.1.12a) 
因为 eCk =1,2,3) 是 线性 无 关 的 , 故 
oem =0, og"*e=0 (3.1.12b) 


其 中 6.…e 表 示 Cauchy 应力 张 量 gc 和 置换 张 量 e 的 第 二 种 二 次 点 积 。 由 此 
可 得 

ok =ol 0r=0 (3.1.13) 
即 在 非 极 性 物质 中 ,Cauchy 应 力 张 量 必 是 2 阶 对 称 张 量 。 请 记 住 :Cauchy 应 力 张 
量 为 对 称 张 量 这 一 数学 结果 所 依据 的 物理 定理 是 动量 矩 守 恒定 律 。 

下 面 我 们 对 极 性 物质 中 的 动量 矩 定律 作 一 简要 说 明 。 如 果 以 c 表 示 比 体力 偶 
矢量 即 单位 质量 介质 所 受 的 体力 偶 矢量 ,以 1(n) 表 示 单 位 法 矢量 为 n 的 面 上 的 接 
触 面 力 偶 密度 矢量 即 单位 面积 上 所 受 的 接触 面 力 偶 矢量 。 参 照 将 任意 矢量 n 映 
射 为 应 力 矢量 t(nm) 的 Cauchy 公式 (3.1.10) 式 ,我 们 可 以 定义 一 个 将 任意 矢量 n 
映射 为 接触 面 力 偶 密度 矢量 1(n) 的 2 阶 张 量 x: 

Il(n)=xX*n (3.1.14a) 

2 阶 张 量 x 称 为 接触 面 力 偶 张 量 或 简称 偶 应 力 张 量 。 有 的 书 上 将 (3.1.14) 式 
称 为 第 二 Cauchy 定理 ,但 我 们 把 它 也 一 样 地 称 为 Cauchy 公式 。 这 里 我 们 是 由 2 
阶 张 量 的 第 二 定义 即 商法 则 直接 由 (3.1.14) 式 从 数学 上 定义 了 偶 应 力 张 量 YX。 当 
然 ,我 们 也 可 以 由 一 点 处 微 四 面体 的 动量 矩 守恒 导出 并 定义 偶 应 力 张 量 X :事实 
上 ,类 似 于 前 面 推导 (3.1.6c) 式 和 (3.1.10) 式 一 样 ,通过 微 四 面体 对 其 中 心 的 动量 
甜 守 恒 , 我 们 易 得 

l(n) = nil; (3.1.14b) 
其 中 Li = 1(e,) 表 示 第 i 个 坐标 面 上 的 接触 面 力 偶 密度 矢量 (注意 上 和 t; 对 中 心 
之 抢 比 ! 和 1; 之 矩 为 高 一 阶 的 小 量 )。 如 将 1; 沿 坐 标 轴 单位 基 矢 量 e; 的 分 量 定义 
为 Xi， 即 


Xi =ei。1， l= ejxn (3.1.15) 
将 之 代入 (3.1.14b) 式 即 可 得 
ln) = ejxini, li(n) = Xini (3.1.16) 


对 (3.1.16) 式 应 用 商法 则 , 即 可 得 出 Xi 为 2 阶 张 量 的 结论 。 将 之 写 为 张 量 点 积 的 
形式 , 即 是 映射 关系 Cauchy 第 二 定理 (3.1.14a) 式 。 所 以 (3.1.14a) 式 的 物理 意义 
是 微 四 面体 的 动量 矩 守 恒 。 

如 果 考 虑 到 c 和 4 的 存在 ,并 注意 到 相对 两 面 上 的 1; 之 不 同 ,将 动量 矩 守 恒 
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定律 应 用 于 图 3.3 所 示 的 微 长 方 体 , 则 有 
Pet +text=0 地 


由 于 
Sy.I, eixti=oe (3.1.18) 


其 中 x 了 为 偶 应 力 张 量 x 在 E 氏 坐标 中 的 散 度 ,e 为 置换 张 量 ,a.…e = ojewmer 表 
示 e 和 e 的 第 二 种 二 次 点 积 ,所 以 (3.1.17) 式 可 写 为 
p+X*V+toe=0 (3.1.19) 
式 (3.1.19) 中 的 3 项 分 别 表示 单位 瞬时 体积 介质 所 受 的 体力 偶 矩 .单位 瞬时 
体积 介质 所 受 的 面 力 偶 矩 和 单位 瞬时 体积 介质 所 受 的 接触 面 力 之 矩 。 
对 非 极 性 物质 ,c= 0,X =0,(3.1.19) 式 即 成 为 
o**e=0 


此 即 式 (3.1.12b), 由 此 即 可 给 出 e 为 2 阶 对 称 张 量 的 结果 (3.1.13) 式 。 
本 节 所 利用 的 应 力 矢 量 t= 时 是 指 瞬 时 构 形 每 单位 面积 上 所 受 的 接触 面 力 ， 


因 之 是 真 应 力 矢量 ,相应 地 mr 则 表示 瞬时 构 形 第 ;个 坐标 面 上 所 受 应 力 在 六 方向 
上 的 投影 , 故 Cauchy 应 力 张 量 也 称 为 真 应 力 张 量 。 


3.2 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 


如 上 节 所 述 ,Cauchy 应 力 张 量 是 在 现时 构 形 中 量度 的 真 应 力 张 量 。 以 后 我 们 
会 看 到 当 将 有 关 量 作为 E 氏 坐 标 x 的 函数 并 在 现时 构 形 中 列 出 运动 方程 时 采用 
Cauchy 应 力 张 量 是 方便 的 ;而 且 在 本 构 理论 中 将 会 看 到 , 当 变形 采用 Euler 型 描 
述 和 度量 时 ,用 Cauchy 应 力 张 量 才 是 方便 且 合 理 的 。 但 当 变形 采用 Lagrange 型 
的 物质 描述 时 ,应 力 张 量 也 采用 在 参考 构 形 中 的 度量 ,本 构 方 程 才 是 方便 和 合理 
的 , 且 在 工 氏 坐标 中 的 运动 方程 也 具有 相应 的 简明 形式 。 为 此 我 们 引入 如 下 的 在 
参考 构 形 中 的 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 , 简 称 P-K 应 力 张 量 。 引 入 P-K 应 力 张 量 
的 另 一 意义 是 便于 在 初始 构 形 的 边界 上 写 出 边界 条 件 。 

设 初始 构 形 下 中 某 粒 子 X 处 单位 法 矢量 为 N、 面 积 为 d4 的 一 个 微 面 元 矢量 


。172。 


-DC 第 3 章 应 力 原 理 


dA = NdA ,运动 后 变 为 现时 构 形 中 点 x 处 单位 法 矢量 为 n、 面 积 为 da 的 微 面 元 
矢量 da = nda, 如 图 3.4 所 示 。 如 以 1(n) 表 示 现 时 刻 的 真 应 力 矢量 , 则 面 元 da 
= nda 上 在 现时 刻 的 真实 作用 面 力 为 df = tda。 设 想 此 时 刻 在 初始 面 元 d4 上 作 


用 着 同样 的 力 df, 但 引入 单位 初始 面积 上 的 应 力 矢量 t = 时 , 称 之 为 第 一 类 P-K 
应 力 矢量 , 则 


4 = Lda =- 
t"dA = tda=df, dA (3.2.1) 
$f =F tda=F1 » fdA Yda 
df =tda=rdA 
和 C3 
dannd 
dA=NdA \X E b 
F! 
一 -一 一 


= 
图 3.4 真 应 力 矢量 和 假 应 力 矢量 


如 同 在 现时 构 形 中 由 矢量 n 到 矢量 上 的 线性 映射 (上 节 中 的 Cauchy 公式 
(3.1.10) 式 ) 中 引入 Cauchy 应 力 张 量 c 一 样 ,我 们 可 以 在 初始 构 形 中 引入 一 个 由 
矢量 N 到 矢量 +" 的 线性 映射 , 即 引入 一 新 的 应 力 张 量 S, 于 是 可 类 似 于 如 下 的 
(3.2.2) 式 而 写 出 (3.2.3) 式 : 

tf(n =o*n (3.2.2) 
t*(N)=S.N (3.2.3) 
我 们 把 给 出 应 力 矢量 和 应 力 张 量 间 映射 关系 的 公式 (3.2.2) 式 和 (3.2.3) 式 统 
称 为 Cauchy 公式 ,将 之 代 人 (3.2.1) 式 ,可 得 
S.Nd4 =c.nda 
即 
S.d4 =ovda (3.2.4) 
将 2.2 节 中 关于 面 元 变形 的 公式 (2.2.20) 式 即 
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dA = 于 FT da (3.2.5) 


代入 (3.2.4) 式 ,有 


Js.Fr.da=e.da 


此 式 对 任意 的 面 元 矢量 da 都 成 立 , 故 可 得 
o=Js:F" (3.2.6) 


S=Je. (FD) (3.2.7) 
(3.2.6) 式 和 (3.2.7) 式 给 出 了 由 映射 关系 (3.2.3) 式 所 定义 的 应 力 张 量 S 和 
Cauchy 应 力 张 量 e 的 关系 ,我 们 将 这 样 引入 的 应 力 张 量 S 称 为 第 一 类 P-K 应 力 


张 量 ,有 时 也 称 为 工程 应 力 张 量 或 Lagrange 应 力 张 量 。 由 于 +* CN) = 电 c 代 


表 了 瞬时 构 形 中 真实 面 力 分 配 在 单位 初始 面积 上 的 面 力 ,是 E 氏 坐标 中 的 矢量 ,而 
n 和 NN 分 别 是 EE 氏 坐 标 和 工 氏 坐标 中 的 矢量 , 故 将 商法 则 应 用 于 (3.2.3) 式 ,显然 
可 见 S 是 一 个 2 阶 两 点 张 量 。 下 面 我 们 来 写 出 它 的 分 量 并 说 明 其 物理 意义 。 
将 Cauchy 公式 (3.2.3) 式 写 为 张 量 直接 记 法 , 取 N = dx 为 L 氏 坐标 系 的 单 
位 基 矢 量 dx ,并 从 左边 点 乘 以 E 氏 坐标 系 的 单位 基 矢 量 ei ,得 
Ei*tih=e* Sedx= Su (3.2.8) 
其 中 
ti = t"(dx) (3.2.9) 
表示 第 K 个 工 氏 坐标 面 即 初始 构 形 中 法 线 为 dx 的 坐标 面 上 的 P-K 应 力 矢 量 。 
(3.2.8) 式 说 明 : 两 点 张 量 S 的 分 量 Sx 在 物理 上 表示 初始 构 形 中 第 K 个 坐标 面 上 
的 P-K 应 力 矢量 ( 即 每 单位 初始 面积 上 的 面 力 ) tx = t* (dx ) 在 现时 构 形 第 i 个 EE 
氏 坐标 方向 上 的 分 量 。 
由 (3.2.6) 式 (3.2.7) 式 及 g 的 对 称 性 , 易 得 
Sr = FS。FT (3.2.10) 
故 与 o 是 对 称 张 量 不 同 ,S 并 不 是 对 称 张 量 。 由 于 (3.2.10) 式 是 由 e 的 对 称 性 而 
得 出 的 ,而 e 对 称 所 依据 的 物理 基础 是 非 极 性 物质 的 动量 矩 定律 , 故 (3.2.10) 式 就 
是 用 S 所 表达 的 动量 矩 定律 的 数学 形式 。 
为 了 克服 S 不 对 称 的 缺点 ,我 们 以 如 下 方法 引入 所 谓 的 第 二 类 P-K 应 力 张 
量 。 如 果 我 们 按照 由 dx 追溯 到 dX 的 方式 将 da 上 的 力 df = tda 追溯 到 dA 上 


去 , 即 想象 在 dA 上 受 有 假想 的 力 df: 
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dg = Fi.dx，df= Fl.df 
则 有 


人 Fedf=F'.tda=Fi.tdA= gdA 211) 
gq 三 F?. +t" 
其 中 


a 
q=F t aA (3.2.12) 


表示 单位 初始 面积 上 的 假想 面 力 牙 ,我 们 将 之 称 为 第 二 类 P-K 应 力 矢量 。 由 此 我 


们 可 以 由 矢量 N 到 矢量 4 的 线性 映射 定义 一 个 新 的 2 阶 张 量 马 , 由 
qd = 号 .N (3.2.13) 
给 出 , 称 卫 为 第 二 类 P-K 应 力 张 量 , 而 映射 关系 (3.2. 13) 式 也 称 为 Cauchy 公式 。 
将 t"=S.N 代 人 gqg=F-!。t* ,再 代入 (3.2.13) 式 ,并 利用 NN 的 任意 性 , 即 有 
DF=F1.S=JFl.o. (FD)', S=F.5 (3.2.14) 
式 (3.2.14) 给 出 了 瑟 与 5 和 eg 的 关系 。 由 式 (3.2.14) 显 然 可 见 互 是 一 个 2 阶 对 
称 张 量 : 
斑 = 卫 (3.2.15) 
这 就 是 用 马 所 表达 的 动量 矩 定律 的 数学 形式 。 


由 于 1" = 点 是 E 氏 坐标 中 的 矢量 , 故 g=F-!' ,全 是 工 氏 坐标 中 的 矢量 ,N 


也 是 工 氏 坐标 中 的 矢量 ,于 是 将 商法 则 应 用 于 Cauchy 公式 (3.2.13) 式 ,可 知 允 是 
LL 氏 坐 标 中 的 2 阶 张 量 。 在 Cauchy 公式 (3.2. 13) 式 中 取 N 为 dx ,并 记 qx = 
q (dx ) ,然后 以 di 进行 左 点 积 ,可 得 
di qr = di*E*dxk= Ex (3.2.16) 
(3.2.16) 式 说 明 :zx 表 示 第 K 个 工 氏 坐标 面 上 的 第 二 类 P-K 应 力 矢量 qx 在 
第 工 个 工 氏 单位 基 矢量 4 上 的 分 量 。 
很 多 文献 中 常常 把 第 一 类 P-K 应 力 张 量 S 和 第 二 类 P-K 应 力 张 量 马 都 称 为 
假 应 力 张 量 (pseudo-stress tensor) ,因为 它们 反映 的 都 是 在 单位 初始 面积 上 而 非 单 
位 瞬时 面积 上 的 面 力 。 但 是 我 们 强调 指出 :它们 所 反映 的 都 是 介质 在 现时 刻 所 受 
的 真实 接触 面 力 的 状态 ,而 非 介质 在 初始 时 刻 所 受 的 接触 面 力 的 状态 ,因为 它们 都 
是 以 介质 的 现时 刻 变形 梯度 张 量 下 为 桥梁 而 和 介质 在 现时 刻 的 真实 接触 面 力 df 
相 联系 的 。 
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3.3 ”应 力 张 量 的 时 空 变换 式 与 本 构 导 数 


3.3.1 应 力 张 量 的 时 空 变换 式 


设 有 两 个 时 空 系 p(x,t) 和 F(X, 5) ,同一 粒子 在 2 和 5 中 的 位 置 和 撩 量 x 入 
由 时 空 变换 式 : 
X=Q.x+xo (3.3.1) 
相 联系 ,其 中 Q 为 正 交 张 量 。 当 考虑 两 个 无 限 接近 的 粒子 时 ,我 们 即 得 到 连接 它 
们 的 线 元 的 时 空 变换 式 : 
dx = 0O.dx (3.3.2a) 
在 2.10 节 中 我 们 曾 把 此 公式 表述 为 “ 线 元 是 一 个 时 空 无 关 的 矢量 ”, 而 且 我 们 把 满 
足 与 (3.3.2a) 式 类 似 关系 的 矢量 b: 
b=Q.b (3.3.2b) 
称 为 时 空 无 关 的 矢量 。 于 是 ,对 任意 两 个 时 空 无 关 的 矢量 b 和 c ,我 们 都 有 
bc5=(0.5. (0O.c)=b.0r.0.c=b.c (3.3.3) 
(3.3.3) 式 说 明 : 任 意 两 个 时 空 无 关 矢 量 的 点 积 都 是 时 空 无 关 的 标量 。 特 别 说 
来 ,任意 时 空 无 关 矢 量 的 长 度 都 是 时 空 无 关 的 标量 。 如 b 和 c 是 时 空 无 关 的 矢量 ， 
记 d=bxc, 则 在 5 中 将 有 d=bx5, 于 是 
dj = exbrc! = eu (Qnibm) (Qncn)= ewQmuQubnc, 
上 式 两 端 同 乘 以 Cj , 即 得 
Qidj = emuOQiQuCubnc， = Clempncs。 = emmpncs = di 
即 
da=0.d (3.3.4a) 
这 说 明 对 正则 的 时 空 变换 ,任意 两 个 时 空 无 关 矢 量 的 叉 积 也 是 时 空 无 关 的 矢 
量 。 特 别 说 来 ,作为 两 个 微 线 元 叉 积 的 微 面 元 矢量 da 是 时 空 无 关 的 矢量 : 
da =0.da (3.3.4b) 
于 是 ,根据 前 面 的 结论 , 微 面 元 面积 的 大 小 da 必 是 时 空 无 关 的 标量 : 
.176 . 
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da = da (3.3.5) 
由 (3.3.4b) 式 和 (3.3.5) 式 可 知 : 面 元 的 单位 法 矢量 n 也 必 是 时 空 无 关 的 矢量 : 
元 = 0O.n (3.3.6) 
由 变形 梯度 张 量 F 的 时 空 变 换 式 : 
F=Q:*F (3.3.7) 
取 行 列 式 , 可 有 
J=1FI| = 1QlIFI = IFI|=J (3.3.8) 


即 介 质 的 膨胀 比 / = 束 是 标 架 无 关 的 标量 (其 实 这 是 显然 的 )。 根据 力 是 标 架 无 


关 矢量 这 一 基本 假设 以 及 面积 是 标 架 无 关 标 量 的 结论 ,显然 可 见 真 应 力 矢量 t 是 
标 架 无 关 的 矢量 : 


t= d=.t (3.3.9) 
设 5 和 og 分别 是 新 、 旧 时 空 系 中 的 Cauchy 应 力 张 量 , 则 Cauchy 公式 给 出 : 
t=6*N, t=e*n (3.3.10) 
将 (3.3.10) 式 代入 (3.3.9) 式 ,并 利用 (3.3.6) 式 ,有 
5.0.n=0.cn (3.3.11) 


由 n 的 任意 性 , 即 可 得 
CO.c=r'0 或 =0.c'.0r (3.3.12) 
式 (3.3.12) 说 明 :Cauchy 应 力 张 量 是 一 个 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 。 利 用 P-K 应 
力 张 量 与 Cauchy 应 力 张 量 的 关系 以 及 (3.3.7) 式 (3.3.8) 式 和 (3.3.12) 式 ,可 得 
5S= 历 .(FD)T=JO.c.0r.[(0O.F) =JOc (FID)T=0.S 
(3.3.13) 
互 = 五 :SS= (0O.P1O.S) = FeS = 五 (3.3.14) 
(3.3.13) 式 和 (3.3.14) 式 分 别 给 出 了 第 一 类 和 第 二 类 P-K 应 力 张 量 S 和 互 

的 时 空 系 变换 式 。 


3.3.2 应 力 张 量 的 随 体 导数 和 本 构 导数 


尽管 Cauchy 应 力 张 量 @ 是 标 架 无 关 的 张 量 ,但 其 通常 意义 下 的 随 体 导数 即 
应 力 率 5 并 不 是 标 架 无 关 的 张 量 。 事 实 上 ,对 ec 的 时 空 变换 式 5= QO .ac .07, 求 
对 时 间 的 导数 ,有 
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去 -0.5.0r+0.c.0r+0.c. (0)T (3.3.15) 
式 (3.3.15) 就 是 6 的 时 空 变换 式 , 它 表 明 6 并 不 是 时 空 无 关 的 2 阶 张 量 ,因为 
它 比 时 空 无 关 2 阶 张 量 的 变换 式 多 出 后 面 两 项 。 第 2 章 中 曾 给 出 过 转动 率 张 量 
W 的 时 空 变换 式 : 
刺 =0.w.or+r0.0r (3.3.16) 
故 
Q=WW.0-Q:W, (OT=W.Q'-Q'.W (3.3.17) 
这 里 利用 了 W 的 反对 称 性 。 将 (3.3.17) 式 代 人 (3.3.15) 式 并 利用 5= O +o， 
QT, 经 过 适当 运算 可 得 
d=Q:[et+or W- Wol.0 -do.W+W.6 
即 
d+6°W-W.s=Q.(Gtor 内- 多.o 0 (3.3.18) 
与 (3.3.15) 式 一 样 ,(3.3.18) 式 也 是 应 力 率 6 的 时 空 变换 式 , 显 然 它 也 不 是 标 
架 无 关 2 阶 张 量 的 时 空 变换 关系 , 故 Cauchy 应 力 张 量 c 在 通常 意义 下 的 随 体 导数 
妖 并 不 是 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 。 但 是 ,如 果 我 们 定义 量 5 为 
o=0+to*:W-W':o (3.3.19) 
则 (3.3.18) 式 成 为 
5=0.5.0r (3.3.20) 
这 说 明 (3.3.19) 式 所 定义 的 量 5 是 标 架 无 关 的 2 阶 张 量 , 称 之 为 Cauchy 应 力 张 量 


的 本 构 导数 (有 的 文献 上 将 之 称 为 Jaumann 导数 )。 下 面 我 们 来 说 明 g 和 6 各 自 的 
物理 意义 。 
按照 定义 : 
CCL+At) 一 sD, 
A 


oy(t +At)- oy(t) 
At (3.3.21) 


6=1im 

参照 图 3.5, 设 t 时 刻 坐标 系 x1x2xs 中 微 物质 体 成 为 + + At 时 刻 坐标 系 
xx'2x's 中 的 同一 微 物 质 体 ,t 时 刻 坐标 系 2 xaxs 中 坐标 轴 上 的 线 元 和 坐标 面 上 
的 面 元 也 将 分 别 成 为 t+ At 时 刻 坐 标 系 x“1x'2x's 中 坐标 轴 上 的 同一 物质 线 元 和 
坐标 面 上 的 同一 物质 面 元 。 按 照 定义 ,oy(t + At) 和 oy(t) 分 别 是 1+At 和 t+ 时 ; 
刻 同一 个 空间 j 坐标 面 上 的 应 力 矢量 在 i 方向 的 分 量 ,而 由 于 微 体 本 身 存在 旋转 , 1 
+ At 时 刻 和 t 时 刻 同一 个 空间 j 坐标 面 上 的 物质 面 元 显然 将 对 应 不 同 的 物质 面 
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元 , 故 六 代表 的 并 不 是 同一 个 物质 面 上 的 应 力 矢量 在 i 方向 的 分 量 (例如 oa 代表 
了 我 们 仍 处 于 za 轴 上 时 所 感受 到 的 正 应 力 的 变化 率 ,而 由 于 物质 的 旋转 它 代 表 的 
并 不 是 同一 个 物质 线 元 正 应 力 的 变化 率 ) ,而 只 有 当 微 体 没有 旋转 时 它 代 表 的 才 是 
同一 面 元 上 应 力 矢量 在 i 方向 的 分 量 。 因 此 ,从 本 质 上 讲 5 表示 的 只 是 我 们 仅仅 
跟随 粒子 移动 而 不 随 其 旋转 所 感受 到 的 应 力 变化 率 , 它 只 有 随心 性 而 没有 随 旋 性 ， 
所 以 它 并 不 具有 彻底 的 随 体 性 ,严格 而 言 将 6 称 为 应 力 张 量 的 随心 导数 比 称 为 随 
体 导 数 更 为 恰当 。 


图 3.5 应 力 张 量 的 随 体 导数 和 本 构 导数 


为 了 引入 微 体 瞬时 刚性 旋转 的 影响 ,我 们 定义 如 下 的 随 旋 应 力 率 5: 
g(t+At)-o(t) oy(t+At) -out) 
At ” At 


sy i 
(3.3.22) 
其 中 oy (t+ Ab 表示 上 + At 时 刻 六 坐标 面 上 的 应 力 矢 量 在 i 方向 上 的 分 量 ， 
oy( 了 1) 表示 t 时 刻 j 坐标 面 上 的 应 力 矢量 在 i 方向 上 的 分 量 。 虽 然 投影 方向 不 同 ， 
但 它们 所 关联 的 应 力 矢量 是 同一 个 物质 面 元 上 的 应 力 矢量 ,所 以 (3.3.22) 式 是 引 
人 了 介质 瞬时 刚性 旋转 影响 的 随 旋 应 力 率 。 现 在 我 们 来 证 明 (3.3.22) 式 所 定义 的 

随 旋 应 力 率 恰恰 等 于 (3.3.19) 式 所 定义 的 应 力 张 量 的 本 构 导 数 。 
我 们 曾经 说 过 ,旋转 率 张 量 W 表示 了 微 体 的 瞬时 旋转 速率 ,在 数学 上 可 表示 

为 伸缩 率 张 量 D 的 单位 主 方向 n 上 的 旋转 速率 : 

hi=W-:n=wxn (D.n=An,n.n=1) (3.3.23) 
其 中 om 为 与 反对 称 张 量 W 对 偶 的 矢量 。 如 果 不 考虑 微 体 的 变形 , 则 (3.3.23) 式 中 
的 n 可 视 为 任何 一 个 单位 矢量 ,这 便 是 单位 矢量 以 角速度 @o 旋转 时 其 时 间 导 数 的 
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公式 。 以 n' 表 示 t+At 时 刻 n 以 角速度 @ 旋转 时 所 变 成 的 矢量 , 则 有 
n =n+phAt=mn+ 多 .net=(T+WAt) nn= 厅 .mm (3.3.24) 
其 中 
Br=I+WAt, B=I- WAt (3.3.25) 
易 证 如 果 忽 略 2 阶 小 量 则 张 量 B 为 正 交 张 量 , 于 是 (3.3.24) 式 便 是 由 n 到 n” 
的 正 交 映射 。 记 有 = Bwerej ,并 在 (3.3.24) 式 中 取 n=ei,n’ =e'i, 则 (3.3.24) 式 
便 成 为 
e'; = piei (3.3.26) 
这 说 明 : 当 我 们 将 图 3.5 中 的 微 体 以 旋转 率 张 量 W 旋转 时 ,图 中 xi xzxs 的 么 
正 基 矢 量 将 成 为 xx“ax“s 中 的 么 正 基 矢 量 , 而 (3.3.26) 式 便 是 这 两 个 坐标 系 的 基 
变换 公式 。 于 是 我 们 可 有 应 力 张 量 在 这 两 个 坐标 系 中 表象 的 变换 公式 如 下 : 
oy = BiBmnom, o =PB.o*.P' (3.3.27) 
将 (3.3.22) 式 中 的 a (1+A1) - c(D) 分 解 为 如 下 两 项 ， 
at+A) -at) = [o(t +At) -ol(t)]+ [ot +At) -act+At)] 
(3.3.28) 
并 将 (3.3.28) 式 代入 (3.3.22) 式 ,可 得 
G=0+lme +AD -et+AnD) (3.3.29) 
At-0 At 


参照 图 3.5, 可 知 式 (3.3.28) 的 意义 是 :我 们 将 应 力 从 : 到 上 + At 期 间 的 改变 

分 两 步 完 成 ,第 一 步 是 不 考虑 微 体 的 旋转 而 只 考虑 微 体 中 心 移动 所 得 到 的 应 力 改 

变 , 由 第 一 项 来 表达 ;第 二 步 是 随同 微 体 一 起 做 瞬时 旋转 所 得 到 的 应 力 改变 ,由 第 

二 项 表达 。 将 式 (3.3.27) 代 入 式 (3.3.28) ,再 代入 式 (3.3.29) ,并 利用 正 交 张 量 有 
的 定义 (3.3.25) 式 , 即 可 得 

o=0+to*W- Wo (3.3.30) 

而 这 恰恰 就 是 式 (3.3.19)。 这 说 明 :(3.3.19) 式 所 给 出 的 应 力 张 量 的 本 构 导 数 其 

意义 就 是 我 们 按 (3.3.22) 式 所 定义 的 应 力 张 量 的 随 旋 应 力 率 。 由 以 上 的 推导 过 程 


可 以 看 出 :应 力 张 量 的 本 构 导 数 g 表 示 了 当 我 们 既 跟 随 微 体 的 中 心 移动 也 随 微 体 一 
起 以 旋转 率 W 做 瞬时 刚性 旋转 时 所 感受 到 的 应 力 的 变化 率 , 它 才 是 应 力 张 量 “ 真 
正 意义 上 的 彻底 的 随 体 导数 ”, 所 以 把 它 称 为 随 旋 应 力 率 是 恰当 的 ,而 式 (3. 3. 30) 
中 的 后 两 项 a* W - Wo 称 为 旋转 修正 项 。 

引入 应 力 张 量 本 构 导 数 的 意义 是 : 当 我 们 采用 增 量 应 力 和 自然 增 量 应 变 间 的 
增 量 型 本 构 关系 时 (或 者 应 力 率 和 伸缩 率 张 量 间 的 率 型 本 构 关系 时 ) ,我 们 应 该 利 
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用 应 力 张 量 的 本 构 导 数 5 而 不 是 其 通常 意义 下 的 随 体 导 数 5, 因 为 我 们 既 应 该 跟随 
微 体 移动 也 应 该 跟随 微 体 旋转 才能 测 得 与 介质 变形 相关 联 的 应 力 改变 。 例 如 ,如 
果 以 M 表示 弹性 模 量 张 量 , 则 应 力 率 和 伸缩 率 成 线性 关系 的 率 型 本 构 关 系 应 该 
写成 
6=M:D (3.3.31a) 
即 
a=M:D+W:o-o:W (3.3.31b) 
在 各 类 冲击 动力 学 数值 软件 中 ,大 多 都 是 采用 式 (3.3. 31b) 进 行 应 力 增 量 Ac 
=6At 计算 的 。 由 本 构 关 系 (3.3. 31) 式 所 表达 的 材料 称 为 亚 弹性 材料 (hypo- 
elastic materials) ,其 中 4 阶 弹性 模 量 张 量 M 可 以 依赖 于 应 力 e 但 不 依赖 于 DD。 
之 所 以 把 它们 称 为 亚 弹性 材料 ,是 因为 式 (3.3.31) 所 表达 的 本 构 关 系 不 是 应 力 和 
应 变 之 间 的 关系 而 是 应 力 率 和 伸缩 率 (及 旋转 率 ) 间 的 关系 。 


3.3.3 考虑 微 体 变 形 影 响 的 随 旋 应 力 率 


由 图 3.5 和 式 (3.3.30) 可 见 : 我 们 上 面 所 引入 的 随 旋 应 力 率 5 虽 然 考 虑 了 微 体 
的 瞬时 刚体 旋转 的 影响 即 转动 率 张 量 W 的 贡献 ,但 是 并 没有 考虑 微 体 变形 的 影 
响 ,特别 是 并 没有 与 介质 相对 于 初始 构 形 的 变形 相 联系 。 在 物体 的 变形 很 大 时 ,我 
们 有 时 需要 与 介质 的 初始 构 形 相 联 系 来 考虑 微 体 的 另 一 种 旋转 率 ,下 面 我 们 对 此 
做 一 简要 介绍 。 


将 变形 梯度 张 量 的 右 极 分 解 公式 
FE= 尺 。U (3.3.32) 
求 随 体 导数 ,有 
F=R:U+R.:U=R.RT.F+R:U (3.3.33) 
以 F-! 对 此 式 两 端 进行 点 积 ,并 利用 L=F，F-!, 有 
工 = 及 .RT+R.U.F- (3.3.34) 
由 于 R 是 正 交 张 量 , R， RT = 了 ,对 此 式 求 随 体 导数 , 易 证 下 式 所 定义 的 量 W" : 
W*=R.RT (3.3.35) 


必 是 反对 称 张 量 (有 的 书 上 将 之 称 为 介质 的 相对 旋转 率 张 量 )。 将 式 (3.3.34) 的 两 
端 进行 和 分 解 并 利用 L 和 分 解 的 唯一 性 , 易 得 


D=BR. UU +U! .UR (3.3.36) 
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到 = 到 "+ 二 RD 0 -UU).R' (3.3.37) 
如 以 W" 代替 (3.3.30) 式 中 的 双 , 可 得 应 力 张 量 的 另 一 种 随 旋 应 力 率 5: 
=oto: W -We (3.3.38) 


由 (3.3.37) 式 可 见 , W* 是 与 介质 相对 于 初始 构 形 的 变形 U 相关 的 ,所 以 6 是 
同时 考虑 了 微 体 的 旋转 和 变形 影响 的 应 力 率 。 


3.4 ”运动 方程 .动量 矩 守恒 方程 


3.4.1 E 氏 坐标 中 的 运动 方程 


运动 方程 (equation of motion) 是 介质 动量 守恒 定律 的 数学 形式 。 为 了 导出 
运动 方程 ,我 们 既 可 以 从 闭口 体系 出 发 也 可 以 从 开口 体系 出 发 , 既 可 以 取 体系 为 微 
体系 也 可 以 取 体系 为 有 限 的 体系 。 在 上 一 章 导 出 反映 质量 守恒 定律 的 连续 方程 
时 ,我 们 就 曾 对 微 闭口 、 微 开口 有 限 闭口 有 限 开口 4 种 情况 分 别 导出 了 连续 方 
程 。 但 是 为 了 节省 篇 幅 起 见 在 本 章 我 们 将 主要 从 有 限 闭口 体系 出 发 来 导出 运动 方 
程 ,至 于 其 他 3 种 情况 得 到 运动 方程 的 方法 读者 可 作为 练习 尝试 之 。 

闭口 体系 和 开口 体系 的 动量 守恒 定律 可 分 别 表述 为 :闭口 体系 在 任何 时 刻 的 
动量 变化 率 等 于 该 瞬时 作用 于 此 闭口 体系 上 的 外 力 的 矢量 和 ;开口 体系 在 任何 时 
刻 的 动量 变化 率 等 于 该 瞬时 作用 于 此 开口 体系 上 的 外 力 的 矢量 和 加 上 外 界 向 体系 
的 动量 纯 流 人 率 。 

按照 上 面 的 表述 ,对 瞬时 构 形 中 任意 的 有 限 闭 口 体系 v(1) ,其 动量 守恒 定律 
在 数学 上 可 写 为 


六 [oar = J eav+ 中 tCn)da (3.4.1) 
其 中 a(1) 为 体系 在 上 i y 为 粒子 速度 ， 2 和 bb 为 介质 的 瞬时 质量 密度 
和 比 体积 力 ,m 为 da 的 单位 外 法 矢量 , t(n) 表 示 其 上 的 Cauchy 应 力 矢 量 , 生 表 
示 随 体 导 数 。 利用 微 闭口 体系 的 质量 守恒 定律 , 即 呈 Codv) =0, 我 们 有 
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昌 | rav = | (ovav)= [pav+ "是 (odw)= | erdv 
to wo 而 


dt d vr dt 
(3.4.2) 
利用 3.1 节 中 的 Cauchy 公式 : 
t=e*n 二 机 
并 利用 Gauss 定理 ,有 
中 tmda = honda= | 5dv (3.4.4) 
aln) al(t) vy 
其 中 了 为 EE 氏 坐 标 中 的 梯度 算 子 ,a* 了 =dive 为 Cauchy 应 力 张 量 在 E 氏 坐 标 中 
的 散 度 。 
将 (3.4.2) 式 和 (3.4.4) 式 代入 (3.4.1) 式 , 即 可 得 


[mav= | oav+ [wav (3.4.5) 
wn wo wp 
式 (3.4.1) 或 与 之 等 价 的 式 (3.4.5) 即 是 闭口 体系 动量 守恒 定律 的 总 体形 式 
(global form) 或 积分 形式 (integral form) 。 
由 闭口 体系 "(t) 的 任意 性 和 被 积 函数 的 处 处 连续 性 , 即 可 得 
四 = 隐 +Go5 (3.4.6a) 
式 (3. 4. 6a) 即 是 动量 守恒 定律 的 局 部 形式 (local form) 或 微分 形式 
《deferential form) , 称 之 为 运动 方程 , 它 是 微 闭口 体系 动量 守恒 定律 在 E 氏 坐 标 
中 的 数学 形式 。 py 是 单位 瞬时 体积 介质 的 惯性 力 ,pb 是 单位 瞬时 体积 介质 的 


体积 力 ,ac * 名 是 单位 肯 时 体积 介质 的 面积 力 ,所 以 如 果 将 式 (3.4.6a) 的 左 端 移 至 
右 端 , 即 是 单位 瞬时 体积 介质 动量 守恒 定律 的 达 朗 贝尔 形式 。 

按照 我 们 在 3.1 节 中 所 给 出 的 Cauchy 应 力 张 量 分 量 的 定义 方法 ,(3.4.6a) 式 
的 最 后 一 项 为 


divo =o.v = oy Vj: = Se (3.4.7a) 
故 (3.4.6a) 式 的 分 量 形式 为 
poi = phi + oy 7) = pbi + (i = 1;2,3) (3.4.6b) 
对 非 极 性 物质 ,c 是 2 阶 对 称 张 量 ,有 
or=a，divo=o.y=7oc (3.4.7b) 


故 (3.4.6a) 式 和 (3.4.6b) 式 也 可 分 别 写 为 
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B=pb+9.60 (3.4.6c) 
pvi = pbi + Dion = phi + Yk (i = 1,2,3) (3.4.6d) 
j 
为 了 加 深 理 解 ,我 们 再 给 出 由 有 限 开 口 体系 动量 守恒 定律 导出 运动 方程 的 方 
法 及 方程 的 表现 形式 。 


取 空 间 的 某 一 固定 区 域 v 这 一 静止 控制 体 作为 我 们 所 观察 的 开口 体系 ,这 里 
体系 v 和 其 表面 积 a 都 是 与 时 间 1 无 关 的 。 于 是 开口 体系 v 的 动量 守恒 定律 的 数 
学 形式 为 

区 jwav = = jaar + 中 Code - -fm nda (3.4.8) 
其 中 右 端 最 后 一 一 项 表示 通过 表面 a 的 动量 纯 流入 率 ， ,同时 由 于 是 静止 控制 体 ， 故 将 
其 体积 分 的 时 间 导 数 写 为 艺 。 考虑 到 v、dv 都 是 与 1 无 关 的 , 故 有 


了 mav = [如 (padv (3.4.9) 
利用 Gauss 定理 ,(3.4.8) 式 的 最 后 一 项 可 写 为 
ow nda = [om 5dv (3.4.10) 


将 (3.4.4) 武 .(3.4.9) 式 .(3.4.10) 式 代入 (3.4.8) 式 , 即 可 得 
六 (odv = Jobdv + |e Tav -| ow) vdv (3.4.11) 
(3.4.8) 式 和 (3.4.11) 式 即 是 开口 体系 动量 守恒 定律 的 总 体形 式 或 积分 形式 。 
由 开口 体系 v 的 任意 性 和 被 积 函数 的 连续 性 , 即 可 得 
六 C0)= 上 b+ 六 -(pm) (3.4.12) 
(3.4.12) 式 即 是 开口 体系 动量 守恒 定律 的 局 部 形式 或 微分 形式 , 它 是 运动 方 
程 的 另外 一 种 表现 形式 。 式 中 左 端的 项 3 (pv) 表示 单位 空间 体积 的 动量 变化 率 ; 


右 端 第 一 项 pb 和 第 二 项 s* 如 前 所 述 ,分 别 表示 单位 空间 体积 所 受 的 体积 力 和 
面积 力 ; 右 端 最 后 一 项 (pw )， 了 (流入 体系 的 动量 流 一 yy 的 散 度 ) 则 表示 单位 
空间 体积 的 动量 纯 流入 率 。 

由 于 我 们 取 的 是 开口 体系 ,所 以 从 形式 上 看 它 与 由 闭口 体系 动量 守恒 定律 所 
得 出 的 运动 方程 (3.4. 6) 式 乍 看 起 来 好 像 是 不 同 的 ,但 是 如 果 注 意 到 
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2 (0)= oa + ap 
六 (9)= p+ (3.4.13) 
(pw) T= (pr Tytve Toy (3.4.14) 
并 将 此 两 式 代 入 (3.4.12) 式 ,再 利用 如 下 公式 : 
Y= +t) = ty (7 (3.4.15) 
¥ + (py)* = 0 《连续 方程 ) (3.4.16) 


则 可 将 (3.4.12) 式 化 为 (3.4.6) 式 , 故 它们 是 等 价 的 。 
关于 由 微 闭口 体系 和 微 开 口 体系 的 动量 守恒 定律 ,直接 导出 式 (3.4.6) 和 式 
(3.4.12) 的 方法 ,读者 可 作为 练习 尝试 之 。 


3.4.2 上 氏 坐 标 中 的 运动 方程 


方程 (3.4.1) 式 是 闭口 体系 动量 守恒 定律 在 瞬时 构 形 中 的 表现 形式 ,但 是 我 们 
也 可 以 把 它 映射 到 初始 构 形 当 中 。 设 闭口 体系 在 瞬时 构 形 中 的 体积 v(1) 和 表面 
积 a(1) 分 别 映射 为 初始 构 形 中 的 体积 V 和 表面 积 4( 它 们 是 与 时 间 无 关 的 ) , 微 体 
积 dv 和 微 表面 积 da 分 别 映射 为 初始 构 形 中 的 微 体积 dV 和 微 表 面积 d4, 则 由 
质量 守恒 和 第 一 类 P-K 应 力 张 量 的 定义 ,我 们 有 


pdv = pody (3.4.17) 

tn)da =e.nda=t"(ndA= S。NdA (3.4.18) 
于 是 可 将 方程 (3.4.1) 式 映射 为 初始 构 形 中 的 方程 
d | . 

Slewav = 人 ear + 业 NdA (3.4.19) 


其 中 po 为 介质 在 初始 构 形 中 的 质量 密度 , 即 单位 初始 体积 介质 的 质量 。 由 于 VV、 
dV .po 都 是 与 时 间 无 关 的 ,所 以 (3.4. 19) 式 的 左 端的 体积 分 随 体 导数 可 化 为 体 
积分 : 


d ， 
A |povdav = |oopdv (3.4.20) 
在 
对 (3.4.19) 式 中 的 最 后 一 项 在 L 氏 坐 标 中 应 用 Gauss 定理 ,可 有 
fs .NadA =|s. vav (3.4.21) 
a 彩 


其 中 了 了 表示 工 氏 坐标 中 的 梯度 算 子 。 将 (3.4.20) 式 .(3.4.21) 式 代 人 (3.4.19) 式 ， 
即 可 得 
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[povdv = [msar +|s. ay (3.4.22) 
; , 


式 (3.4.19) 和 式 (3.4.22) 即 是 工 氏 坐 标 中 所 表达 的 闭口 体系 动量 守恒 定律 的 
总 体形 式 或 积分 形式 。 
利用 体系 Y 的 任意 性 和 被 积 函数 的 连续 性 ,可 得 
pvr=pb+S.y (3.4.23a) 


式 (3.4.23a) 即 是 工 氏 坐标 中 的 运动 方程 , 式 中 - poV、Pob、S。 了 三 项 分 别 表 
示 单 位 初始 体积 介质 所 受 的 惯性 力 、 体积 力 和 面积 力 。 我 们 特别 指出 : 式 


《3.4.23a) 中 的 辟 表 示 工 氏 坐 标 中 的 梯度 算 子 ,S 。 忌 表 示 第 一 类 PK 应 力 张 量 S 
在 工 氏 坐标 中 的 散 度 : 
DIVS = S$. Y= Su Ye (3.4.24) 
故 (3.4.23a) 式 的 分 量 形式 为 
Sy 


Poti = pobi+ Su T= pobr + (i=1,2,3) (3.4.23b) 
了 了 


注意 ;尽管 方程 (3.4.23) 式 是 工 氏 坐标 中 的 偏 微分 方程 ,但 方程 (3.4.23b) 式 
却 是 矢量 方程 (3.4.23a) 式 在 E 氏 坐标 中 投影 的 分 量 形式 。 

对 比 (3.4.6) 式 和 (3.4.23) 式 可 以 发 现 :只 要 把 (3.4.6) 式 中 的 Pp、o、x 分 别 改 
为 po、S、XX, 便 可 得 到 (3.4.23) 式 , 简 言 之 ,P、o、x 和 Po、S、XX 是 分 别 配 套 的 。 

最 后 ,由 第 二 类 P-K 应力 张 量 马 和 第 一 类 P-K 应 力 张 量 S 的 关系 ,可 将 
(3.4.23) 式 化 为 由 五 所 表达 的 运动 方程 


Pb = (FE) 六 +pob (3.4.25a) 
povi = (Fu3y) V+ pobi = a +pob: (i=1,2,3) 
(3.4.25b) 


3.4.3 动量 和 矩 守 恒 方 程 


在 3.1 节 中 我 们 以 通过 微 闭 口 体系 的 动量 矩 守恒 定律 得 到 过 极 性 物质 的 动量 
和 矩 守恒 方程 ,在 此 我 们 再 以 有 限 闭口 体系 的 动量 矩 守重 定律 简要 给 出 动量 矩 守恒 
方程 的 推导 。 闭 口 体系 的 动量 矩 守 恒定 律 可 表达 为 :闭口 体系 的 动量 对 任意 固定 
点 的 动量 矩 的 变化 率 ,等 于 该 时 刻 体系 全 部 外 力 对 同一 点 之 抢 的 矢量 和 。 如 对 各 
粒子 位 置 矢量 的 参考 点 O 取 矩 , 则 这 在 数学 上 可 以 表达 为 
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|: xperdy = | xxpbdv+ $xxtnyda+ [pedv+ $ lmda 


wn CD vn aln) 
(3.4.26) 
其 中 c 和 1 分 别 表示 介质 所 受 的 比 体力 偶 矩 矢量 和 接触 面 力 偶 矩 密度 矢量 。 由 于 


eal EE jxear [rxpav+ | Jr = | xx ear 


(3.4.27) 
$xxtmda= 和 zxdcsmada= | (xxo). 5dv (3.4.28) 
a(t) al(t) vn 
$ lmda = px. nda = Jx: 5dv (3.4.29) 


aln) 


将 此 3 式 代入 (3. 4. 26) 式 并 利用 闭口 体系 v(t) 的 任意 性 和 被 积 函 数 的 连续 
性 ,可 得 动量 矩 守恒 方程 的 局 部 形式 如 下 : 


xx 防 =xXxpb+(rXxa) 台 +pc+X (3.4.30) 
。 利用 公式 ; 
(xXg)"V = xX (ga. 了 9)+ga。e (读者 可 作为 练习 证 明之 ) 
(3.4.31) 
和 运动 方程 (3.4.6) 式 ,我 们 可 将 (3.4.30) 式 化 为 
ce+p+Xy .=0 (3.4.32) 
其 中 5 。。e 表示 a 和 置换 张 量 e 的 第 二 种 二 次 点 积 。(3.4.32) 式 就 是 极 性 物质 动 
量 矩 守恒 方程 的 简化 形式 。 
对 非 极 性 物质 ,c =0,X =0,(3.4.32) 式 成 为 
ogo"*e=0 (3.4.33a) 
这 便 给 出 了 Cauchy 应 力 张 量 o 对 称 的 结论 : 
ar = (3.4.33b) 


这 些 我 们 已 经 在 3.1 节 中 讲 过 了 。 
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3.5 纯 力 学 情况 下 的 能 量 方程 


3.5.1 E 氏 坐标 中 的 纯 力 学 能 量 方程 


能 量 方程 (energy equation) 是 能 量 守恒 定律 的 数学 形式 。 所 谓 纯 力 学 情况 ， 
是 指 不 存在 热效应 时 的 情况 。 纯 力学 情况 下 ,闭口 体系 和 开口 体系 能 量 守恒 定律 
可 分 别 表达 为 :闭口 体系 总 能 量 ( 动 能 和 内 能 ) 的 增加 率 等 于 该 时 刻 外 力 的 功率 ; 开 
口 体系 总 能 量 ( 动 能 和 内 能 ) 的 增加 率 等 于 该 时 刻 外 力 的 功率 与 能 量 的 纯 流 人 率 
之 和 。 

连续 介质 力学 中 介质 的 总 能 量 包括 动能 和 内 能 。 如 果 以 上 和 wu 分 别 表示 介 
质 的 比 动能 和 比 内 能 , 则 闭口 体系 "(t) 的 纯 力 学 能 量 守恒 定律 可 写 为 


[ek + wav = hs pbdv + 中 。tCn)da (3.5.1) 

(3.5. Re, PR 总 能 量 的 增加 率 、 体力 的 功率 和 面 力 的 
功率 。 利 用 与 3.4 节 中 类 似 的 方法 ,有 

[ock+ dv = | pCk+ iddyv (3.5.2) 


Wo ER 

中 maa = free nd = [oo. ‘oIdv (3.5.3) 

在 (3.5. 2) 式 中 我 们 利用 了 质量 守恒 定律 ， 在 (3. 5 3) 式 中 我 们 利用 了 Cauchy 
公式 和 Gauss 定理 。 故 (3.5.1) 式 可 改写 为 

J edkrivav = fr. tav + [Ore ‘ovdv (3.5.4) 


wn 


式 (3.5. 1D 和 式 (3. 5. 4 就 是 纯 力学 情况 下 闭口 体系 能 量 守恒 定律 的 总 体形 式 或 积 
分 形式 。 由 v《1) 的 任意 性 和 被 积 函数 的 连续 性 ,可 得 其 局 部 形式 或 微分 形式 : 


pCK+i)= yph+(y oy (3.5.5) 

(3.5.5) 式 的 左 端 p( 大 + z 表 示 单位 瞬时 体积 介质 总 能 量 的 增加 率 ,其 右 端 

v。 pb + (vg)， 了 三 p ww" 表示 单位 瞬时 体积 介质 的 体力 功率 和 单位 瞬时 体积 
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介质 的 面 力 功 率 之 和 ，w" 表示 外 力 ( 体 力 和 面 力 ) 的 比 功率 。 故 (3.5.5) 式 表达 的 
就 是 单位 瞬时 体积 介质 的 总 能 量 增加 率 和 外 力 功 率 相等 的 纯 力 学 能 量 守 恒定 律 。 
需要 说 明 的 是 :尽管 功 是 过 程 量 而 不 是 状态 量 ,而 为 了 书写 简单 起 见 我 们 仍 用 记号 
"来 表达 比 功率 ,但 需 注 意 它 并 不 代表 随 体 导 数 。 

为 了 读者 阅读 文献 方便 ,也 为 了 加 深 理解 ,我 们 也 给 出 开口 体系 纯 力学 能 量 守 
恒 方程 的 导出 方法 和 其 表现 形式 。 

对 静止 的 空间 控制 体 "其 纯 力学 能 量 守恒 定律 的 初始 数学 形式 为 


Bx + wdv = 了 .pbdv + 中 .tn)da -ck + wv nda 


(3.5.6) 

其 中 右 端 的 最 后 一 项 各 Ck + u)v。nda 表示 能 量 的 纯 流入 率 .由 于 
Rjeck + dy = [如 [eCk + u) 1dv (3.5.7) 
otk + wr. nda = [eck + 四 ,wd (3.5.8) 


将 (3.5.3) 式 (3.5.7) 式 (3.5.8) 式 代入 (3.5.6) 式 ,可 得 开口 体系 能 量 守恒 
方程 总 体形 式 或 积分 形式 (3.5.6) 式 的 另 一 形式 如 下 : 


| 六 [eck +u)]dv = 5 * pbdv + .o).ydv -| [eu + u)y]， Vdv 
(3.5.9) 
由 此 可 得 开口 体系 能 量 方程 的 局 部 形式 和 微分 形式 为 
[PCk+ Ww]= ve pt (yo) y -Lk+ wr] v (3.5.10) 


其 中 他 [eCk+ w)]、- [pCk +u)v] 分 别 表示 单位 空间 体积 中 的 能 量 增加 率 


和 单位 空间 体积 的 能 量 纯 流入 率 ,而 另外 两 项 的 意义 前 面 已 经 说 过 了 。 如 果 注 
意 到 


9 _ ao ak + u) 
FiLe Ck + uJ]= 3k +u +O 5 (3.5.11) 


[pCk+wWv] YT = Co) T+U + k++u Tp) (3.5.12) 
将 此 两 式 代入 (3.5.10) 式 并 利用 连续 方程 : 


B+) =0 (3.5.13) 
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和 


ti= dt + kt Ty (3.5.14) 
立即 可 将 (3.5.10) 式 化 为 (3.5.5) 式 , 即 它们 是 等 价 的 ,只 不 过 它们 分 别 是 开口 体 
系 和 闭口 体系 能 量 守 恒定 律 的 表现 形式 而 已 。 
下 面 我 们 将 单位 体积 面 力 的 功率 做 一 些 形式 上 的 改变 并 说 明 其 物理 意义 。 对 
(VT Co) Ti = (oo = (op Div + (Vj Ti) on 
=(c.y).w+Lic=(c.).y+a: 工 (3.5.15a) 
其 意义 是 :单位 体积 面 力 的 功率 (v .a)。 了 可 分 解 为 两 项 之 和 ,第 一 项 (ga * 7)。 


v 是 “不 均衡 面 力 ” 即 单位 体积 介质 面 力 o*V 在 微 体 平移 速度 ”上 的 功率 ,第 二 项 
0 : 工 是 微 体 的 “均衡 面 力 ”g 在 微 体 非 均 匀 运 动 即 速度 空间 梯度 L 上 的 功率 。 将 
速度 的 空间 梯度 工 进行 和 分 解 ,并 注意 到 伸缩 率 张 量 D 和 旋转 率 张 量 W 分 别 是 
对 称 的 和 反对 称 的 ,而 e 也 是 对 称 的 , 因 之 有 

o:W=0, oe:L=0o:(D+W)=o:D (3.5.16) 
即 “ 均 衡 面 力 ”c 的 旋转 功率 为 零 , 它 在 L 上 的 功率 完全 是 纯 变 形 功 率 g : D, 于 是 
(3.5.15) 式 可 写 为 


(VOT=(0rV) vto:L= (oer). vto:D (3.5.15b) 
将 (3.5.15b) 式 代入 (3.5.5) 式 中 ,并 将 其 中 的 Co， 了 了)。v 与 (3.5.5) 式 右 端 
的 第 一 项 pp。 v 相合 并 , 则 有 
pCk+i)=[opb+o: TJ.vio:D (3.5.17) 
(3. 5. 17) 式 是 能 量 方 程 (3. 5. 5) 式 的 另 一 种 形式 , 其 中 右 端 第 一 项 


[pb+ga，V]。v 表示 单位 体积 介质 体积 力 pb 和 不 均衡 面 力 s* 了 在 微 体质 心 速 
度 y 上 的 刚性 移动 功率 ,而 第 二 项 @ : D 志 Pp w 表示 均衡 面 力 a 的 变形 功率 ( 表 
示 比 变形 功率 即 单位 质量 介质 的 变形 功率 ) 。 


如 果 将 运动 方程 : 
P= 的 + (3.5.18) 
两 端点 乘 以 质点 速度 ", 并 注意 到 
Prrv= prev= p (3.5.19) 
则 有 
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pk= (pbtoe. Tey (3.5.20) 
将 (3.5.20) 式 代 人 (3.5.17) 式 , 即 可 得 
pu=o:D (3.5.21) 


式 (3.5.20) 的 意义 是 :单位 体积 介质 的 体力 和 面 力 的 刚性 移动 功率 等 于 其 动 
能 增 量 率 ,而 这 也 就 是 微 体 的 动能 定理 。 式 (3.5.21) 的 意义 是 :单位 体积 介质 的 变 
形 功率 等 于 其 内 能 增加 率 , 故 在 纯 力学 的 情况 下 ,介质 的 内 能 实际 上 也 就 是 应 力 在 
介质 变形 上 的 变形 能 。 

我 们 以 上 的 推理 过 程 实际 上 是 把 单位 体积 介质 总 能 量 的 守恒 方程 (3.5.17) 式 
分 解 成 了 分 别 表示 其 动能 守恒 和 内 能 守恒 的 两 个 方程 (3.5.20) 式 和 (3.5.21) 式 。 
由 于 动能 定理 (3.5.20) 式 是 显然 的 ,故我 们 也 可 以 把 (3.5.21) 式 视 为 是 能 量 方程 
的 另 一 种 形式 。 


3.5.2 变形 功率 的 几 种 等 价 形式 


利用 P-K 应 力 S 和 互 与 Cauchy 应 力 e 的 关系 ,我 们 可 得 


oj: 了 上 = 了 械 (S.Fr): (下 。F-1)= 了 SuFxFaF 


~ 


SixFi = JSxFx = Js :F 


外 
ee 


o:D= FF BF):[FD)T. 已 ,FI]= FsxFxFiEwFd 


~ 


nosmEw = 2xEx = 35:E 


故 对 单位 体积 介质 的 变形 功率 cy, 我 们 可 有 如 下 几 种 等 价 的 共 罗 表达 方式 : 
p=o:L=o:D=jS:F= jr:E (3.5.22) 


简 言 之 ,对 单位 体积 介质 的 变形 功率 而 言 ,与 广义 力 o、 字 于 相对 应 的 广义 速度 分 


< 4 


别 是 DC(L)、F、E。 

如 果 我 们 分 别 取 a 和 DD 为 表达 变形 功率 p w 的 动力 学 和 运动 学 共 二 量 , 则 可 
导出 变形 功率 的 另外 一 种 形式 。 将 应 力 张 量 g 和 伸缩 率 张 量 D 都 分 解 为 球形 部 
分 和 偏 量 部 分 之 和 , 即 设 

1 


a=-pl+o’, 已 =- 吉 te =- 寺 oo， tro = 0 =0 (3.5.22a) 
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D= (#upD)r+D’, uD= Ds= divw, tp'= D's=0 

(3.5.22b) 

其 中 的 p 称 为 压力 , - pI 称 为 球形 应 力 张 量 或 各 向 同性 应 力 张 量 , 它 只 引起 微 体 

的 各 向 等 值 拉 压 而 任何 面 上 都 不 存在 切 应 力 ,cf' 称 为 偏 应 力 张 量 , 它 的 第 一 主 不 变 


量 为 零 ;D 的 第 一 主 不 变量 trD 为 相对 体积 膨胀 率 , (于 trD ) 称 为 球形 伸缩 率 张 


量 , 它 只 引起 微 体 的 各 向 等 值 伸缩 而 不 引起 形状 的 畸变 , D' 称 为 偏 伸缩 率 张 量 或 
畸变 率 张 量 , 它 的 第 一 主 不 变量 也 为 零 。 显 然 我 们 有 


-pI:D’=0, eo: (地 rpDJr =0 (3.5.23) 


即 压力 不 在 畸变 上 做 功 , 偏 应 力 不 在 纯 胀 缩 上 做 功 。 将 (3.5.22) 式 代入 由 ga 和 D 
所 表达 的 变形 功率 表达 式 之 中 ,并 利用 (3.5.23) 式 , 则 有 
pw=e:D=-pdivvtoe :D’ (3.5.24) 
式 (3.5.24) 的 含义 是 :单位 瞬时 体积 介质 的 应 力 变形 功率 p w 等 于 压力 p 的 
体积 胀 缩 功 率 - pdivv 和 偏 应 力 cf" 的 畸变 功率 ef : D' 之 和 。 


3.5.3 上 氏 坐 标 中 的 纯 力 学 能 量 方 程 


类 似 于 3.4 节 中 导出 工 氏 坐标 中 运动 方程 的 方法 ,我 们 也 可 以 将 本 节 中 的 
(3.5.1) 式 或 (3.5.4) 式 映射 到 初始 构 形 中 ,从 而 得 到 L 氏 坐 标 中 的 能 量 方程 。 事 
实 上 , 设 闭口 体系 v(1) 及 其 表面 a(t) 在 初始 构 形 中 的 映 象 分 别 为 体积 V 和 表面 
4 ,它们 是 与 时 间 无 关 的 , 则 我 们 有 

pdv = podV (3.5.25) 

t(n)da = cv.nda=t (nd4a = Ss.NdA (3.5.26) 
此 二 式 分 别 表达 了 质量 守恒 和 第 一 类 P-K 应 力 张 量 的 定义 。 将 它们 代入 (3.5.1) 
式 中 ,并 注意 到 体积 V 和 dV 与 时 间 无 关 因 之 可 将 左 端的 求 导 移 人 积分 号 内 , 即 
可 得 


oodk riddy = |r pbdV + .s+ NdA (3.5.27) 

对 右 端 最 后 一 项 在 L 氏 坐 标 中 利用 Gauss 定理 后 , 则 可 将 (3.5.27) 式 改写 为 
ook tiddy = Joe pbaV+ (ve Sy Tdy (3.5.28) 
+ 4 4 


其 中 Y 表 示 工 氏 坐标 中 的 梯度 算 子 。 
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式 (3.5.27) 或 式 (3.5.28) 即 是 初始 构 形 中 所 表达 的 闭口 体系 纯 力 学 能 量 方程 

的 总 体形 式 或 积分 形式 ,并 由 此 可 得 到 其 局 部 形式 或 微分 形式 : 
poCk+i)=vepbt(vy. SS) (3.5.29) 


式 (3.5.29) 的 含义 是 :单位 初始 体积 介质 的 总 能 量 增加 率 po( 大 + 忌 ) 等 于 音 
位 初始 体积 介质 的 体力 功率 v， pob 加 上 单位 初始 体积 介质 的 面 力 功率 


(yw。S)。V。 
类 似 于 式 (3.5.15a) 的 推导 ,并 注意 到 线 = 户 , 即 2 = 已 ,可 有 
(y。S) T= (ve S)) Ti = (Sn = (Sy TV + v) TIS 
=(S. I).v+S:F (3.5.30) 
其 中 (S。 了 ) .v 表示 非 均衡 的 面 力 S$S。 忆 在 v 上 的 刚性 移动 功率 ,S : F 表示 均 
衡 面 力 $ 的 变形 功率 pow, 它 们 都 是 对 于 单位 初始 体积 介质 而 言 的 。 将 (3.5.30) 
式 代 人 (3.5.29) 式 ,可 得 工 氏 坐标 中 能 量 方程 的 另 一 种 形式 ， 
polk+i)= (pb+S. Tv+S:F (3.5.31) 
其 中 右 端 第 一 项 (Pub + S$， 六) .v 表示 单位 初始 体积 介质 体积 力 和 面 力 的 刚性 
移动 功率 。 与 前 面 类 似 ,将 氏 坐 标 中 的 运动 方程 两 端点 乘 以 v, 可 得 动能 定理 的 
表达 形式 ， 


pok= (oobp+S 了) (3.5.32) 
故 (3.5.31) 式 可 等 价 地 写 为 
pri=S:F (3.5.33) 
如 用 第 二 类 P-K 应 力 张 量 五 来 表达 , 则 可 写 为 
prii=2:E (3.5.34) 


式 (3.5.29)、 式 (3.5.31)、 式 (3.5.33) 和 式 (3.5.34) 都 可 作为 工 氏 坐标 中 纯 
力学 能 量 方程 的 表达 形式 。 
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习 题 


3.1 试 由 微 闭口 体系 的 动量 守恒 定律 导出 运动 方程 : 

p=pb+e: 

3.2 试 由 坐标 面 所 转 成 的 微 闭口 体系 (即将 某 一 时 刻 处 于 坐标 面 中 的 物质 作 
为 一 个 闭口 体系 ) 的 动量 守恒 定律 导出 运动 方程 在 相应 坐标 系 (直角 笛 卡 尔 坐标 系 
和 正 交 曲 线 坐 标 系 ) 中 的 具体 数学 形式 。 

3.3” 试 由 微 开口 体系 的 动量 守恒 定律 导出 运动 方程 : 

二 (pW) = pb to (pm) y 


3.4 试 由 坐标 面 所 围 成 的 微 开口 体系 的 动量 守恒 定律 导出 运动 方程 在 相应 
坐标 系 ( 直 角 笛 卡尔 坐标 系 和 正 交 曲 线 坐 标 系 ) 中 的 具体 数学 形式 。 

3.5 试 证 明 式 (3.4.14), 即 

(pw) T= (pp) .w+y gpy 
3.6 ， 试 证 明 式 (3.4.31), 即 
(xxa) =xx(o)+oe 

3.7 试 写 出 非 极 性 物质 中 动量 矩 守恒 定律 的 3 种 数学 形式 。 

3.8 试 导出 极 性 物质 中 用 P-K 应 力 S 和 互 表 达 的 动量 矩 守恒 方程 。 

3.9 试 证 明 式 (3.5.12), 即 

[oCk + WV] I = py) Tk +tu) + k++ uD (pv) 
3.10 试 证 明 式 (3.5.16), 即 
oe:W=0 

3.11 试 证 明 一 维 柱 对 称 运动 和 球 对 称 运动 中 用 氏 坐 标 所 表达 的 连续 方程 

分 别 为 
六 =(r+&) 

其 中 ce 和 2 分 别 为 介质 的 初始 和 瞬时 质量 密度 ,对 一 维 柱 对 称 运 动 和 球 对 称 运动 
r 分 别 为 柱 径 坐 标 和 球 径 坐标 ,对 一 维 柱 对称 运 动 和 球 对 称 运动 u 分 别 为 柱 径 位 
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29(r+u) 
ar 


a(r+ wu) oo > - 
Bp p” = (r+u) 


OOG 第 3 章 应 力 原 理 


移 和 球 径 位 移 。 
3.12， 试 证 明 一 维 柱 对 称 运动 和 球 对 称 运动 中 用 工 氏 坐 标 和 Cauchy 应 力 所 
表达 的 运动 方程 分 别 为 


Poril =— (r+ u) or — (0, 一 oo) 2 二 由 


村 ac 
2 = (p+) 
porii (r+u) ar 


其 中 po 为 介质 的 初始 质量 密度 ,对 一 维 柱 对 称 运动 和 球 对 称 运动 > 分 别 为 柱 径 坐 
标 和 球 径 坐 标 ,对 一 维 柱 对 称 运动 和 球 对 称 运动 u 分 别 为 柱 径 位 移 和 球 径 位 移 ， 
cr 和 ve 分 别 为 柱 坐 标 和 球 坐 标 中 的 径 向 正 应 力 和 环 向 正 应 力 。 
3.13 对 厚度 为 疡 的 薄 靶 柱 对 称 垂直 贯穿 的 扩 孔 问题 , 试 导出 其 运动 方程 ; 
ph Mu 本 Cho)+ h(a,— oo0) 
人 


dt 
其 中 。 和 w 分 别 为 介质 的 瞬时 质量 密度 和 扩 和 孔径 向 速度 ,ov 和 oo 分 别 为 径 向 正 应 
力 和 环 向 正 应 力 ,r 为 径 向 坐标 。 


-~ (0-0) a 


» 195 。 


第 4 章 变形 热力 学 


4.1 能 量 方 程 


4.1.1 热力 学 第 一 定律 


热力 学 第 一 定律 是 涉及 热 现象 的 能 量 守恒 和 转化 定律 。 在 普通 物理 中 ,读者 
曾 学 习 过 热力 学 第 一 定律 ,对 任何 一 个 物质 量 确定 的 热力 学 体系 即 闭口 体系 而 言 ， 
在 那里 曾 把 热力 学 第 一 定律 表达 为 :闭口 体系 内 能 的 增加 率 等 于 体系 所 受 的 外 力 
功率 加 上 外 界 对 它 的 供 热 率 。 需 要 指出 的 是 :普通 物理 中 所 讲 的 热力 学 体系 都 是 
静止 而 没有 宏观 流动 的 体系 ,所 以 那里 的 热力 学 事实 上 只 能 称 之 为 静 热力 学 
(static thermodynamics) 。 在 连续 介质 力学 中 所 处 理 的 介质 是 存在 着 宏观 流动 的 
介质 , 故 介质 的 总 能 量 除了 自身 蕴藏 的 内 能 之 外 ,还 有 其 宏观 流动 的 动能 (这 里 的 
动能 并 非 介质 的 分 子 无 规则 运动 的 动能 ,而 是 其 宏观 流动 的 动能 ,而 前 者 则 是 其 内 
能 )。 所 以 ,如 果 将 反映 能 量 守恒 和 转化 的 热力 学 第 一 定律 应 用 于 连续 介质 力学 的 
体系 上 ,我 们 可 将 之 表达 为 :闭口 体系 的 总 能 量 (动能 和 内 能 ) 的 增加 率 等 于 该 时 刻 
外 力 的 功率 加 上 外 界 对 体系 的 供 热 率 ;开口 体系 的 总 能 量 ( 动 能 和 内 能 ) 的 增加 率 
等 于 该 时 刻 外力 的 功率 加 上 外 界 对 体系 的 供 热 率 ,再 加 上 总 能 量 的 纯 流 入 率 。 
如 果 以 K、U、W* 、Q 分 别 表示 体系 的 动能 、 内 能 、 外 功 、 外 热 , 则 任意 闭口 体 
系 率 形式 的 热力 学 第 一 定律 可 以 表达 为 
K+U= W+Q Ca) 
需要 强调 指出 的 是 :动能 KK 和 内 能 U 是 所 谓 的 状态 量 (state quantities) ,体系 
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的 某 种 确定 状态 对 应 着 确定 的 动能 和 内 能 , 当 体系 由 一 个 状态 过 渡 到 另 一 个 状态 
时 ,其 动能 和 内 能 的 改变 量 只 与 其 初 态 和 终 态 有 关 , 而 与 其 所 经 历 的 不 同 过 程 完 全 
无 关 ;但 是 , 功 W* 和 热 Q 则 并 不 是 状态 量 ,而 是 所 谓 的 过 程 量 ,它们 是 与 由 一 个 
状态 过 渡 到 另 一 个 状态 的 具体 过 程 紧密 相关 的 , 当 体系 由 某 个 初 态 过 渡 到 某 个 终 
态 时 ,外 界 对 体系 的 外 功 值 和 外 热 值 并 不 能 由 其 初 态 和 终 态 完全 确定 ,而 是 与 实现 


这 一 过 渡 的 具体 过 程 紧密 相关 的 。 所 以 ,对 闭口 体系 而 言 , 式 (a) 中 的 天 和 辟 分 


别 是 状态 量 K 和 的 随 体 导数 ;而 W* 和 则 并 不 代表 W' 和 @ 的 随 体 导数 (过 
程 量 无 所 谓 随 体 导数 ) ,它们 只 表示 极限 意义 下 无 限 小 时 间 间 隔 dt 中 外 功 dW* 和 
外 热 dQ 与 di 之 比 : 


W* =d WwW’:/dt, Q= dQ/dt 

如 果 把 式 (a) 两 端 乘 以 dt , 则 可 以 写 出 无 限 小 时 间 间 隔 dt 中 闭口 体系 热力 学 

第 一 定律 的 形式 : 
dk+dU = dW +dQ (b) 

同样 , 式 (b) 中 的 dK 和 dU 分 别 表示 状态 量 K 和 U 的 全 微分 ;而 dW* 和 dQ 
则 并 不 表示 全 微分 ,而 只 是 表示 时 间 间 隔 dt 中 的 过 程 量 增 量 , 即 微小 外 功 和 微小 
外 热 。 

动能 天 .外 功 W* 和 外 热 C 的 意义 是 显然 的 和 众所周知 的 ,不 需要 做 细致 的 
说 明 。 但 是 内 能 U 的 含义 则 比较 复杂 ,需要 简单 加 以 说 明 。 从 宏观 上 讲 , 我 们 可 
以 说 一 个 物质 体 的 内 能 是 它 内 部 所 储藏 的 可 以 转化 为 对 外 做 功 和 对 外 放出 热量 的 
一 种 能 量 ,或 者 反 过 来 说 ,内 能 是 一 个 物质 体能 够 接受 外 功 和 外 热 并 将 之 储藏 起 来 
的 能 量 。 而 这 只 不 过 是 由 能 量 守恒 和 转化 定律 对 内 能 做 的 一 个 形式 上 的 解释 而 
已 。 从 细 观 和 微观 的 角度 讲 , 内 能 的 含义 则 和 物质 的 形式 以 及 人 们 对 其 进行 研究 
的 模型 有 关 。 对 普通 物理 中 人 们 所 研究 的 所 谓 “ 理 想 气体 ,气体 分 子 被 视 为 没有 
大 小 和 之 间 没 有 相互 作用 的 无 限 小 微粒 点 ,内 能 表示 其 分 子 无 规则 热 运动 的 能 量 ， 
故 理想 气体 的 内 能 只 是 温度 T 的 函数 ; 当 气体 压力 较 高 时 ,人 们 需要 考虑 分 子 本 
身 所 占有 的 体积 以 及 分 子 间 的 相互 作用 ,这 就 是 所 谓 的 “实际 气体 ”模型 ,此 时 气体 
的 内 能 则 表示 其 分 子 无 规则 热 运动 的 能 量 以 及 分 子 间 相互 作用 的 势能 之 和 , 故 “ 实 
际 气体 ”的 内 能 是 温度 了 和 其 比 容 v 的 函数 ;对 于 温度 不 高 时 的 固体 ,内 能 则 是 晶 
格 (原子 晶体 .分 子 晶体 ,离子 晶体 .原子 键 晶体 等 ) 在 其 平衡 位 置 附近 热 振 动 的 能 
量 以 及 品格 变形 势能 之 和 ,而 在 更 高 的 温度 之 下 ,内 能 除了 上 面 所 述 的 能 量 外 , 则 
还 将 包括 高 温 下 的 电子 激发 能 等 等 。 因 此 一 般 而 言 , 固 体 的 内 能 将 是 温度 T 和 与 
其 变形 有 关 的 一 些 运 动 学 量 a( 比 容 \ 应 变 、 组 分 浓度 等 ) 的 函数 。 
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4.1.2 ”连续 介质 热力 学 场 的 能 量 方程 (E 氏 坐标 ) 


在 做 了 上 面 的 一 些 说 明之 后 ,我 们 可 以 由 热力 学 第 一 定律 出 发 ,导出 涉及 热 效 

应 的 连续 介质 热力 学 场 的 能 量 方程 。 像 其 他 的 守恒 定律 一 样 ,在 导出 能 量 方程 时 

我 们 也 可 以 从 有 限 闭口 体系 .有限 开 口 体系 、 无 限 小 闭口 体系 和 无 限 小 开口 体系 的 

角度 出 发 来 进行 ,同时 可 以 证 明 它们 所 导出 的 方程 是 等 价 的 ;而 且 , 我 们 也 可 以 分 

别 导 出 能 量 方程 在 E 氏 坐标 和 世 氏 坐标 中 的 表达 形式 。 但 为 了 节省 篇 幅 起 见 ,我 
们 仍 将 主要 从 有 限 闭 口 体系 的 观点 出 发 ,来 导出 其 在 E 氏 坐 标 中 的 能 量 方程 。 

以 r 表示 外 热源 对 单位 质量 介质 的 热 辐射 供 热 率 , 即 所 谓 的 比 热 辐射 供 热 率 ; 

以 h 表示 在 瞬时 构 形 中 所 表达 的 热传导 的 热流 矢量 (E 氏 热 流 矢量 ), 它 指向 热量 

传导 最 快 的 方向 而 其 大 小 等 于 与 其 垂直 的 单位 面积 上 的 热量 传导 率 , 即 向 面 元 

nda 外 侧 的 热量 传导 率 为 h。 nda, 则 边界 为 a(1) 的 闭口 体系 v(1) 的 能 量 守恒 

方程 的 总 体形 式 或 积分 形式 可 写 为 

+ = + + 党 

直 和 pCk + udy | pb vdy fr. .tCn)da | prdv- $h. 


anD 


(4.1.1) 
除去 量 > 及 h 的 意义 如 前 所 述 以 外 , 式 (4.1.1) 中 其 他 各 量 的 意义 与 3.5 节 一 样 。 
式 (4.1.1) 中 最 后 两 项 分 别 表示 外 界 对 体系 的 热 辐射 供 热 率 和 热传导 供 热 率 ,其 他 
各 项 的 意义 也 如 3.5 节 中 所 述 。 与 3.5 节 中 的 推导 一 样 , 我 们 有 


区 | e+ wav = [ede+ idv (4.1.2) 


wn 


dt 


$v tnda = bre ee nda = [nya (4.1.3) 


alt) aa) vn 
henda= [hvdv (4.1.4) 
do ds 
其 中 VvV 表示 在 三 氏 坐标 中 的 梯度 算 子 。 将 式 (4.1.2)、 式 (4.1.3)、 式 (4.1.4) 代 人 
式 (4.1.1), 并 利用 闭口 体系 v(1) 的 任意 性 和 被 积 函 数 的 处 处 连续 性 ,可 得 
pk+i)=p b+t(yo T+pr-h.y (4.1.5) 
式 (4.1.5) 即 是 单位 瞬时 体积 介质 的 能 量 守 恒 方 程 的 局 部 形式 或 微分 形式 。 
在 3.5 节 中 我 们 已 经 证 明 :上 式 中 右 端 第 二 项 外 面 力 的 功率 (vy .ga)。 了 可 以 
分 解 为 不 均衡 面 力 o* 了 的 刚性 移动 功率 »， (a， 了 ) 和 均衡 面 力 e 的 变形 功率 
.198 。 


Gg : D 之 和 ( 见 式 (3.5.15b)), 即 


Co =)+a:D (4.1.6) 
而 外 体力 和 不 均衡 外 面 力 的 刚性 移动 功率 恰 等 于 动能 的 增加 率 ( 见 式 (3.5.20)): 
ve [pb+ (ae. v)]= pk (4.1.7) 

将 式 (4.1.6) 代 入 式 (4.1.5) 并 利用 式 (4.1.7), 则 可 得 
ou=a:D+or-divh (4.1.8) 


这 是 单位 瞬时 体积 介质 能 量 方程 的 又 一 形式 ,其 意义 是 :介质 内 能 的 增加 率 等 于 介 
质 的 变形 功率 与 供 热 率 之 和 。 前 面 的 推理 相当 于 我 们 将 单位 瞬时 体积 介质 的 能 量 
守恒 方程 (4.1.5) 式 分 解 成 了 等 价 的 两 个 方程 (4.1.7) 式 和 (4.1.8) 式 。 式 (4.1.8) 
说 明 : 在 考虑 热效应 的 时 候 ,介质 的 内 能 不 仅 包 含 变形 势能 (这 由 第 一 项 e ; D 来 
表达 ), 同 时 还 包括 热效应 所 引起 的 与 介质 热 运动 有 关 的 额外 能 量 (这 由 第 二 项 和 
第 三 项 pr - divh 来 表达 ) 。 

如 果 我 们 从 开口 体系 的 能 量 守 人 恒定 律 出 发 , 则 容易 证 明 其 能 量 方程 的 局 部 形 
式 或 微分 形式 将 是 


好 [ok+ uw] ve p+ (vo) Tok+ uy] +or -hy 
(4.1.5)’ 


读者 可 作为 练习 推导 之 。 同 时 ,容易 证 明 式 (4.1. 5 和 式 (4.1.5) 是 等 价 的 ,关于 
此 点 可 参阅 3.5 节 中 纯 力学 情况 能 量 方程 (3.5.10) 式 和 (3.5.5) 式 等 价 性 的 说 明 。 


4.1.3 连续 介质 热力 学 场 的 能 量 方程 (L 氏 坐标 ) 


类 似 于 3.5 节 中 的 处 理 方法 ,我 们 可 以 导出 考虑 热 现 象 时 的 工 氏 坐标 中 的 能 
量 方程 。 将 闭口 体系 v(1) 映 射 到 初始 构 形 中 ,并 以 V 和 A 分 别 表示 其 体积 和 外 
表面 。 在 3.5 节 中 我 们 曾 写 出 了 表示 质量 守恒 和 面 力 守恒 的 公式 (3.5.25) 式 和 
(3.5.26) 式 , 即 如 下 二 式 : 


pdv = podV (4.1.9) 
tf(n)da =o"nda=t (Nd4a = S. Nd4 (4.1.10) 

如 果 我 们 再 以 如 下 方式 引入 所 谓 的 L 氏 热流 矢量 五: 
hh。nda = H. NdA (4.1.11) 


将 式 (4.1.9)、 式 (4.1.10)、 式 (4.1.11) 代 入 式 (4.1.1) 之 中 , 则 可 以 将 闭口 体系 
v(7) 的 能 量 守恒 公式 (4.1.1) 式 映射 到 初始 构 形 之 中 ,而 写 出 
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le + udV = e's “vdy + .S. Nd4 +jerar -得 ， Nd4 


(4.1.12a) 
对 式 (4.1.12a) 中 的 面积 分 在 L 氏 坐标 中 利用 Guass 定理 ,并 注意 到 体积 V 和 时 
间 无 关 , 则 式 (4.1.12a) 可 写 为 如 下 的 等 价 形式 : 
[merapav= 人 Joe vdV+ [Cv. 5) 部 d4 + [mrar -Ja: vqy 
v 上 上 


(4.1.12b) 
其 中 表示 LL 氏 坐 标 中 的 梯度 算 子 。 由 式 (4.1.12) 中 闭口 体系 V 的 任意 性 和 被 
积 函数 的 处 处 连续 性 , 则 可 得 出 能 量 方程 的 局 部 形式 或 微分 形式 如 下 : 
PoCk+i)=pbevtlye SS) T+pr- Hy (4.1.13) 
式 (4.1.13) 所 表达 的 是 考虑 热效应 时 单位 初始 体积 介质 的 能 量 守 恒定 律 , 它 
比 纯 力学 情况 下 L 氏 坐 标 中 的 能 量 守恒 方程 (3.5.29) 式 多 出 了 右 端的 最 后 两 项 。 
重复 3.5 节 中 式 (3.5.29) 后 的 相关 说 明和 推导 ,我 们 即 可 以 将 式 (4.1.13) 分 解 为 
如 下 两 个 等 价 的 形式 ， 
pok= (pob+S Ty (4.1.14) 
pri=S:Ftpr-H. I, pi=E:E+pr- Hy (4.1.15) 
以 上 我 们 是 以 有 限 闭 口 体系 为 例 ,分 别 导 出 了 EE 氏 坐 标 和 工 氏 坐标 中 的 能 量 
方程 。 当 然 ,我 们 也 可 以 以 有 限 的 开口 体系 为 例 来 导出 能 量 方程 的 相应 形式 ,并 证 
明 它 们 与 由 闭口 体系 所 导出 的 能 量 方程 的 等 价 性 ; 同样, 我们 也 可 以 (在 直角 笛 卡 
尔 坐标 或 正 交 曲线 坐标 中 ) 以 无 限 小 的 微 闭口 体系 或 微 开口 体系 为 研究 对 象 来 导 
出 其 能 量 方程 。 读 者 可 将 这 些 工作 作为 练习 推导 之 。 


4.2 业 不 等 式 (热力 学 第 二 定律 ) 


4.2.1 可 逆 过 程 与 不 可 逆 过 程 ,热力 学 第 二 定律 


热力 学 第 一 定律 规定 了 热力 学 过 程 中 能 量 守恒 和 转化 所 遵循 的 量 的 法 则 , 它 
对 于 任何 与 热 现象 有 关 的 过 程 都 是 适用 的 ,但 它 并 不 涉及 对 热力 学 过 程 在 方向 性 
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特征 方面 的 限制 和 描述 ,对 热力 学 过 程 在 方向 性 特征 方面 进行 质 的 揭示 并 给 出 量 
的 表述 的 则 是 热力 学 第 二 定律 。 为 了 揭示 热力 学 过 程 的 方向 性 特征 ,人 们 提出 了 
可 逆 过 程 和 不 可 逆 过 程 的 概念 。 我 们 将 热力 学 体系 由 一 个 状态 过 渡 到 另 一 个 状态 
的 热力 学 过 程 称 为 可 逆 过 程 ,如 果 存 在 另 一 个 过 程 可 以 使 体系 本 身 和 外 界 都 完全 
恢复 到 原状 态 而 不 产生 其 他 任何 影响 的 话 ;相反 ,如 果 不 管 我 们 用 什么 方法 ,都 不 
能 使 体系 本 身 和 外 界 都 完全 恢复 到 原状 态 的 话 , 则 我 们 称 原 来 的 热力 学 过 程 为 不 
可 逆 过 程 。 需 要 强调 说 明 的 是 :人 们 将 热力 学 过 程 区 分 为 可 逆 过 程 和 不 可 逆 过 程 ， 
只 是 对 客观 的 热力 学 过 程 的 基本 特征 所 进行 的 一 种 抽象 ,因为 严格 而 言 , 一 切 与 热 
现象 有 关 的 宏观 热力 学 过 程 在 本 质 上 都 是 不 可 逆 的 ,所 谓 的 可 逆 过 程 只 是 人 们 对 
客观 的 不 可 逆 过 程 在 某 种 理想 和 极限 情况 下 的 近似 而 已 : 当 一 个 过 程 在 某 种 程度 
上 可 以 被 视 为 进行 得 无 限 缓慢 以 至 于 可 认为 系统 有 足够 的 时 间 在 每 一 步 都 达到 均 
匀 的 平衡 态 时 ,我 们 即 可 以 将 这 一 过 程 视 为 由 一 系列 无 限 接近 的 平衡 态 所 组 成 的 
所 谓 “ 准 静态 过 程 ” 或 可 逆 过 程 。 其 中 一 个 最 典型 的 例子 就 是 两 个 温差 为 无 限 小 的 
平衡 态 体系 之 间 所 发 生 的 热传导 过 程 就 可 以 被 视 为 是 一 个 可 逆 过 程 ,因为 它们 的 
温度 相等 ,所 以 所 发 生 的 热量 传递 可 以 认为 是 可 逆 的 。 在 这 里 我 们 引用 了 普通 物 
理 和 大 多 数 热 力学 教科 书 中 所 用 的 术语 ,把 可 逆 过 程 视 为 所 谓 的 “ 准 静 态 过 程 ”但 
这 很 容易 引起 误解 和 迷惑 ,一 方面 人 们 可 能 会 认为 可 逆 过 程 只 适用 于 静态 或 准 静 
态 问题 而 不 适用 于 动态 问题 ; 另 一 方面 这 很 容易 和 准 静态 材料 性 能 实验 中 的 “ 准 静 
态 过程 ” 相 混淆 ,而 后 者 则 是 因为 实验 过 程 的 准 静 态 而 可 作为 等 温 过 程 从 而 与 快速 
冲击 实验 的 绝热 过 程 相 区 别 的 , 它 所 指 的 仅仅 是 等 温 过 程 而 已 ,所 以 与 我 们 前 面 所 
定义 的 可 逆 过 程 显然 是 不 同 的 。 为 了 克服 上 述 关 于 可 逆 过 程 表述 的 缺点 ,在 这 里 
我 们 给 出 可 逆 过 程 的 另 一 种 表述 : 当 体系 本 身 在 某 种 程度 上 具有 极 快 的 调节 能 力 ， 
从 而 可 以 认为 在 过 程 的 每 一 步 体系 都 可 以 在 瞬间 即 达 到 均匀 的 平衡 状态 时 , 则 我 
们 可 以 将 这 一 过 程 视 为 由 一 系列 无 限 接近 的 平衡 态 所 组 成 的 所 谓 “ 了 瞬 均 过 程 ”或 
可 逆 过 程 。 如 果 在 更 精确 的 意义 上 宏观 热力 学 过 程 的 发 生 是 更 加 激烈 和 快速 的 ， 
而 相对 于 这 一 过 程 而 言 体系 本 身 来 不 及 达到 瞬 态 均匀 化 , 则 这 一 过 程 事实 上 就 是 
由 一 系列 无 限 接近 的 非 平 衡 态 所 组 成 的 ,于 是 过 程 即 成 为 不 可 逆 过 程 。 一 切 宏观 
热力 学 过 程 在 本 质 上 都 是 不 可 逆 过 程 的 事实 说 明 , 热 力学 过 程 除了 应 遵循 能 量 守 
恒 和 转化 定律 的 量 的 约束 以 外 ,还 应 具有 某 种 方向 性 上 的 特征 和 限制 。 我 们 可 以 
用 很 多 事实 来 说 明 这 一 问题 。 例 如 ,宏观 定向 运动 的 摩擦 功 可 以 完全 转变 为 热 ,但 
是 我 们 却 不 能 从 单一 热源 提取 热量 使 之 完全 变 为 规则 运动 的 机 械 功 而 不 产生 其 他 
影响 ,或 简 言 之 “摩擦 生 热 的 过 程 是 不 可 逆 的 ;又 如 ,热量 可 以 自发 地 由 高 温 物体 
传 向 低温 物体 ,但 是 却 不 能 自发 地 由 低温 物体 传 向 高 温 物体 (除非 人 们 像 电 冰箱 的 


。201。 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 呈 开 


电机 一 样 人 为 地 付出 额外 的 功 ) ,或 简 言 之 “热传导 是 不 可 逆 的 ”; 再 如 ,被 隔 板 分 割 
为 一 半 真空 一 半空 气 的 封闭 容器 , 当 隔 板 被 抽出 时 会 发 生 空气 充满 整个 容器 的 自 
由 膨胀 运动 ,但 是 却 不 可 能 发 生 整 个 容器 中 的 空气 自发 地 收缩 到 半边 容器 空间 的 
过 程 ,或 简 言 之 “气体 的 自由 膨胀 过 程 是 不 可 逆 的 "。 这 样 的 事例 我 们 还 可 以 举 出 
很 多 ,而 且 事实 上 可 以 举 出 无 穷 多 ,但 它们 的 实质 都 是 反映 了 宏观 热力 学 过 程 不 可 
道 性 的 方向 性 特征 ;而 且 , 在 热力 学 中 人 们 还 证 明了 所 有 宏观 热力 学 过 程 的 不 可 北 
性 都 是 可 以 互 推 的 因而 都 是 互相 等 价 的 ,因此 ,我 们 可 以 把 任何 一 个 宏观 热力 学 过 
程 的 不 可 逆 性 表述 作为 热力 学 第 二 定律 的 一 种 表述 。 在 热力 学 中 用 得 最 多 的 就 是 
所 谓 的 开 尔 芬 (Kelvin) 说 法 和 克 劳 修 斯 (Clausius) 说 法 ,它们 事实 上 也 就 是 我 们 刚 
刚 所 讲 到 的 热力 学 过 程 不 可 逆 性 的 前 两 个 例子 。 

开 尔 芬 说 法 :不 可 能 从 单一 热源 提取 热量 使 之 完全 变 为 有 用 功 而 不 产生 其 他 
影响 。 这 一 说 法 是 在 人 们 探讨 提高 热机 效率 的 过 程 中 总 结 出 来 的 , 它 说 明了 热机 
总 要 向 另 一 低温 热源 废弃 部 分 热量 , 故 开 尔 芬 说 法 也 可 以 表达 为 :热效率 等 于 1 的 
热机 即 所 谓 第 二 类 永 动机 是 不 存在 的 。 

克 劳 修 斯 说 法 :热量 不 可 能 自发 地 从 低温 物体 传 向 高 温 物体 而 不 产生 其 他 影响 。 

热力 学 第 二 定律 所 揭示 的 一 切 宏 观 热力 学 过 程 都 是 不 可 逆 的 这 一 事实 ,从 统 
计 力 学 和 微观 物质 学 的 角度 看 ,反映 了 如 下 的 本 质 :系统 内 部 所 发 生 的 过 程 总 是 由 
几率 小 的 状态 向 几率 大 的 状态 进行 ,由 包含 微观 数目 少 的 状态 向 包含 微观 数目 多 
的 状态 进行 ,由 内 部 相对 地 有 秩序 的 状态 向 更 加 混乱 的 状态 进行 。 宏 观 热力 学 过 
程 的 这 一 方向 性 特征 说 明 : 我 们 应 该 能 够 找到 某 一 个 热力 学 状态 量 ,由 它 的 值 来 表 
征 系统 的 某 个 状态 在 不 可 逆 过 程 中 所 处 的 地 位 和 程度 ,而 由 它 的 值 的 改变 来 表征 
不 可 逆 过 程 所 进行 的 方向 ,这 个 宏观 状态 量 就 是 系统 的 箭 (在 统计 力学 中 被 称 为 系 
统 的 混乱 度 ) 。 


4.2.2 克 劳 修 斯 {Clausius) 不 等 式 和 粹 


卡 诺 (Carnot) 在 提高 热机 效率 的 研究 工作 中 提出 了 一 种 理想 形式 的 所 谓 卡 诺 
循环 , 它 是 将 工作 物质 循环 于 一 个 高 温 热源 和 一 个 低温 热源 之 间 的 一 种 循环 ,由 于 
工作 物质 在 和 高 温 热源 及 低温 热源 接触 时 的 过 程 必 是 等 温 过 程 ,而 和 两 个 热源 都 脱 
离 时 的 过 程 必 是 绝热 过 程 , 因 之 整个 卡 诺 循环 是 由 等 温 膨 胀 .绝热 膨胀 .等温 压 缩 ` 绝 
热 压缩 四 个 过 程 所 组 成 的 。 由 热力 学 第 二 定律 出 发 ,人 们 证 明了 如 下 的 卡 诺 定理 ; 

卡 诺 定理 ”所 有 工作 于 同样 的 高 温 热 源 和 低温 热源 之 间 的 一 切 可 逆 卡 诺 热机 
的 效率 都 是 相同 的 ;所 有 工作 于 同样 的 高 温 热源 和 低温 热源 之 间 的 一 切 不 可 逆 卡 
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诺 热 机 的 效率 都 低 于 相应 的 可 逆 卡 诺 热机 的 效率 。 
由 于 不 可 道 卡 谱 热 机 和 可 逆 卡 诺 热 机 的 效率 分 别 为 ?=1- 保 和 7=1- 学 


=1- 采 ,其 中 Qi 和 Q, 分 别 是 工作 物质 从 绝对 温度 为 Ti 的 高 温 热源 所 得 到 的 


热量 以 及 向 绝对 温度 为 T: 的 低温 热源 所 放出 的 热量 ,所 以 卡 诺 定 理 可 表达 为 
了 : 
1- 伏 <1- 忌 

或 


中 -中 
人 人 


如 果 我 们 改变 一 下 记号 ,分 别 以 Q, 和 Q 表示 工作 物质 从 相应 热源 所 获得 的 热量 
的 代数 值 , 则 上 式 可 写 为 


Qi 
T+ <0 (a) 


由 热力 学 第 二 定律 可 以 证 明 : 将 式 (a) 推 广 到 体系 与 任意 多 个 热源 依次 接触 而 完成 
循环 的 情况 也 是 成 立 的 , 即 


F<o (b) 


其 中 Qi 为 体系 从 温度 为 了 ,的 热源 所 吸取 的 热量 。 当 体系 与 一 系列 温度 了 连续 变 
化 的 热源 接触 并 最 终 完成 一 个 循环 时 , 则 我 们 可 以 写 出 式 (a) 和 式 (b) 在 体系 经 历 
一 般 循 环 情况 下 的 推广 形式 ; 


$<o (©) 


式 (c) 连 同 式 (a) 和 式 (b) 称 为 克 劳 修 斯 不 
等 式 , 式 中 T 表示 热源 的 绝对 温度 ,dQ 则 表 
示 体系 在 每 一 微 过 程 中 从 热源 了 所 吸收 的 微 
热 ,积分 号 表示 体系 完成 了 一 个 回 到 原状 态 的 
循环 。 对 于 过 程 的 每 一 步 体系 都 可 以 实现 朋 
间 均 匀 化 的 “ 瞬 均 过 程 ” 而 言 , 即 当 循环 是 由 一 7 
系列 无 限 接近 的 平衡 态 所 组 成 的 可 逆 循 环 时 ， 。 图 4.1 可逆 过 程 和 不 可 壕 过 各 
式 (c) 中 的 小 于 等 于 号 即 成 为 等 号 。 可 递 循 环 
中 体系 的 每 一 个 状态 都 是 平衡 态 , 对 应 状态 平面 上 的 一 个 点 ,故我 们 可 以 用 状态 平 
面 上 的 实 线 来 表示 可 逆 过 程 ,如 图 4.1 中 的 实 线 和 cs 所 示 , 相 应 地 ,我 们 将 以 状 


cz 
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态 平面 上 的 虚线 来 表示 不 可 逆 过 程 , 如 图 4.1 中 的 虚线 c3 所 示 。 
现在 我 们 来 考虑 体系 经 历任 意 一 个 可 逆 循 环 这 一 极限 情况 。 此 时 不 等 式 (c) 


成 为 等 式 , 即 
$=0 (d) 


这 说 明 此 闭路 积分 是 与 路 径 无 关 的 , 即 虽然 过 程 量 dQ 不 是 全 微分 ,但 是 98 却 必 


然 是 某 个 状态 量 的 全 微分 。 事实 上 , 设 P。 和 P 分 别 是 体系 在 可 逆 循 环 中 的 任意 
两 个 平衡 状态 , 则 式 (d) 可 以 写 为 
NE 施 - 


站 
即 
"0-1 电 © 


pea> 了 Po (ea) TT 


式 (e) 说 明 , 在 可 逆 过 程 中 ,积分 | ”9 是 与 具体 路 径 无 关 的 , 它 的 值 完全 是 


由 过 程 的 初 态 和 终 态 所 决定 的 .因此 ,在 相差 一 个 任意 常数 Se 的 情况 下 ,我们 可 以 
定义 一 个 状态 函数 SCP) 如 下 : 


SCP) = So+| 0, s, = SCP) (4.2.1a) 
nT 


ds= (4.2.1b) 


其 中 So = 5S (Po) 表示 状态 函数 5(P) 在 初 态 Po 的 值 , 它 是 可 以 任 取 的 ,但 这 并 不 
影响 问题 的 实质 ,因为 我 们 所 关心 的 是 由 一 个 状态 到 另 一 个 状态 时 这 个 状态 函数 
SCP) 的 值 的 改变 。 我 们 将 式 (4.2.1) 所 定义 的 状态 函数 8S(P) 称 为 体系 的 入 
(entropy)。 由 于 过 程 是 可 逆 过 程 , 故 式 (4.2.1) 中 的 T( 既 是 热源 的 温度 ) 也 是 体 
系 自身 的 温度 。 下 面 我 们 将 看 到 ,可 以 通过 体系 炉 值 的 改变 来 描述 过 程 的 方向 性 
和 不 可 逆 性 特征 。 

需要 强调 指出 的 是 :尽管 我 们 是 通过 可 逆 过 程 由 式 (4.2.1) 来 定义 体系 的 焙 
SCP) 的 ,但 是 ,既然 炉 是 体系 的 一 个 状态 量 , 它 的 存在 性 以 及 体系 由 一 个 平衡 态 到 
另 一 个 平衡 态 所 产生 的 粹 值 的 改变 量 则 是 客观 确定 的 , 它 和 所 经 历 的 过 程 是 可 首 
过 程 还 是 不 可 逆 过 程 都 是 完全 无 关 的 。 式 (4.2.1) 只 是 告诉 我 们 :我 们 可 以 通过 可 
逆 传 热 过程 来 计算 体系 由 一 个 平衡 态 到 另 一 个 平衡 态 所 产生 的 箭 值 的 增加 量 , 即 
我 们 可 以 通过 一 个 与 体系 温度 无 限 接近 的 热源 对 之 供 热 dQ 而 按 式 (4.2.1) 算 出 
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体系 的 炉 增 45= 最 ,因此 这 里 的 热源 温度 T 也 即 等 于 体系 的 温度 ;或 者 简 言 之 ， 


一 个 温度 为 T 的 体系 从 任意 的 热源 获得 热量 dQ 时 , 它 的 焙 增 量 dS 将 等 于 热源 
供 热 dQ 除 以 体系 自身 温度 工 所 得 的 商 。 

以 上 我 们 通过 可 逆 供 热 过 程 给 出 了 一 个 体系 在 平衡 状态 下 其 入 值 的 定义 和 其 
改变 量 的 计算 方法 。 对 于 一 个 处 于 非 平衡 状态 下 的 体系 ,我 们 可 以 采用 分 割 的 方 
法 将 之 划分 为 许多 足够 小 的 子 体系 ,以 至 于 每 一 个 子 体系 都 可 以 被 视 之 为 处 于 均 
勾 的 平衡 状态 之 下 ,于 是 就 可 以 按 前 面 的 方法 来 定义 其 每 个 子 体系 的 粹 ,而 我 们 将 
把 整个 体系 的 炉 定 义 为 所 有 子 体系 粹 的 和 ,这 样 我 们 也 就 给 出 了 非 平衡 态 体 系 的 
粹 的 定义 。 按 我 们 在 这 里 的 定义 方法 ,体系 的 粹 具有 对 其 全 部 物质 可 加 的 性 质 。 


4.2.3” 炉 均衡 炉 不 等 式 和 恒 非 负 产 粹 一 一 热力 学 第 二 定律 更 清晰 的 表述 


克 劳 修 斯 不 等 式 (c) 式 是 反映 过 程 不 可 逆 性 的 热力 学 第 二 定律 的 直接 结果 , 因 
此 它 可 以 作为 热力 学 第 二 定律 的 一 种 数学 表示 。 但 是 , 它 的 缺点 是 并 没有 和 体系 
的 某 种 状态 量 建 立 联系 。 现 在 我 们 将 以 刚刚 所 引入 的 体系 状态 量 焙 为 基础 ,来 对 
克 劳 修 斯 不 等 式 (c) 式 的 含义 进行 新 的 解释 。 参 见 图 4.1, 设 体系 由 某 一 个 初始 平 
衡 状 态 Po 出 发 经 过 任意 一 个 过 程 ( 不 可 逆 如 cs 或 可 逆 如 ci ) 到 达 某 一 新 的 平衡 状 
态 已 ,然后 再 经 过 一 个 可 北 过 程 (如 cz) 回 到 原状 态 P。 从 而 完成 一 个 循环 。 根据 
克 劳 修 斯 不 等 式 (c) 式 ,我 们 可 以 写 出 : 
do _frdgo mdo _frdo_ pad 
外 各 下 名 :个 加 -下部 沾 闻 < 
即 
dg -fd 

上 P< Se (8 
根据 体系 粹 的 定义 (4.2.1) 式 ,我 们 有 

FM =sP-s 


PT 地 
故 式 (f) 可 写 为 
SP -3>| 曲 (4.2.2a) 
Po 
d3> 台 (4.2.2b) 


式 (4.2.2) 即 是 由 系统 的 状态 量 所 表达 的 克 劳 修 斯 不 等 式 , 称 之 为 不 等 式 
(entropy inequality), 它 表明 :在 任意 的 过 程 中 ,系统 状态 量 箭 值 的 增加 dS 都 大 于 
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或 等 于 单位 热源 温度 对 体系 的 供 热 99 , 它 是 对 揭示 宏观 热力 学 过 程 不 可 逆 性 特征 


的 热力 学 第 二 定律 的 更 清晰 和 更 深刻 的 数学 表达 式 。 炳 不 等 式 对 任何 的 热力 学 过 
程 都 是 成 立 的 ,特别 说 来 ,对 作为 不 可 逆 过 程 理想 极限 情况 的 可 逆 过 程 而 言 ,不 等 
式 (4.2.2) 式 将 退化 成 为 等 式 (4.2.1) 式 ,于 是 我 们 也 就 得 到 了 由 可 逆 供 热 过 程 计 
算 体 系 炉 增 的 方法 。 

以 上 我 们 是 对 初 态 Po 和 终 态 P 都 是 平衡 态 的 情况 证 明了 不 等 式 (4. 2.2) 
式 , 更 进一步 ,很 容易 说 明 对 初 . 终 态 都 是 非 平衡 态 的 情况 , 炉 不 等 式 (4.2.2) 式 也 
是 成 立 的。 事实 上 ,我 们 可 以 将 处 于 非 平衡 初 态 Po 的 体系 分 为 足够 多 无 限 小 的 可 
视 为 平衡 态 的 子 体系 ,而 它们 又 分 别 经 历 所 给 的 过 程 而 成 为 处 于 终 态 已 中 的 相应 
无 限 小 的 平衡 态 子 体系 ,由 于 对 每 一 对 平衡 态 子 体系 间 的 过 程 炉 不 等 式 (4.2.2) 式 
都 成 立 ,而 整个 体系 的 炉 等 于 其 各 个 子 体系 炉 的 和 ,于 是 我 们 便 可 得 出 结论 :对 由 
非 平衡 初 态 Po 到 非 平 衡 终 态 P 的 任意 过 程 , 录 不 等 式 (4.2.2) 式 也 都 是 成 立 的 。 

由 式 (4.2.1) 或 式 (4.2.2) 可 见 , 当 过 程 为 可 逆 过 程 且 dQ =0 时 , 即 当 过 程 为 
可 逆 绝 热 过程 时 ,我 们 将 有 dS = 0, 因 此 可 逆 绝 热 过 程 也 即 是 等 粹 过 程 ,连续 波 在 
介质 中 的 传播 即 属于 这 种 情况 。 而 当 过 程 为 不 可 逆 的 绝热 过 程 时 ,虽然 4Q=0, 但 
式 (4.2.2) 将 取 绝对 不 等 号 ,于 是 我 们 将 有 dS 之 0, 即 在 不 可 逆 绝 热 过 程 中 体系 的 
粹 必然 增加 ,我 们 将 这 称 之 为 孤立 绝热 体系 任意 自发 过 程 的 粹 增 原理 ,激烈 突变 的 
冲击 波 在 介质 中 的 传播 过 程 即 属于 这 种 情况 。 对 体系 接受 供 热 4Q 隆 0 而 非 绝热 


的 一 般 情况 ,我 们 将 有 dS - 电 >0, 这 个 值 非 负 即 表明 了 过 程 的 不 可 逆 性 特点 ,而 


这 个 非 负 值 的 大 小 即 表明 了 不 可 逆 过 程 所 进行 的 程度 , 即 过 程 的 “不 可 逆 程 度 ”。 
下 面 我 们 将 引入 产 灼 概念 来 进一步 阐述 这 一 思想 。 


由 于 我 们 恒 有 不 等 式 (4.2.2) 式 , 即 dS - 9 >0, 所 以 可 以 将 微 过 程 中 系统 的 
炳 增 dS 分 解 为 两 部 分 dS" 和 dS', 而 写 出 下 式 : 


dS = dS + dS' 
r=- do 
d= (4.2.3) 


ds'= dS-ds'=ds- >0 


我 们 强调 指出 : 式 (4.2.3) 中 T 表示 供 热源 的 绝对 温度 而 非 体系 自身 的 温度 。 我 
们 称 ds 为 体系 的 总 炉 增 (total entropy increase) 或 简称 炉 增 , 它 表示 在 微 过 程 中 


体系 状态 量 入 的 总 增加 量 ( 等 于 dQ 除 以 体系 自身 的 温度 );d5" = 各 称 为 体系 的 
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可 递 箭 增 (reversible entropy increase) 或 热源 T 对 体系 的 供 炉 (entropy supply)， 
它 的 意义 是 当 热 源 将 热量 dQ 供给 与 自己 的 温度 T 相同 的 介质 时 , 即 假设 当 过 程 
为 可 逆 过 程 时 热量 dQ 所 能 引起 的 介质 粹 增 ; dS' 称 为 体系 的 不 可 逆 炳 增 
(irreversible entropy increase) 或 产 焙 (entropy production), 它 永远 是 非 负 的 。 
我 们 将 式 (4. 2. 3) 的 第 一 式 称 为 体系 的 “ 箭 守恒 ”或 更 精确 地 称 为 “ 精 均 衡 ” 
(entropy balance) , 它 表示 体系 的 总 增 等 于 其 热源 对 它 的 供 粹 与 体系 自身 的 产 
炳 之 和 ; 式 (4.2.3) 的 第 二 式 表示 热 源 对 体系 的 供 炳 等 于 分 配 在 单位 热源 温度 上 的 
供 热 ; 式 (4.2.3) 的 第 三 式 表明 在 任意 过 程 中 体系 的 产 炉 永远 非 负 , 称 之 为 炉 不 等 
式 (entropy inequality), 它 是 热力 学 第 二 定律 的 核心 ,是 过 程 不 可 道 性 特征 本 质 的 
体现 。 下 面 我 们 对 体系 产 炳 的 物理 意义 给 以 简单 说 明 。 


4.2.4” 产 炉 的 物理 意义 


为 了 说 明 产 粹 的 物理 意义 ,设想 体系 由 平衡 状态 1 经 一 不 可 逆 过 程 到 另 一 平 
衡 状 态 2, 其 间 从 外 界 吸收 外 功 dW" ,吸收 外 
热 dQ, 如 图 4.2 中 虚线 所 示 。 想 象 另 外 一 个 
由 状态 1 到 状态 2 的 可 逆 过 程 ,其 间 吸 收 外 功 
dW1 ,吸收 外 热 dCu = TdS ,其 中 了 为 体系 温 
度 ,如 图 4.2 中 实 线 所 示 。 如 以 dU 和 dK 分 
别 表示 体系 由 状态 1 到 状态 2 的 内 能 增 量 和 
动能 增 量 (作为 状态 量 它们 与 过 程 无 关 , 只 由 
初 终 态 所 决定 ), 则 由 热力 学 第 一 定律 ,我 们 
将 有 


-2 


图 4.2 产业 的 物理 意义 解释 


dK +dU = dW +dQ = dWi + TdS 
即 
_ dg , dW’ -dWi 
ds= 字 + 元 (4.2.4) 


将 式 (4.2.4) 代 人 式 (4.2.3), 有 


dS = 3 >0, dW* -dW¢s = Td$'>0 (4.2.5) 


式 (4.2.5) 即 给 出 了 对 产 炉 d5' 或 dW" - dWi = TdSi 的 物理 解释 : 量 dW* 

一 dW6 = TdS' 表示 体系 从 状态 1 经 不 可 逆 过 程 到 状态 2, 再 经 可 逆 过 程 回 到 状态 

1 的 一 个 循环 中 所 吸收 的 总 外 功 ;而 由 于 状态 量 内 能 和 动能 都 回 到 原 值 , 故 由 能 量 

守恒 原理 知 此 外 功 必然 转化 为 此 循环 中 体系 对 外 的 热 输出 , 即 dW* -dWs = 
。207 。 
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Td5' 之 0 等 于 此 循环 中 由 系统 本 身 存在 的 某 些 内 耗 散 机 制 所 引起 的 不 可 逆 内 耗 散 
生 热 。 我 们 也 可 以 对 之 给 出 另外 一 种 等 价 的 解释 :dW ” dW6 = TdS 表示 体系 
从 状态 1 经 不 可 逆 过 程 到 状态 2 所 接受 的 外 功 dW" 比 由 状态 1 经 可 逆 过 程 到 状 
态 2 所 接受 的 外 功 dW4 所 需要 多 付出 的 功 , 这 也 同样 表明 了 系统 在 不 可 逆 过 程 
中 必然 存在 某 些 额外 的 内 部 能 量 耗 散 机 制 。 这 些 内 部 能 量 耗 散 机 制 通常 是 与 介质 
的 不 可 逆 变 形 (如 引起 不 可 逆 塑 性 变形 的 位 错 运动 ), 与 速度 梯度 有 关 的 黏 性 内 摩 
擦 机 制 或 者 与 温度 梯度 有 关 的 热 阻 效应 等 相 联 系 的 。 

这 里 我 们 对 初 . 终 态 都 是 平衡 态 的 过 程 中 的 产 粹 非 负 给 出 了 解释 ,说 明了 它 
( 乘 以 温度 7) 是 不 可 逆 过 程 中 体系 的 内 耗 散 机 制 所 产生 的 体系 内 部 能 量 耗 散 。 对 
初 ` 终 态 都 是 非 平 衡 态 的 情况 ,可 以 把 初 终 态 下 的 体系 各 自分 解 为 相互 对 应 的 无 
穷 多 对 极 小 的 平衡 态 子 体 系 , 于 是 实际 的 过 程 就 是 这 无 穷 多 对 平衡 态 子 体系 间 的 
过 程 ,在 这 一 过 程 中 每 一 对 子 体系 间 的 非 负 产 炳 导致 相应 子 体系 的 能 量 耗 散 ,而 整 
个 过 程 中 体系 的 非 负 产 炳 等 于 每 对 子 体系 产 炉 的 和 ,并 导致 整个 体系 内 部 能 量 的 
耗 散 。 


4.3 场 热 力学 的 炉 均 衡 和 粮 不 等 式 


4.3.1 场 热力 学 的 炉 均 衡 和 炉 不 等 式 (E 氏 坐 标 ) 


如 以 S、S" 和 Si 分 别 表示 闭口 体系 的 总 炉 . 外 界 对 体系 的 供 习 和 体系 本 身 的 
产 炳 ,而 以 5,5" 和 8 分 别 表示 体系 的 总 炉 增 率 、 外 界 对 体系 的 供 炉 率 和 体系 本 身 
的 产 炉 率 , 则 闭口 体系 总 体形 式 的 粹 均衡 和 粹 不 等 式 将 为 

5S=5+5, Si>0 (4.3.1a) 
而 局 部 形式 的 炳 均衡 和 炉 不 等 式 即 为 

=r+H 0 (4.3.1b) 
其 中 s、s* 和 s' 分 别 表示 单位 质量 介质 的 粹 ( 即 比 粹 ) .对 单位 质量 介质 的 供 炳 ( 比 
供 炉 ) 和 单位 质量 介质 的 产 粹 ( 比 产 炉 ), 而 以 5、5" 和 ji 分 别 表示 对 应 单位 质量 介 
质 的 总 炉 增 率 、 供 业 率 和 产 炉 率 。 在 式 (4.3. 了 1) 中, 炉 5 和 比 精 s 都 是 状态 量 , 炉 增 
率 5 和 比 炳 增 率 ; 也 分 别 是 相应 量 的 随 体 导数 ,它们 的 含义 是 非常 明确 的 ;但 是 需 
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要 说 明 的 是 供 炉 率 8: 和 产 炉 率 5' 以 及 比 供 业 率 5 和 比 产 炉 率 ii 则 只 是 表示 相 
应 过 程 量 在 极限 意义 下 随时 间 的 变化 率 , 即 无 限 小 过 程 量 增 量 与 无 限 小 时 间 间隔 
之 比 。 式 (4.3.1) 只 是 在 形式 上 给 出 了 炳 均衡 和 粹 不 等 式 的 数学 形式 ,为 了 更 清楚 
地 揭示 其 本 质 ,我 们 还 需要 写 出 其 更 具体 的 数学 形式 , 即 写 出 供 粹 以 及 产 炉 的 具体 
形式 。 现 在 我 们 就 来 完成 这 一 任务 。 

考虑 到 体系 内 温度 等 的 不 均匀 性 ,体系 总 的 供 箭 率 应 理解 为 外 界 对 其 各 部 分 
的 供 炉 率 之 和 ,而 这 又 是 由 各 部 分 的 辐射 热源 和 热传导 热流 所 提供 的 ,因此 体系 总 


的 供 炳 率 5" 为 
了 = ee = [和 av -eida 


= av -[(#)- vav = [gl- div( 吧 )]dv (4.3.2) 
其 中 ,or 和 h 分 别 表示 介质 的 瞬时 质量 密度 、 对 单位 质量 介质 的 热 辐 射 供 热 率 和 
E 氏 坐 标 中 的 热流 矢量 。 在 上 式 中 我 们 利用 了 Guass 定理 ,而 V 表示 在 E 氏 坐标 
中 的 梯度 算 子 。 由 式 (4.3.2) 我 们 即 可 得 到 对 单位 瞬时 体积 介质 的 供 炳 率 为 


"= 信 - 
ps div( 护 ) (4.3.3a) 
由 于 
h\_/h\ .5_h.y 1 divh _ 1 
dv(F)= (元 ) = th (Y= 
(4.3.4a) 
其 中 
g=TY = 9T= gradT (4.3.4b) 
表示 温度 了 的 E 氏 空间 梯度 ,于 是 式 (4.3.3a) 也 可 以 写 为 
ror-divh, 1,, 
pi = +iahg (4.3.3b) 


分 别 将 供 炉 率 的 表达 式 (4. 3. 3a) 式 和 (4.3.3b) 式 代入 炳 均衡 和 粹 不 等 式 
(4.3.1b) 式 之 中 ,我 们 即 可 分 别 得 到 业 不 等 式 的 如 下 两 种 等 价 的 形式 ， 


of = ps- 允 +div( 生 )>0 (4.3.5) 
te 
ps = [6 Es>0 (4.3.6) 
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式 (4.3.5) 和 式 (4.3.6) 在 连续 介质 的 场 热 力学 中 常 称 之 为 克 劳 修 斯 - 杜 赫 
姆 (Clausius-Duhem) 不 等 式 。 式 (4.3.6) 说 明 产 粹 率 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 可 
记 为 


pi 二 0 (4.3.7) 


它 只 与 热流 矢量 h 和 当地 温度 T 有 关 , 故 称 之 为 单位 瞬时 体积 介质 的 局 部 产 简 
(jocal entropy production) 率 ;第 二 部 分 可 记 为 


pi 三 - 让 hs (4.3.8) 


它 不 但 与 热流 矢量 h 和 当地 温度 T 有 关 , 而 且 还 与 引起 不 可 逆 热 传导 的 温度 梯度 
8 有关, 故 称 之 为 热传导 产 炉 (heat conduction entropy production) 率 。 单 纯 从 数 
学 推理 上 看 ,似乎 我 们 只 能 由 炳 不 等 式 得 出 介质 的 总 产 炉 率 (局 部 产 炳 率 和 热传导 
产 炉 率 之 和 ) 为 非 负 的 结论 , 即 
ps'+ps 宇 0 

但 是 ,从 更 深刻 的 物理 机 制 出 发 ,我 们 事实 上 是 可 以 得 出 它们 中 的 每 一 项 都 必 为 非 
负 的 结论 的 。 事 实 上 ,从 不 可 逆 过 程 产生 机 理 的 角度 看 问题 ,我 们 可 认为 介质 中 存 
在 各 种 各 样 的 内 耗 散 机 制 从 而 导致 过 程 的 不 可 逆 性 ,而 且 这 些 内 耗 散 机 制 是 各 自 
相互 独立 的 ,因此 当 只 有 某 种 内 耗 散 机 制 发 生 作用 而 其 他 内 耗 散 机 制 都 不 发 生 作 
用 时 ,我 们 即 可 得 出 该 种 内 耗 散 机 制 所 引起 产 炉 率 必 为 非 负 的 结论 。 所 以 ,我 们 要 
求 每 一 种 内 耗 散 机 制 的 产 焙 率 都 为 非 负 在 物理 上 自然 就 是 合理 的 。 具 体 到 现在 的 
情况 ,我 们 即 可 以 要 求 介质 的 局 部 产 炉 率 2。 5' 和 热传导 产 炉 率 ? $* 都 各 自 为 非 负 
的 , 即 


pi$=pi- >0 (4.3.7)’ 
pi =- 去 hg 之 0 (4.3.8)’ 


以 热传导 产 炳 率 为 例 ,热流 矢量 h 向 单位 法 矢量 为 n 的 面 元 nda 方向 所 传递 的 热 
量 为 dQ = h。nda, 当 采用 线性 的 Fourier 热传导 定律 时 


dO=h.nda =- B39Tda =- be. nda 
其 中 B>0 是 介质 的 热传导 系数 , 故 有 


h=-Ps (4.3.9) 


of =- 直 hg = Beg>0 (4.3.10) 
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所 以 热传导 系数 8 非 负 以 及 热流 矢量 指向 温度 梯度 相反 的 方向 即 是 热传导 不 可 北 
性 的 体现 。 

与 介质 中 每 一 种 内 耗 散 机 制 所 引起 的 产 炉 率 相 对 应 ,人 们 常常 将 产 炉 率 乘 以 
温度 了 而 引入 另外 一 个 物理 量 , 称 之 为 (单位 质量 介质 的 ) 内 耗 散 (internal 


dissipation) ; 


6=TsS, = TH, = 7T# (4.3.11) 

这 里 ,6、6! 和 5 分 别称 为 单位 质量 介质 的 总 内 耗 散 、 局 部 内 耗 散 和 热传导 内 耗 

散 ,它们 具有 功率 密度 (或 热量 率 密度 ) 的 量 纲 , 即 单位 质量 介质 在 单位 时 间 内 的 耗 

功 。 于 是 ,将 产 炉 率 非 负 的 炳 不 等 式 乘 以 温度 7 即 可 写 出 内 耗 散 非 负 的 内 耗 散 不 
等 式 ， 

有 =m+p0 二 0， 二 0，0 二 0 

下 面 ,我 们 来 把 炉 不 等 式 写 成 由 内 能 或 自由 能 等 所 谓 的 热力 学 势 所 表达 的 不 

等 式 形式 ,这 些 式 子 在 第 5 章 本 构 理 论 中 将 会 用 到 ,可 以 发 现 ,热力 学 第 二 定律 的 

炳 不 等 式 会 对 本 构 方程 的 形式 加 上 很 强 的 限制 ( 见 5.3 节 中 的 许可 性 原理 )。 利 用 

由 比 内 能 u 所 表达 的 能 量 均衡 方程 (4.1 节 中 的 式 (4.1.8)): 
pu=oa:D+pr -divh 

解 出 pr -divh ,然后 将 之 代入 粹 不 等 式 (4.3.6) 式 中 并 乘 以 温度 T, 我 们 即 可 
得 到 ， 

PB = P75 = pTi-i)+to:D-#h*8>0 (4.3.12) 


或 引入 介质 的 比 自由 能 %: 
y=u-Ts (4.3.13) 
则 可 将 由 比 内 能 u 所 表达 的 内 耗 散 不 等 式 (4.3.12) 式 改写 为 由 比 自由 能 少 所 表 
达 的 内 耗 散 不 等 式 : 
内 = pT$ =- p(yY+ Ty)+e:D-#*8>0 (4.3.14) 
式 (4.3.12) 和 式 (4.3.14) 分 别 是 由 比 内 能 uw 和 比 自由 能 少 所 表达 的 箭 不 等 
式 ,在 第 5 章 和 第 6 章 中 导出 热力 学 势 的 微分 关系 时 有 重要 的 应 用 。 


4.3.2 ”局 部 内 耗 散 的 物理 意义 一 一 变形 功 内 耗 散 


由 比 内 能 u 所 表达 的 单位 体积 介质 的 能 量 方程 为 
Pu = pw+pr— divh (4.3.15a) 
其 中 ,p w=@ : DD 表示 单位 瞬时 体积 介质 的 变形 功率 。 能 量 方程 (4.3.15a) 式 适 
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合 于 任何 的 过 程 ,包括 可 逆 过 程 和 不 可 逆 过 程 。 对 于 设想 的 可 逆 过 程 ,(4.3.15a) 
式 成 为 
oz = w+er-divha (4.3.15b) 
其 中 Pe Wor" 和 一 divh" 分 别 是 单位 瞬时 体积 介质 的 可 道 变形 功率 .可 逆 的 热 辐 
射 供 热 率 和 可 逆 的 热传导 供 热 率 。 对 可 逆 过 程 ,其 产 炉 率 为 零 而 炉 增 率 即 等 于 供 
炉 率 , 故 
0 0 0 iv n° 0 。p0 
0 多) 各 -5 
= 年 - 电 亿 (对 可 遂 过 程 B = 0) 
于 是 ,在 先后 利用 (4.3.15b) 式 和 (4.3.15a) 式 之 后 ,我 们 即 有 
diy 有 -p_i pr divh ,p(w— ww) 
下 TT T 


te 了 
(4.3.16a) 
或 
0 -你 + 电 = PW) (4.3.16b) 


而 式 (4.3.16b) 的 左 端 恰恰 即 是 式 (4.3.7) 所 定义 的 单位 瞬时 体积 介质 的 局 部 产 灶 
率 p $1, 所 以 ,局 部 产 炉 率 即 是 由 介质 不 可 逆 变 形 引 起 的 变形 功 产 炉 率 (或 称 机 械 
产 炳 率 )。 如 将 式 (4.3.16b) 两 端 同 乘 以 温度 T, 即 表明 局 部 内 耗 散 即 是 变形 功 内 
耗 散 , 记 之 为 6*: 

p86! = p(wW— Ww)= pd” (4.3.17) 


4.3.3” 场 热力 学 的 粹 均衡 和 粹 不 等 式 (L 氏 坐 标 ) 


如 果 我 们 将 闭口 体系 供 焙 率 的 方程 (4.3.2) 式 映射 到 初始 构 形 之 中 , 则 有 
Sr= [oo srdv = [@rav -HE Naa = [erav-{(H). 9av 
人 性 T 堆 | 


=||Sr-DIv(#) lav (4.3.18) 
[他 -pv 的 ] 


其 中 po。、N 和 互 分 别 是 介质 的 初始 质量 密度 、 在 初始 构 形 中 的 面 元 d4 的 单位 法 
矢量 和 通过 此 面 元 的 L 氏 热流 矢量 , Y 为 工 氏 坐标 中 的 梯度 算 子 , DIV 表示 在 工 
氏 坐 标 中 的 散 度 。 于 是 ,我 们 可 以 得 到 对 单位 初始 体积 介质 的 供 热 率 为 


Ls H 
pos' = 全 DIV 人 (元 ) (4.3.19a) 


*。212。 


DOOC 第 4 章 变形 热力 学 


类 似 于 前 面 E 氏 坐 标 中 的 处 理 方法 ,可 以 写 出 (4.3.19a) 的 另 一 等 价 形式 : 


poir = Lr PV + HG (4.3.19b) 


其 中 

G=TY = T= GRADT (4.3.20) 
表示 温度 的 LL 氏 空 间 梯 度 。 于 是 ,我 们 可 分 别 得 到 工 氏 坐 标 中 Clausius-Duhem 燃 
不 等 式 的 如 下 两 种 等 价 的 形式 : 


Posi = po B+ DIVv(#)>0 (4.3.21) 
| -DIV 
ooii = [os -2 PE]- HG>0 (4.3.22) 


它们 都 表示 单位 初始 体积 介质 产 炳 率 的 非 负 。 相 应 地 ,我 们 可 以 写 出 单位 初始 体 
积 介 质 的 局 部 产 炉 率 和 热传导 产 炳 率 : 


pot! 三 po 5— A A 下 


(4.3.23) 


ooie 三 - 去 HH G (4.3.24) 


利用 工 氏 坐 标 中 单位 初始 体积 介质 的 能 量 均衡 方程 (4.1 节 中 的 式 (4.1.15)): 
pii=S:F+pr-DIVH= SE:E+por-DIVH 
解 出 por -DIVH 代入 炳 不 等 式 (4.3.22) 式 并 乘 以 ,我 们 即 可 得 到 L 氏 坐 标 中 
由 比 内 能 u 所 表达 的 内 耗 散 不 等 式 如 下 : 
1 


oo8 = po TS = p(TS- i)+E:E- iH.G>0 (4.3.25) 


它 所 表达 的 是 单位 初始 体积 介质 的 内 耗 散 非 负 。 而 由 比 自由 能 少 所 表达 的 内 耗 散 
不 等 式 则 为 


Prd = po TH = pl $+Ts)+E:E-FH.G>0 (4.3.26) 


当然 ,我 们 也 可 以 把 以 上 公式 中 的 攻 : 巨 改 为 S : 下 。 
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4.4 三 维 固体 中 冲击 波 的 突 跃 条 件 


4.4.1 引言 


在 第 2 章 .第 3 章 和 第 4 章 的 各 节 中 ,我 们 重点 处 理 了 在 连续 介质 中 的 主要 物 
理 量 (如 应 力 、 应 变 和 质点 速度 等 ) 处 处 连续 分 布 时 各 主要 力学 定律 的 数学 表达 形 
式 , 这 些 定律 主要 包括 质量 守恒 、 动 量 守恒 、 动 量 矩 守恒 和 能 量 守恒 定律 。 在 工程 
实际 问题 中 ,特别 是 在 涉及 爆炸 与 冲击 工程 的 实际 问题 中 ,人 们 还 常常 遇 到 介质 的 
应 力 和 质点 速度 在 极 小 的 空间 范围 内 即 会 发 生 剧烈 变化 的 一 类 问题 ,作为 一 种 数 
学 上 的 理想 化 处 理 , 人 们 常常 将 这 种 应 力 和 质点 速度 发 生 急剧 变化 的 极 窗 区域 简 
化 为 一 种 厚度 为 零 的 曲面 ,于 是 我 们 便 遇 到 了 一 类 特殊 的 所 谓 “ 奇 异 面 " 的 问题 ,在 
这 些 “ 奇 异 面 "之 内 ,介质 的 应 力 和 质点 速度 虽然 是 连续 分 布 的 ,但 是 当 我 们 从 奇异 
面 的 一 侧 跨 至 其 另 一 侧 时 ,介质 的 应 力 和 质点 速度 却 发 生 了 间断 或 突 路 性 的 变化 ， 
这 就 是 力学 中 的 所 谓 冲 击 波 (简称 激 波 ,shock wave) 的 问题 。 本 节 中 我 们 就 来 简 
要 介绍 冲击 波 传播 的 下 氏 描述 和 工 氏 描述 的 问题 ,特别 是 冲击 波 突 跃 条 件 的 王 氏 
描述 和 工 氏 描 述 的 问题 ,而 这 些 突 路 条 件 也 就 是 力学 守恒 定律 在 无 限 薄 的 冲击 波 
阵 面 上 的 表现 形式 。 


4.4.2 运动 学 关系 


对 三 维 固体 中 应 力 波 的 传播 , 有 Lagrange 描述 (L 氏 描 述 或 物质 描述 ) 和 
Euler 描述 (E 氏 描述 或 空间 描述 ) 两 种 方法 ,前 者 给 出 时 间 t 和 波 阵 面 在 初始 构 形 
(L 氏 构 形 ) 中 的 笛 卡 尔 坐标 XX 间 的 函数 关系 ,后 者 则 给 出 时 间 t 和 波 阵 面 在 瞬时 
构 形 (E 氏 构 形 ) 中 的 笛 卡 尔 坐标 x 间 的 函数 关系 : 

1 =r(CX)，L= tx) (4.4.1) 

以 L 氏 描述 为 例 , 当 我 们 站 在 波 阵 面 上 沿 任何 一 条 传播 射线 X= X(t) 前 进 
时 ,相应 的 工 氏 波 速 U(1) 可 由 函数 X(t) 对 上 求 导 得 到 : 

X= xD, U= RN (4.4.2) 
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而 将 式 (4.4.1) 代 入 式 (4.4.2) 并 对 上 求 导 , 即 可 得 


1= 束 != 经:U (4.4.3) 
(以 后 大 小 写 指标 分 别 表示 L 氏 和 EE 氏 坐 标 指标 。) 其 中 第 一 式 采用 了 张 量 指标 记 
法 中 的 约定 求 和 法 ,第 二 式 中 的 “。 ” 则 是 张 量 直接 记 法 中 的 一 次 点 积 。 如 以 N 表 
示 工 氏 波 阵 面 的 单位 外 法 矢 , 则 必 有 


rt.1 = kNi, 芒 = kN (4.4.4) 
其 中 是 待定 因子 。 将 式 (4.4.4) 代 入 式 (4.4.3), 即 可 得 
1= kN. U= kUn, k= 下， Un = U.N (4.4.5) 
N 


其 中 Uw 三 U， NN 为 L 氏 法 向 波 速 。 显然 ,尽管 沿 不 同 的 射线 可 得 不 同 的 工 氏 波 
速 U, 但 L 氏 法 向 波 速 Us 则 是 唯一 确定 的 。 由 式 (4.4.4) 和 式 (4.4.5) ,我 们 有 
ar_N ar_N 


菇 = 新， 藻 = 闻 (4.4.6) 
类 似 地 , 当 采 用 波 阵 面 的 E 氏 描述 时 ,可 有 
at ,Irn (4.4.6)" 


ax Vs ax V, 
其 中 n 为 EE 氏 波 阵 面 的 单位 外 法 和 撩 , V, = V。Pm 为 EE 氏 法 向 波 速 ,而 V=dx(1)/ 
dt 则 是 沿 任 一 射线 x = x(1) 的 下 氏 波 速 。 由 连续 介质 力学 中 L 氏 构 形 面 元 和 下 
氏 构 形 面 元 之 间 的 关系 : 


da = fdA Fn!, dA = GdaF 
其 中 co 和。 分 别 为 初始 和 瞬时 质量 密度 , 则 易 得 


n= NF, N= TR, lneFl= THEFT (44.7 

其 中 下 =9x/9X 为 变形 梯度 张 量 。 
如 果 介质 的 运动 规律 为 x= x( 关 ,1), 则 可 得 L 氏 阵 面 和 EE 氏 阵 面 间 的 转换 
关系 x(1) = x(X(1),1), 对 t 求 导 即 可 得 出 工 氏 波 速生 氏 波 速 间 的 关系 如 下 : 
V=v+FU, Vr=V-v=F.U (4.4.8) 
其 中 ”为 介质 质点 速度 , Y" 三 Vv 为 波 阵 面 对 介质 的 相对 速度 即 局 部 波 速 。 由 
式 (4.4.8) 之 两 端点 乘 以 n ,并 利用 式 (4.4.7) , 即 可 得 出 E 氏 法 向 波 速 和 工 氏 法 向 

波 速 的 关系 如 下 : 
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Vs -ww = TH = Urln FI 
三 < -1 
Un= Ta:FT = ViIN*F | 
4.4.3 广义 开口 体系 和 冲击 波 突 跃 条 件 的 E 氏 表述 


任何 一 个 封闭 网 表面 a(1)(E 氏 表述 ) 所 包含 的 空间 体系 v(1), 当 其 表面 有 
介质 出 入 时 都 是 一 个 广义 开口 体系 。 这 里 加 “广义 ”二 字 , 是 为 了 区 别 于 流体 力学 
中 常用 的 静止 控制 体 那 种 特殊 的 开口 体系 。 如 果 以 Y 表示 网 表面 某 点 沿 某 方向 
的 E 氏 射线 网 速 , 则 显然 当 网 上 各 点 此 有 V =v 时 ,体系 即 成 为 与 外 界 无 质量 交换 
的 闭口 体系 ; 当 Y=0 时 ,体系 即 成 为 常用 的 静止 控制 体 ;而 在 一 般 情 况 下 ,只 要 在 
部 分 网 面 上 V' 三 Vv 隆 0, 体 系 即 为 一 般 情况 下 的 广义 开口 体系 。 体 系 和 外 界 的 
质量 交换 取决 于 网 对 介质 的 相对 法 向 网 速 V; ,而 单位 时 间 内 通过 网 面 元 da 流 人 
体系 的 质量 流 、 动 量 流 和 能 量 流 将 分 别 是 (参见 2.8 节 中 的 式 (2.8.20)) 


2 
pVida, pVivda, PVi (e+)da (4.4.10) 


其 中 e 和 v/2 分 别 为 介质 的 比 内 能 ( 即 单位 质量 介质 的 内 能 ) 和 比 动能 。 而 广义 
开口 体系 的 质量 ,动量 和 能 量 守恒 定律 可 以 分 别 表 述 为 : 

开口 体系 的 质量 增加 率 = 质量 纯 流 人 率 

开口 体系 的 动量 增加 率 = 动量 纯 流入 率 + 外 力 

开口 体系 的 能 量 增加 率 = 能 量 纯 流 入 率 + 外 力 功率 + 外 供 热 率 


其 数学 形式 分 别 为 
tar = 中 wide 


ad 
dtJ vn 


日 ee E)ar bo ev: (et G)de tbr ee nde 


(4.4.9) 


pvdv = pVivda + Inda +| pbdv 
atD ao wn 


ra + frre fhe nee 


(4.4.11) 
其 中 ,为 Cauchy 应 力 张 量 ,b 为 比 体积 力 , y 为 热 辐射 比 供 热 率 ,h 为 三 氏 热流 
矢量 ,而 d(。 )/dt 表示 体系 内 相应 量 的 时 变 率 。 式 (4.4. 11) 适 用 于 任何 开口 体 
系 ,特别 当 取 其 为 一 个 有 限 面积 为 8 并 且 附 着 在 冲击 波 阵 面 上 的 无 限 薄 的 薄 层 时 ， 
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V、.V 和 WV 即 分 别 成 为 冲击 波 的 下 氏 射 线 波 速 . 法 向 波 


速 和 相对 法 向 波 速 ,而 此 时 我 位 有 a= ai+ az+ as+ as 
+S++S-, 见 图 4.3。 

由 于 a1、az、a3、as 和 薄 层 体积 v 都 与 薄 层 厚度 6 成 比 四 
例 皆 为 一 阶 小 量 , 只 有 S+* =8- = 5 为 任意 有 限 的 量 , 故 当 5- 4 
薄 层 厚度 6 趋 于 0 的 情况 下 ,将 有 如 

d 

[Var 0 2| .cdv—o, $A )aa 0 
而 式 (4.4.11) 的 3 式 将 分 别 给 出 薄 层 开口 体系 


0= | evida, 


0 = ge {pVivt+o* n}da 
0= | {evi (et)t vern-hen da (4.4.12) 
利用 S* =S = 5 的 任意 性 ,并 注意 作为 开口 体系 v 外 表面 的 一 部 分 ,冲击 波 内 外 
表面 5- 和 5S* 的 外 法 线 方向 分 别 与 冲击 波 前 进 的 外 法 向 n 反 向 和 同 向 , 则 由 式 
(4.4.12) 的 3 式 可 分 别 得 到 : 
[pV* ]= 0 (质量 守恒 ) (4.4.13) 
[eViv+g*。n]= 0 (动量 守恒 ) (4.4.14) 


[evi (e+)+vrern-h. n= 0 (能量 守恒 ) (4.4.15) 


其 中 
[f=f-f (4.4.16) 

表示 任 一 物理 量 f 由 冲击 波 紧 前 方 跨 路 到 紧 后 方 的 突 跃 量 , 即 由 量 f 来 衡量 的 冲 
击 波 的 强度 。 

式 (4.4.13) \ 式 (4.4.14) 和 式 (4.4.15) 可 简单 地 表述 为 ; 当 跨 过 冲击 波 阵 面 
时 ,质量 流 pV* 、 广 义 动量 流 oV*v+g*n 和 广义 能 量 流 pV; (e+ 2z/2) +P。a。 
n 一 h。n 都 保持 连续 。 注 意 ,广义 动量 流 在 动量 流 中 加 入 了 波 阵 面 上 的 应 力 矢 
量 , 而 广义 能 量 流 则 在 能 量 流 中 加 入 了 热传导 供 热 率 和 波 阵 面 上 应 力 矢量 的 功率 。 
当 考 虑 到 冲击 波 效应 极 快 而 不 计 热 传导 效应 , 即 - h。 n =0 时, 即 得 常用 的 绝热 
冲击 波 的 突 路 条 件 。 

同时 我 们 指出 : 当 把 单位 面积 的 冲击 波 阵 面 单位 时 间 内 所 扫 过 的 物质 量 
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(pV; )- = (pV; )* 作为 一 个 闭口 体系 考虑 时 , 则 式 (4.4.13)、 式 (4.4.14),\ 式 
(4.4.15) 也 即 是 这 个 闭口 体系 质量 守恒 动量 守恒 、 能 量 守恒 的 表现 形式 : 
(pVi)-— (pVi)*=0, pVi[Lv]=- [oe*n], 


4.4.4 广义 开口 体系 和 冲击 波 突 跃 条 件 的 L 氏 表述 


如 同 对 闭口 体系 一 样 ,对 广义 开口 体系 也 同样 可 采用 E 氏 描 述 和 工 氏 描 述 。 
设 王 氏 构 形 中 开口 体系 v(1)、 网 表面 a(1) 及 单位 外 法 矢量 n 在 工 氏 构 形 中 的 映 
象 分 别 为 V(1)、A(1) 和 N(1), 并 以 U 和 Uw= UN 表示 网 表面 的 L 氏 射线 网 
速 和 L 氏 法 向 射线 网 速 , 则 单位 时 间 内 通过 网 面 元 d4 流入 体系 的 质量 流 、 动 量 流 
和 能 量 流 将 分 别 是 (参见 2.8 节 中 的 式 (2.8.23)) 


2 
poUndA, poUnvdA, PoUn(e+ 号 )d4 (4.4.17) 


而 3 个 守恒 定律 的 E 氏 表述 (4.4.17) 式 在 氏 构 形 中 将 表现 为 


d 
天 wav =- 下 wwvaa 


Ef, evdv = 中 poUnvdA +$ ,Ss NaA+ |, Pobdy 
Bae (eG)av = Pon(e + GE)aA + 中 SNd4 


(4.4.18) 

其 中 po 是 介质 的 初始 质量 密度 ,S 为 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 ,及 为 L 开 

热流 矢量 。 通 过 与 前 面 类 似 的 极限 过 程 , 容易 得 到 与 冲击 波 阵 面 上 突 路 条件 的 下 
氏 表述 式 (4.4.13)、 式 (4.4.14) 、 式 (4.4.15) 相 对 应 的 突 跃 条 件 的 直 氏 表述 ， 

[ooUnw]= 0 《〈 质 量 守恒 ) (4.4.19) 

[PoUnv + S。N]= 0 (动量 守恒 ) (4.4.20) 


[evn(e + 号 )- H-:Niv.S. N]= 0 (能 量 守恒 ) (4.4.21) 


由 物理 意义 显然 可 知 ,E 氏 波 速 V\E 氏 法 向 波 速 V。、 工 氏 波 速 U、L 氏 法 向 
波 速 Un 都 是 跨 波 连续 的 ,但 EE 氏 相对 波 速 V" 和 相对 法 向 波 速 V; 则 是 跨 波 间断 
的 ,这 是 因为 质点 速度 v 及 法 向 质点 速度 v, 是 跨 波 间 断 的 。 因 此 对 比 质量 守恒 条 
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件 (4.4.13) 式 和 (4.4.19) 式 可 知 :质量 守恒 的 E 氏 表述 是 有 实质 意义 的 ,而 质量 守 
恒 的 工 氏 表述 (4.4.19) 式 只 是 一 个 平凡 和 显然 可 见 的 结果 ,并 无 实质 意义 ,因为 
po、Uw 显然 都 是 跨 波 连续 的 。 与 此 相应 的 是 ,L 氏 突 跃 条 件 中 少 了 一 个 未 知 
量 一 一 瞬时 密度 2, 而 2 却 是 出 现在 EE 氏 突 跃 条 件 中 的 。 当 然 , 当 采用 L 氏 表 述 
时 ,瞬时 密度 可 通过 P= po 上 下 而 求 出 ,其 中 下 | 表示 下 的 行列 式 。 


4.4.5 ”冲击 波 阵 面 上 的 位 移 连 续 条 件 


只 要 不 出 现 破坏 ,介质 的 位 移 应 是 单 值 连续 的 ,这 就 是 连续 介质 力学 中 的 位 移 
连续 条 件 。 当 跨 过 存在 着 应 力 、 质 速 等 间断 现象 的 冲击 波 时 ,同样 应 满足 这 一 条 
件 。 位 移 连 续 也 就 是 运动 的 连续 ,或 粒子 坐标 的 连续 , 故 跨 过 冲击 波 的 位 移 连 续 条 
件 可 表达 为 


[x]= 0 (或 [X]= 0) (4.4.22) 
设 介质 运动 规律 为 x = x(X,t) ,冲击 波 的 LL 氏 阵 面 为 +=r(X), 则 在 冲击 波 
阵 面 上 粒子 的 E 氏 坐 标 将 成 为 阵 面 所 经 过 的 L 氏 坐 标的 复合 函数 ， 
x = x(X,r(X)) = x (X) (4.4.23) 
式 (4.4.23) 可 称 之 为 运动 学 量 欧 拉 坐 标 x 的 随 波 场 函数 ,而 式 (4.4.22) 则 说 
明 这 一 随 波 场 函数 应 是 跨 波 连续 的 , 即 在 冲击 波 紧 前 方 和 紧 后 方 人 们 应 感受 到 同 
样 的 随 波 场 函数 ,或 
[x*(X)]=0 (4.4.22)’ 
故 其 随 波 偏 导数 ( 它 是 阵 面 上 的 内 导数 ,不 同 于 外 导数 9x (XX,1)/93X 和 3x(XX,1)/ 
91) 也 必然 跨 波 连续 , 即 


[中 如 ]=。 (4.4.24) 
将 式 (4.4.23) 代 入 式 (4.4.24) ,并 利用 式 (4.4.6), 即 可 得 
[r+ 次 ]= 0 (4.4.25) 
nN 


其 中 vN 表示 v 和 NN 的 并 矢 。 再 利用 Ur 和 V 间 的 关系 (4.4.9) 式 以 及 N 和 nn 
间 的 关系 (4.4.7) 式 , 则 式 (4.4.25) 也 可 化 为 


[F 3 j= 0 (4.4.26) 
式 (4.4.25) 和 式 (4.4.26) 各 包含 9 个 公式 ,它们 分 别 是 冲击 波 阵 面 上 位 移 连 
续 条 件 的 直 氏 表述 和 王 氏 表述 。 
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4.4.6 关于 质量 守恒 条 件 和 位 移 连 续 条 件 的 关系 


在 连续 介质 理论 中 ,至 今 人 们 一 直 习 惯 地 将 由 质量 守恒 定律 导出 的 方程 称 为 
连续 方程 ,严格 而 言 这 是 不 恰当 和 不 严谨 的 。 事 实 上 ,位 移 单 值 连续 的 条 件 必然 可 
导出 并 因 之 包含 了 质量 守恒 方程 ,但 质量 守恒 却 并 不 能 代替 和 包含 位 移 单 值 连续 
的 条 件 , 后 者 包含 了 更 为 丰富 的 内 容 和 更 为 多 彩 的 结果 。 这 里 将 以 冲击 波 阵 面 上 
的 质量 守恒 条 件 和 位 移 连 续 条 件 的 关系 来 具体 说 明 这 一 问题 。 

质量 守恒 条 件 (4.4.13) 式 或 (4.4.19) 式 只 有 一 个 关系 , 它 不 能 完全 包含 和 代 
替 有 9 个 方程 的 位 移 连 续 条件 (4.4.25) 式 和 (4.4.26) 式 ,这 是 显然 的 。 现 在 我 们 
将 证 明 如 下 命题 :质量 守恒 方程 (4.4.13) 式 只 是 位 移 连 续 条 件 (4.4.26) 式 的 结果 
而 已 。 

事实 上 , 式 (4.4.26) 可 写 为 


[(7+ 帝 )F]=0 (了 为 单位 张 量 ) (4.4.26)’ 


任 一 2 阶 张 量 跨 波 连续 时 ,其 行列 式 的 值 也 必然 跨 波 连续 。 由 此 ,利用 线性 代数 中 
的 公式 : 
HB.cl|l= |Bllcl, lIitabll =l+a.b (4.4.27) 

其 中 B 和 C 为 任意 2 个 2 阶 张 量 ,而 a 和 6。 为 任意 2 个 矢量 ,由 式 (4.4.26)" 便 
可 得 

[次 多 = 0 (4.4.28) 
由 于 po 和 V, 都 是 跨 波 连续 的 , 故 式 (4.4.28) 可 引出 让 跨 波 连续 , 则 PV; 也 跨 
波 连续 , 即 

[ov;]=0 (4.4.13) 
而 这 恰恰 即 是 质量 守恒 条 件 (4.4.13) 式 ,这 就 证 明了 我 们 的 命题 。 


习 题 


4.1 试 由 微 闭口 体系 的 能 量 守恒 定律 导出 能 量 方程 (4.1.5) 式 , 即 
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pt)= py.b+(ya) T+pr-h.y 
4.2 ” 试 由 微 开口 体系 的 能 量 守恒 定律 导出 能 量 方程 (4.1.5)' 式 , 即 
RLPCk+ J ve pt (ye oy pk+tu vy] +or -hy 


4.3” 试 由 坐标 面 所 围 成 的 微 闭口 体系 (即将 某 一 时 刻 处 于 坐标 面 中 的 物质 作 
为 一 个 闭口 体系 ) 的 能 量 守恒 定律 导出 能 量 方程 在 相应 坐标 系 (直角 笛 卡 尔 坐标 系 
和 正 交 曲 线 坐标 系 ) 中 的 具体 数学 形式 。 

4.4 试 由 坐标 面 所 围 成 的 微 开口 体系 的 能 量 守 恒定 律 导出 能 量 方程 在 相应 
坐标 系 ( 直 角 笛 卡尔 坐标 系 和 正 交 曲线 坐标 系 ) 中 的 具体 数学 形式 。 

4.5 试 由 热力 学 第 二 定律 的 开 尔 芬 说 法 证 明 克 劳 修 斯 说 法 ; 试 由 热力 学 第 二 
定律 的 克 劳 修 斯 说 法 证 明 开 尔 芬 说 法 。 

4.6 试 由 热力 学 第 二 定律 证 明 卡 诺 定理 。 


4.7 试 由 热力 学 第 二 定律 证 明 克 劳 修 斯 不 等 式 :了 从 <0。 


4.8 设 温 度 为 Ti 的 体系 工 向 温度 为 Tz 的 体系 开 供 热 4Q, 试 分 别 写 出 此 过 
程 中 体系 I、 了 I 、《I+ 本) 各 自 的 总 炉 增 .可逆 炉 增 及 产 炉 。 
4.9 试 证 明 式 (4.3.4a), 即 


sn)= (入 = 
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5.1 本 构 方 程 理论 的 基本 原理 和 假定 


材料 本 构 方程 的 理论 体系 是 由 诺尔 (Noll) 和 特 鲁 斯 德尔 (Trusdell) 等 人 在 20 
世纪 60 年 代 所 建立 的 。 本 构 方程 的 理论 试图 以 一 系列 公理 化 体系 的 假说 为 基础 ， 
通过 严格 的 逻辑 推理 ,统一 处 理 各 种 材料 特别 是 有 耗 散 机 制 的 材料 在 大 变形 和 高 
低温 等 复杂 条 件 下 的 力学 和 热力 学 性 质 ,建立 材料 本 构 关系 的 数学 表达 形式 ,并 对 
各 种 材料 的 本 构 关系 进行 科学 分 类 。 这 些 本 构 理论 的 公理 化 假设 以 公认 的 物理 事 
实 和 试验 结果 为 依据 和 基础 ,将 所 得 出 的 本 构 方 程 与 有 关 的 试验 结果 进行 对 比 并 
接受 检验 。 本 构 方程 理论 本 身 不 能 代替 试验 ,人 们 不 能 离开 试验 单独 地 由 本 构 理 
论 就 完全 解决 材料 本 构 关系 的 全 部 问题 ;但 是 几 十 年 来 的 实践 中 ,本 构 理 论 已 成 功 
地 处 理 了 各 种 有 耗 散 机 制 材料 的 本 构 关系 的 描述 问题 ,并 且 在 很 多 情况 下 本 构 理 
论 所 给 出 的 结果 与 此 前 人 们 所 曾经 采用 过 的 经 验 和 半 经 验 的 本 构 关系 形式 相 一 
致 ,同时 预言 了 一 些 新 的 结果 。 所 以 ,在 其 发 展 之 初 曾经 受到 若干 非议 的 材料 本 构 
关系 的 理论 现在 已 经 得 到 了 广泛 的 认可 ,并 且 在 继续 发 展 和 完善 着 。 材 料 本 构 关 
系 理论 的 基本 思想 是 ,以 材料 的 运动 历史 和 温度 历史 作为 本 源 变量 即 自 变量 ,寻求 
材料 的 各 种 响应 量 即 因 变量 对 其 本 源 变 量 的 依赖 关系 。 材 料 本 构 关系 理论 的 基本 
数学 方法 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 将 因 变 量 的 当前 值 作为 本 源 变量 整个 历史 的 泛 
函 来 描述 , 称 之 为 泛 函 表述 (functional formulation) ; 另 一 类 是 将 因 变 量 的 当前 值 
作为 本 源 变量 以 及 若干 内 变量 当前 值 的 函数 来 描述 , 称 之 为 内 变量 表述 (internal 
variables formulation) 。 泛 函 表述 中 以 本 源 变量 的 整个 历史 来 反映 材料 的 历史 记 
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忆 效 应 ,内 变量 表述 中 以 若干 个 对 材料 的 变形 历史 有 记忆 标记 的 所 谓 内 变量 来 近 
似 反映 材料 的 历史 记忆 效应 。 尽 管 二 者 数学 表达 形式 不 同 ,但 是 其 目的 都 是 为 了 
揭示 有 耗 散 机 制 的 介质 的 运动 和 变形 的 不 可 逆 性 特征 ,同时 其 理论 处 理 方法 也 是 
完全 类 似 的 。 只 要 我 们 对 本 构 理 论 上 述 两 种 体系 中 的 一 种 掌握 了 其 处 理 方法 , 则 
对 另 一 种 体系 的 处 理 方法 也 便 同时 掌握 了 。 在 本 章 中 我 们 将 主要 以 泛 函 表述 为 基 
础 来 阐述 本 构 理论 的 有 关 知 识 ,并 阐述 有 关 结 果 的 物理 意义 ,同时 将 在 适当 的 地 方 
顺便 指出 内 变量 表述 的 相应 结果 。 

本 构 理 论 的 主要 原理 可 简要 解释 如 下 : 

1. 确定 性 原理 (determinism) 

确定 性 原理 可 以 表述 为 :物体 B 中 任 一 粒子 X 在 上 时 刻 的 热力 学 行为 ( 即 响 
应 ) 由 物体 B 中 所 有 粒子 X 的 直至 ! 为 止 的 整个 运动 历史 和 温度 历史 所 确定 。 
以 Cauchy 应 力 g、 比 炉 s、 比 自由 能 少 E 氏 热流 矢量 h 为 例 , 确 定性 原理 可 以 表 
达 为 


aX,1) = olx(X’,1), TOX’,1');X,1] (5.1.1a) 
SCX,t) = sxCX’,1’), TOCX’, 1’);X, 1] (5.1.2a) 
POX,1) = YLx (Xt), TCX ,1');X, 1] (5.1.3a) 
h(X,t) = h[x(X’,1’), TCOX’,1’);X,1] (5.1.4a) 
这 里 X 是 属于 B 的 任 一 粒子 ,t" 是 小 于 或 等 于 现时 刻 t 的 历史 任 一 时 刻 , 即 
XEB, -~o<t<t (5.1.5a) 


g、s ,hh 等 表示 运动 历史 x(X ,1 ) 和 温度 历史 TCX',1 ) 的 泛 函 。 泛 函 中 “;” 后 
对 X 的 显 式 依赖 可 反映 介质 的 非 均 质 效应 ,对 现实 时 刻 即 历史 回溯 起 点 上 的 显 式 
依赖 可 反映 介质 的 老化 效应 。 但 是 ,今后 我 们 将 不 考虑 这 二 种 效应 , 故 将 去 掉 其 中 
“;” 后 的 XX,t。 为 了 更 简洁 地 对 历史 进行 刻画 ,我 们 引入 所 谓 的 流逝 时 间 (elapsed 
time), 即 从 现时 刻 上 向 回 追 溯 的 时 间 r: 
r=t-t, 0<r<o (5.1.6) 
则 可 将 运动 历史 和 温度 历史 分 别 写 为 
{ x(X’, 1)= x(X,t -r=x'(X’,r) 
T(X’, 1)= T(X’,t - r)= T'(X’,r) 
式 (5.1.7) 右 端的 记号 x' (XX',r)、T'(X',rt) 分 别 表示 粒子 X 直至 时 刻 t 为 
止 的 运动 历史 和 温度 历史 ,于 是 式 (5.1.1a) 一 式 (5.1.4a) 可 写 为 
G(X,1)= ox'(X’,r),T'(X’,r);X, 1] (5.1.1b) 
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S (和 ,1) = sLx'(X’,r), T'(X',r);X,1] (5.1.2b) 
YX,1) = YLx' (KX,r), TX',r);X,t] (5.1.3b) 
hOX,t)= hix' CX’,r), T'(X’,r);X,t] (5.1.4b) 
2. 局 部 作用 原理 (local action) 
局 部 作用 原理 可 以 表述 为 : 任 一 粒子 X 的 响应 只 由 该 粒子 附近 很 小 邻 域 N 内 
粒子 的 运动 历史 和 温度 历史 所 确定 , 即 式 (5.1.5a) 中 X' 只 需 属于 X 的 邻 域 N: 
XEN, -~<t<t (5.1.5b) 
此 原理 是 确定 性 原理 在 空间 范围 上 的 进一步 具体 化 。 下 节 将 指出 , 当 邻 域 N 
是 一 无 穷 小 的 邻 域 时 , 则 可 将 确定 性 原理 化 为 粒子 X 的 响应 对 粒子 夺 本 身 的 变形 
梯度 历史 F'(X,r) 温度 历史 7 (X,r) 和 温度 梯度 历史 G' (X,r) 的 依赖 关系 ,这 
就 是 所 谓 的 简单 材料 (simple materials) 的 本 构 关系 。 例 如 简单 材料 Cauchy 应 力 
0 的 本 构 泛 函 为 
G(X,1)= oLF'(X,r),T'(X,r),G'(X,r)] (5.1.8) 
需要 说 明 的 是 :“ 简 单 材料 ”事实 上 并 不 简单 ,这 是 因为 现今 人 们 所 研究 过 的 绝 
大 多 数 材料 事实 上 都 可 归结 为 简单 材料 的 特例 。 通 过 局 部 作用 原理 引入 简单 材料 
概念 的 意义 是 :对 简单 材料 我 们 可 以 只 通过 均匀 变形 的 试验 和 等 温度 梯度 的 试验 
来 寻求 其 本 构 泛 函 就 行 了 。 例 如 我 们 在 材料 试验 机 上 常常 进行 的 简单 拉 压 试验 和 
薄 壁 管 的 扭转 试验 就 都 是 均匀 变形 的 试验 。 
下 面 我 们 以 简单 材料 为 例 对 内 变量 理论 给 以 简要 说 明 。 内 变量 理论 不 引入 本 
源 变量 的 整个 历史 而 引入 若干 个 内 变量 ,以 内 变量 的 当前 值 记忆 和 表征 迄今 为 止 
过 去 的 历史 ,从 而 描述 材料 运动 和 变形 的 不 可 逆 性 特征 。 内 变量 和 本 源 变 量 的 现 
时 值 一 起 共同 决定 材料 迄今 为 止 的 响应 ,这 是 内 变量 型 本 构 关系 的 第 一 部 分 。 内 
变量 是 一 些 反映 不 可 逆 过 程 中 材料 内 部 结构 状态 变化 的 量 ,如 弹 塑性 材料 中 反映 
位 错 运动 的 功 硬化 或 应 变 硬 化 参量 ,材料 的 损伤 积累 程度 、 相 变 程度 或 化 学 反应 程 
度 等 ,它们 是 决定 材料 响应 的 重要 因素 ,而 它们 的 演化 又 由 当时 的 外 变量 和 内 变量 
“状态 ”所 共同 决定 ,这 是 内 变量 型 本 构 关系 的 第 二 部 分 , 即 所 谓 的 内 变量 演化 方 
程 ,这 些 方程 确定 了 历史 下 一 步 的 演化 方向 。 包 括 上 述 两 部 分 的 全 部 方程 合 在 一 
起 即 构成 完整 的 内 变量 型 本 构 关系 。 所 以 如 以 人 (8= 1,…,n) 表 示 与 n 种 耗 散 
机 制 相对 应 的 内 变量 , 则 简单 材料 Cauchy 应 力 e 本 构 方程 的 内 变量 表述 可 以 
写 为 
G(X,I) = GCCF(X,D),T(X,ID),G(XK,I) ,ba) (= 1 mn) (5.1.9) 
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E, = ,F(X TOXII), G(X, cs) (Ca = 1 niB = 11,n) 
(5.1.10) 


其 中 (5.1.10) 式 即 是 n 个 内 变量 的 演化 方程 ,go 和 户 代 表 本 构 函 数 (而 不 是 泛 
函 ), 它 们 都 是 粒子 X 在 现时 刻 t 的 外 变量 F( 关 ,1)、T( 关 ,1)、G(XX, i) 以 及 内 变 
量 6 的 函数 。 

3. 减退 记忆 原理 (fading memory) 

减退 记忆 原理 可 表达 为 :越久 远 的 历史 对 材料 现时 刻 响应 的 影响 越 小 ,以 致 可 
以 忽略 。 这 样 就 可 以 得 出 所 谓 的 记忆 减退 型 的 本 构 方程 。 特 别 地 , 当 假设 材料 的 
响应 对 历史 的 依赖 只 是 对 现时 刻 t 前 无 穷 短 历史 的 依赖 时 ( 即 对 变形 和 温度 变化 
率 的 依赖 时 ) , 则 类 似 于 局 部 作用 原理 的 处 理 方法 ,我 们 即 可 得 到 所 谓 的 率 型 本 构 
方程 。 

局 部 作用 原理 和 减退 记忆 原理 分 别 是 确定 性 原理 在 空间 和 时 间 上 的 进一步 具 
体 化 和 近似 。 

4. 坐标 不 变性 原理 (coordinate invariance) 

描写 材料 性 质 的 本 构 关系 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 或 者 说 材料 的 本 构 关系 应 该 
适用 于 任何 的 坐标 系 ,这 即 是 所 谓 的 坐标 不 变性 原理 。 更 确切 地 说 即 是 对 两 个 不 
做 相对 运动 的 不 同 坐标 系 而 言 , 本 构 方程 具有 形式 不 变 的 性 质 。 根 据 第 1 章 我 们 
所 讲 的 张 量 方程 的 坐标 不 变性 法 则 , 当 我 们 对 本 构 方程 取 张 量 方程 的 表述 方式 时 ， 
就 自然 满足 了 这 一 需求 。 

5. 构架 无 关 原理 (frame indifference) 或 客观 性 原理 (objectivity) 

构架 无 关 原 理 是 指 对 任何 两 个 相互 做 刚性 运动 的 构架 中 的 不 同 观 察 者 来 说 ， 
材料 的 本 构 方程 应 该 具有 同样 的 形式 。 这 一 原理 所 反映 的 事实 是 ,材料 本 身 的 性 
质 是 客观 的 ,与 观察 者 所 处 的 构架 是 无 关 的 ,所 以 又 称 为 客观 性 原理 。 

6. 许可 性 原理 (admissibility) 或 一 致 性 原理 (consistency) 

许可 性 原理 是 指 本 构 方程 必须 和 质量 守恒 、 动 量 守 恒 、 能 量 守恒 等 方程 以 及 反 
映 过 程 不 可 逆 性 特征 的 粹 均衡 方程 和 炉 不 等 式 相 容 ,共同 组 成 连续 介质 力学 的 基 
本 方程 组 。 今 后 我 们 将 会 看 到 , 炉 不 等 式 会 对 本 构 方程 加 上 很 强 的 限制 ,所 以 这 一 
原理 主要 指 的 是 本 构 方程 与 粹 不 等 式 的 相 容 性 或 一 致 性 。 

7. 材料 对 称 性 原理 (materials symmetry) 

材料 对 称 性 原理 是 指 当 材 料 本 身 存在 某 些 构 造 上 的 对 称 性 时 ,材料 本 构 方程 
的 形式 会 受到 某 些 限制 。 显 然 , 材 料 的 对 称 性 越 多 ,本 构 方程 所 受到 的 限制 也 就 越 
多 ,其 本 构 方程 的 形式 也 将 更 加 简单 。 
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8. 等 存 性 原理 (equipresence) 

等 存 性 原理 是 指 当 我 们 没有 确切 的 依据 时 ,我 们 必须 假设 各 种 不 同 因 变量 的 
本 构 泛 函 中 出 现 同样 的 自 变量 ,除非 许可 性 原理 ,构架 无 关 原 理 或 材料 对 称 性 原理 
限定 了 某 些 自 变量 不 能 出 现在 某 些 本 构 泛 函 之 中 。 这 一 原理 可 使 我 们 不 至 于 遗漏 
影响 材料 行为 的 某 些 因 素 。 

在 以 上 原理 中 最 重要 的 是 构架 无 关 原 理 、 局 部 作用 原理 .许可 性 原理 和 材料 对 
称 性 原理 ,我 们 将 在 下 面 几 节 中 分 别 加 以 阐述 。 | 


5.2 构架 无 关 原 理 和 局 部 作用 原理 对 本 构 方 程 形式 的 限制 


5.2.1 物理 过 程 和 等 价 的 物理 过 程 


我 们 把 处 于 某 一 时 空 系 中 的 物体 的 运动 历史 x = x(X ,+ )、 温 度 历史 T= 
T(X'， 4) 、 比 炳 历史 = s CX ， 1) 、 应 力 历史 g=a(X ,1 )、 自 由 能 历史 = 
(X'， + ) .热流 历史 hh = h(X ,1 ) 等 等 的 总 和 称 为 一 个 物理 过 程 。 为 了 描写 一 
个 物理 过 程 需要 一 定 的 时 空 系 ,而 同一 个 物理 过 程 在 不 同 的 时 空 系 中 将 有 不 同 的 
数学 表示 , 故 为 了 清晰 起 见 ,我 们 将 把 同一 个 物理 过 程 在 不 同时 空 系 中 的 数学 表示 
称 之 为 等 价 的 物理 过 程 。 根 据 我 们 在 2. 10 节 中 所 讲 的 关于 时 空 系 和 时 空 系 变换 
的 知识 , 设 p(x,t) 和 F(xX, 7 了) 表示 两 个 不 同 的 时 空 系 ,它们 间 的 时 空 变换 关系 由 
如 下 的 公式 所 表达 : 

| XxX, 7)= Qt) x(X,t)+ C(t) 

T=t+a (t{<t,rT Ct+a) 

其 中 X 为 物体 中 任意 粒子 在 初始 构 型 中 的 位 置 矢量 , x 和 x 是 该 粒子 分 别 在 时 空 
系 9 中 的 历史 时 刻 t" 和 在 5 中 的 相应 (同一 ) 时 刻 六 的 瞬时 位 置 撩 量 ,a、C、Q 分 别 
为 与 粒子 无 关 的 任意 常数 .任意 的 常 矢量 、 任 意 的 常 正 交 张 量 , 但 是 在 历史 上 不 同 
的 时 刻 1' 却 可 以 有 不 同 的 值 。 式 (5.2.1a) 表 示 , 时 空 系 9 和 5 的 时 间 起 点 差 一 个 
数值 ac, 在 历史 上 的 1'( 即 站) 时 刻 两 个 时 空 系 构架 的 原点 相差 一 个 平移 矢量 
C(f ) ,同时 两 个 时 空 系 的 构架 相差 一 个 由 正 交 张 量 QC1 ) 所 表达 的 刚体 旋转 或 
反射 。 由 于 温度 T( 连 同比 粹 s 及 比 自由 能 少 .Cauchy 应 力 ec、E 氏 热 流 矢量 h 分 
别 是 构架 无 关 的 标量 、 构 架 无 关 的 二 阶 张 量 、 构 架 无 关 的 矢量 ,所 以 对 同一 个 客观 
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的 物理 过 程 ,它们 在 时 空 系 ” 和 5 中 的 表象 将 分 别 由 如 下 各 式 相 联 系 : 


下 (XXX 人 (5.2.2a) 
d(X',T)= Qt) eX IOTCG) (5.2.3a) 
F(X’',t)= s(X', 1') (5.2.3b) 
PX ,T= 全 (大 1°) (5.2.3c) 
h(X’,T)= QC 有 (7 (5.2.3d) 


换言之 ,在 两 个 时 空 系 p(x,1) 和 F(X, 7) 中 ,各 物理 量 (包括 本 源 变量 和 因 变 量 ) 
的 表象 由 式 (5.2.1) 一 式 (5.2.3) 相 联系 的 物理 过 程 即 为 等 价 的 物理 过 程 , 即 等 价 
的 物理 过 程 代表 的 是 不 同时 空 系 中 的 观察 者 所 观察 到 的 同一 个 客观 物理 过 程 。 以 
后 我 们 将 简洁 地 把 式 (5.2.1) 一 式 (5.2.3) 称 为 各 有 关 量 的 等 价 变换 公式 。 

当 我 们 引入 流逝 时 间 r = 上 一心 时 ,本 源 变量 的 时 空 变 换 式 (5. 2. 1a) 和 式 
(5.2.2a) 可 分 别 写 为 

元 (X' PP)= Q(t -re x(X ,tr)+C(t-r)= QO. x'(X)+C!' 

(5.2.1b) 

TX ,ET)= TOX,t -r= T'(X') (5.2.2b) 
其 中 Q'= Q(t 和 C'= C(t 一 zt) 分 别 表示 直至 现时 刻 1 为 止 的 构架 旋转 历史 
和 原点 平移 历史 。 


5.2.2 构架 无 关 原理 对 本 构 方程 形式 的 一 般 要 求 


根据 5.1 节 中 所 讲 的 构架 无 关 原理 的 要 求 ,合理 的 本 构 方程 必须 是 构架 无 关 

的 , 即 同一 材料 在 不 同时 空 系 中 本 构 泛 函 的 形式 必须 相同 。 具 体 说 来 即 是 :如 果 一 

个 本 构 泛 函 适合 于 时 空 系 9 中 的 物理 过 程 的 话 , 则 它 也 必须 适合 于 时 空 系 8 中 等 

价 的 物理 过 程 。 以 Cauchy 应 力 e 的 本 构 泛 函 为 例 ,利用 确定 性 原理 ,这 相当 于 以 
下 二 式 要 同时 成 立 : 

G(X,t)= oLx(X,1), TX ,1)] (9) (5.2.4) 

GX, 1)= olx(X ,7), TCX ,7)] (FP) (5.2.5) 

我 们 强调 指出 ,这 里 重要 的 是 :尽管 在 时 空 系 9 中 表达 的 粒子 XX 本 身 的 应 力 

o( 久 ,1) 和 各 粒子 X 的 运动 历史 x (XX ,+ ) 温度 历史 T(X , 1) 在 时 空 系 F 中 

分 别 改 成 了 Gg( 义 , 7) .x(X’, 7) 和 TCX', 7), 但 是 5(XX, 7) 对 EC(X, 7 和 工 

(X'， 站 ) 的 依赖 关系 与 a(XX,1) 对 x(X ,1 ) 和 TC(X ,+ ) 的 依赖 关系 则 是 完全 
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相同 的 ,它们 都 由 同一 个 泛 函 关系 5 所 表达 ,这 就 是 构架 无 关 原理 的 实质 和 其 在 数 
学 上 的 体现 。 
将 物体 中 各 粒子 X 在 历史 各 时 刻 1' 时 应 力 的 等 价 关系 (5. 2. 3a) 式 应 用 于 
粒子 XX 在 t 时 刻 的 值 ,我 们 有 
G(X, 1)= Q(t) a(X,1). OTL) (5.2.3a)” 
将 式 (5.2.3a)' 代 人 式 (5.2.5) ,并 在 所 得 结果 中 利用 式 (5.2.4) ,有 
o[x(X' ,7), TOX',T)]= QO(1) olX,1). QT™1) 
= Q(t) .oa[x(X' ,1), TOX’,t)] OrCD (5.2.6) 
式 (5.2.6) 就 是 构架 无 关 原理 对 泛 函 5 形式 的 限制 或 一 般 要 求 ,其 中 的 运动 历 
史 x(X'， 1)、(X’, 7) 和 温度 历史 T(X ,1')、T(X , 术 ) 之 间 满 足 等 价 关 系 
(5.2.1) 式 和 (5.2.2) 式 ,而 且 要 对 任意 的 a、C(1')、Q(1 ) 式 (5.2.6) 都 要 成 立 。 
用 一 句 更 确切 的 话 来 表达 就 是 ,构架 无 关 原 理 要 求 本 构 泛 函 o 必须 具有 这 样 的 性 
质 ; 当 把 Cauchy 应 力 本 构 泛 函 6 中 各 粒子 的 自 变量 历史 进行 等 价 变换 时 ,其 结果 
应 该 等 于 对 其 因 变 量 的 值 进行 现时 刻 t 的 等 价 变换 的 结果 。 这 里 我 们 是 以 
Cauchy 应 力 为 例 来 加 以 说 明 的 ,显然 这 一 表述 对 任意 因 变 量 的 本 构 泛 函 也 都 是 适 
用 的 ,只 不 过 它们 的 时 空 变换 关系 或 等 价 变换 关系 不 同 而 已 。 


5.2.3 构架 无 关 原理 在 时 空 平移 上 的 体现 


构架 无 关 原理 要 求 本 构 泛 函 6 对 任意 正 交 张 量 Q (1 ) .数值 .矢量 CC ) 
( 含 于 郑 (X ,性 ) 中 ), 式 (5.2.6) 都 要 成 立 。 特 别 地 ,如 果 我 们 取 
Q(t1)=1, a=-t, C(t)=-x(X,1t) (tt (5.2.7) 
式 (5.2.6) 也 应 该 成 立 。 引 入 流逝 时 间 r = t -1 , 则 在 特殊 选择 (5.2.7) 式 之 下 ， 
式 (5.2.1b) 、 式 (5.2.2b) 成 为 
XX,7)= xCX ,tr xX,t— r= x'(X)— x'(X) (5.2.1c) 
TX’, = TCX tr)= T'(X') (5.2.2c) 
其 中 x'(X)=x(X’,t 一 tr)、T'(X )=T(X’,t 一) 分 别 表示 粒 子 X 直至 现时 
为 止 的 运动 历史 和 温度 历史 ,而 x'(X ) - x'( 闵 ) 则 表示 X 对 我 们 所 考虑 的 粒子 
时 的 相对 运动 的 历史 。 将 (5.2.7) 式 (5.2.1c) 式 (5.2.2c) 式 代入 (5.2.6) 式 ,有 
GLCx' CX)— x' CX)), TX )]= olx'(X’),T'(X')] 
因此 本 构 关系 可 表达 为 
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G(X,1)= ofx'(X’),T'(X)]= of (x'(X)- x'(X)), T'(X')] 
(5.2.8) 

式 (5.2.8) 说 明 :Cauchy 应 力 e 的 本 构 泛 函 事实 上 只 依赖 于 物体 中 各 粒子 XX 
对 所 考虑 粒子 六 的 相对 运动 历史 x'(X) -x'( 义 ) 和 温度 历史 T' (X’)。 从 物理 
上 看 ,其实 这 是 容易 理解 的 ,因为 如 果 各 粒子 对 于 所 考虑 的 粒子 没有 相对 运动 , 物 
体 也 就 没有 变形 ,其 应 力 自 然 就 等 于 0。 

这 里 我 们 对 式 (5. 2.7) 的 意义 加 以 简单 说 明 。 当 我 们 取 式 (5. 2.7) 时 ,由 
(5.2. 了 1) 式 可 见 ,如 果 t =1, 则 有 =t 一 +=0; 如 果 Q(t)= I.C(1)= 
一 x( 义 ,1 ), 则 当 XX = 义 时 ,将 有 (X',7)=x(X, 1 ) 一 x(X, 1')=x'(X)— 
x'(X) =0。 所 以 , 式 (5.2.7) 的 物理 意义 是 :我 们 总 是 把 时 空 系 ? 中 的 现时 刻 ! 取 
作 时 空 系 F 的 时 间 原 点 ;而 且 在 历史 上 的 每 一 时 刻 总 是 保持 时 空 系 5 和 9 的 构架 
坐标 轴 相 平行 ( 即 只 考虑 构架 平移 ) ,同时 总 是 把 我 们 所 考虑 的 粒子 X 在 时 空 系 9 
中 的 瞬时 位 置 x 取 作 时 空 系 F 的 坐标 原点 。 


5.2.4 局 部 作用 原理 的 体现 


局 部 作用 原理 说 明 , 本 构 泛 函 (5.2.8) 式 中 的 粒子 X 只 需 属于 粒子 XX 的 某 一 
个 小 的 邻 域 N。 若 此 邻 域 为 无 限 小 , 且 将 x'(X')、T'(X) 在 处 展 为 Taylor 级 
数 , 则 有 
XIX) = XCX) + PX) (XK' -XK) + 


See (XK ~ KX) + 
TCX) = TX) + G(X) (XX)+ 十 2 Sd oon CR Me 
其 中 ,F'(X) 和 G'(%X) 分 别 是 粒子 X 处 的 变形 梯度 张 量 和 工 氏 温 度 梯度 矢量 ， 
守 基 和 轩 可 分 别称 为 粒子 X 处 的 “n 阶 变形 梯度 "和 “n 阶 L 氏 温度 梯度 ”,“。” 
和 “。…。…。” 分 别 表示 一 次 点 积 和 n 次 点 积 。 

当 取 邻 域 N 为 无 限 小 时 ,任何 粒子 X 将 都 可 被 排除 在 N 之 外 ,所 以 上 两 式 中 
对 相对 运动 历史 和 温度 历史 真正 起 作用 的 将 只 是 粒子 和 处 的 各 阶梯 度 。 如 果 我 
们 在 上 两 式 中 取 至 n 阶梯 度 并 将 之 代入 式 (5.2.8) 之 中 , 则 称 所 得 的 材料 为 <n 阶 
材料 ”如 果 我 们 在 上 两 式 中 只 取 至 1 阶梯 度 并 将 之 代入 式 (5.2.8) 之 中 , 则 称 所 得 
的 材料 为 “简单 材料 ”(simple materials)。 由 式 (5. 2. 8) 出 发 , 可 见 简单 材料 
Cauchy 应 力 的 本 构 关系 可 以 表达 为 


o(X,1)= GLF'(X)，T:(X)，G'(X)] (5.2.9) 
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其 中 
F'(X)= F(X,t -tr), T'(X)=T(X,t -tr), G'(X)= G(X,t-r) 
分 别 表示 粒子 X 处 的 变形 梯度 历史 ,温度 历史 和 工 氏 温 度 梯度 历史 。 这 说 明 , 简 
单 材料 的 本 构 泛 函 只 依赖 于 粒子 X 本 身 的 变形 梯度 历史 、 温 度 历 史 和 工 氏 温度 梯 
度 历史 ,因此 我 们 可 以 只 通过 均匀 变形 和 在 各 不 同 温度 下 有 均匀 温度 梯度 的 试验 
来 测量 简单 材料 的 本 构 关系 。 以 后 我 们 将 由 许可 性 原理 说 明 , 温 度 梯 度 也 是 不 会 
出 现在 本 构 泛 函 之 中 的 ,所 以 对 简单 材料 我 们 只 需 通过 均匀 变形 和 各 不 同 温度 下 
有 均匀 温度 分 布 的 试验 即 可 得 到 其 本 构 关系 。 

参照 5.1 节 中 关于 内 变量 理论 的 说 明 ,如 果 我 们 用 本 构 方 程 的 内 变量 表述 , 则 
与 (5.2.9) 式 相对 应 ,简单 材料 Cauchy 应 力 的 本 构 方程 将 具有 如 下 形式 : 


| = 0(F,T,G,é) 
6 =f.(F,T,G,é) (a = 1，m) 
这 里 的 各 量 都 是 针对 粒子 人 X 和 现时 刻 t 取 值 的 ,但 我 们 省 略 掉 了 粒子 X 和 现时 刻 


1 的 标记 。 式 中 6 为 n 个 内 变量 ,oC(F,T,G,Sp) 表 示 F、T、G、éa 的 张 量 函数 
(而 非 泛 函 ), 后 n 个 方程 为 内 变量 $。 的 演化 方程 。 


5.2.5 构架 无 关 原理 在 构架 旋转 上 的 体现 一 一 本 构 方程 的 简化 形式 


下 面 我 们 以 简单 材料 为 例 来 说 明 构架 无 关 原 理 在 构架 旋转 上 的 体现 。 构 架 无 
关 原 理 要 求 本 构 泛 函 (5.2.9) 式 对 任意 的 时 空 系 都 有 同样 形式 , 即 本 构 泛 函 c 适合 
于 时 空 系 9 和 5 中 的 任意 两 个 等 价 物理 过 程 ,用 数学 公式 表达 , 即 有 
G(X,1)= oLF'(X),T'(X),G'(X)] (9) (5.2.10) 
G(X, 1)= oLF'(X), T'(X),G'(X)] (8) (5.2.11) 
但 对 等 价 的 物理 过 程 ,我 们 有 因 变量 和 自 变 量 各 自 的 如 下 时 空 变换 关系 : 
G(X, 1)= Q(t) oe(X,t): OT) (5.2.12) 


Fi=Q'.F, Ti=7T, Gi=G: (5.2.13) 
将 式 (5.2.12) 和 式 (5.2.13) 代 入 式 (5.2.11) 之 中 并 利用 式 (5.2.10), 有 
QGD + ofF',T',G']: Q(t) = ac[0 F',T',G'] (5.2.14) 
这 里 我 们 省 略 掉 了 粒子 X 的 标记 。 
式 (5.2.14) 就 是 构架 无 关 原理 对 简单 材料 本 构 泛 函 c 形式 的 限制 ,其 中 @: 为 
任意 的 正 交 张 量 历史 。 用 一 句 简洁 的 话 来 表达 即 是 :本 构 泛 函 c[F' ,T',G'] 必 须 
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具有 这 样 的 性 质 , 当 将 泛 函 中 的 自 变量 历史 F' 、T' 、G: 进行 等 价 变换 而 分 别 改 变 为 
Q'，F'、T'、G! 时 所 得 到 的 因 变量 的 值 应 该 等 于 对 因 变 量 的 值 s[F',T',G'] 进 
行 现 时 刻 t 的 等 价 变换 的 结果 。 
式 (5.2.14) 对 任意 的 正 交 张 量 历史 Q' 三 Q(t -r+) 都 应 成 立 ,特别 地 ,如 果 我 
们 取 
Q' = (RY)T (5.2.15) 
其 中 R' 三 R(t ~ zr) 表 示 粒 子 X 处 的 旋转 张 量 历史 , 则 式 (5.2.14) 成 为 
RT™1) » ofF',T',G'] R(t) = of (RD)T. F',T',G']= ofU',T',G'] 
(5.2.14)” 
这 里 我 们 利用 了 变形 梯度 张 量 的 右 极 分 解 式 F' = R'。U' 和 R' 是 正 交 张 量 的 
特性 : 
F=RU，U = (RD .FI = (ROOT FE (5.2.16) 
其 中 U' 三 U(t 7) 表 示 粒 子 X 处 的 右 伸缩 张 量 历史 。 将 式 (5.2.14) 的 两 端 左 点 
乘 以 RCI)\ 右 点 乘 以 RT(t) ,可 见 Cauchy 应 力 的 本 构 泛 函 必 有 如 下 形式 ， 
a(X,1)= oF',T',G']= R(t) ol(U',T',G'). RT™L) 
(5.2.17a) 
显然 式 (5.2.17a) 也 可 以 写 为 由 工 氏 应 变 历史 E 所 表达 的 如 下 的 形式 : 
o(X,1)= R(t1) ol(E',T',G'). RT™(1) (5.2.17b) 
这 是 因为 
E' = 去 [CU')* 一 了 


当然 式 (5.2.17b) 中 的 泛 函 5 和 式 (5.2.17a) 中 的 泛 函 5 是 不 同 的 。 

式 (5.2.17a) 和 式 (5. 2. 17b) 都 称 为 Cauchy 应 力 e 本 构 方程 的 简化 形式 
(reduced form) ,它们 是 局 部 作用 原理 和 构架 无 关 原理 在 时 空 旋 转 任 意 性 上 的 体 
现 。 它 们 说 明 :简单 材料 的 Cauchy 应 力 e 依赖 于 粒子 X 自身 的 工 氏 应 变 历史 E' 
(或 U') ,温度 历史 T' ,温度 梯度 历史 G', 但 是 却 仅仅 与 其 旋转 张 量 的 现时 值 
R(t) 有 关 , 而 不 是 依赖 于 整个 旋转 的 历史 R'。 

利用 Cauchy 应 力 的 本 构 泛 函 的 简化 式 (5.2.17) 式 以 及 Cauchy 应 力 和 P-K 
应 力 之 间 的 如 下 关系 (3.2 节 中 的 式 (3.2.7a) 和 式 (3.2.14)): 

S = 如 (FID)T， 了 = Fl1.S=JF-I.G。(CF-D)T 
不 难得 出 P-K 应 力 本 构 泛 西 的 简化 形式 可 分 别 表 达 为 
S(X,1) = R(t) + $C(E',T',G') (5.2.18) 
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EX,1) = SH(E',T',G') (5.2.19) 
为 紧凑 起 见 在 以 上 各 式 中 都 省 略 了 右 端 各 量 所属 粒 子 的 标记 XX。 
当然 我 们 也 可 以 参照 前 面 对 Cauchy 应 力 本 构 方程 简化 形式 (5. 2.17) 式 的 推 
导 过 程 ,以 类 似 的 方法 独立 地 导出 第 一 类 和 第 二 类 P-K 应 力 本 构 方 程 的 简化 形式 
(5.2.18) 式 和 (5.2.19) 式 ,读者 可 作为 练习 尝试 之 。 
对 比 式 (5.2.17) , 式 (5.2.18) 和 式 (5.2.19) ,从 形式 上 看 似乎 第 二 类 P-K 应 力 
马 的 本 构 方程 最 为 简单 ,除了 依赖 于 温度 历史 T' ,温度 梯度 历史 G: 以 外 , 它 只 依 
赖 于 工 氏 应 变 的 历史 巨 ' 而 与 介质 的 旋转 张 量 尺 (1) 完 全 无 关 。 但 是 事实 上 ,这 种 
所 谓 的 “简单 性 ”只 是 表面 上 的 ,因为 作为 应 力 的 度量 ,第 二 类 P-K 应 力克 的 定义 
是 比较 复杂 的 , 它 本 身 是 与 介质 的 变形 梯度 张 量 进而 因 之 与 介质 的 旋转 是 相关 
联 的 。 
最 后 我 们 指出 ,5.2.5 节 中 的 推理 同样 适用 于 内 变量 理论 。 仍 以 Cauchy 应 力 
为 例 , 设 在 时 空 系 中 简单 材料 内 变量 形式 的 本 构 方程 及 内 变量 演化 方程 为 
(1) = a(F,T,G,és) (B= 1,%,n) (5.2.20a) 


Eb = 记 (F,T,G,6) Ca=1n 3B=1,,n) (5.2.20b) 
构架 无 关 原理 要 求 在 时 空 系 5 中 其 Cauchy 应 力 的 本 构 方程 也 必须 具有 同样 的 形 
式 , 即 有 


G(X, 1)= o(F, T,G, és) (5.2.21a) 


志 = /.(F, 7,G,6) (5.2.21b) 
这 里 尽管 自 变 量 和 因 变 量 都 是 在 时 空 系 8 中 量度 的 因而 都 带 有 “一 ”, 但 是 
(5.2.21) 式 中 的 本 构 函数 o、f。 却 是 分 别 与 (5.2.20) 式 中 的 函数 o、f,。 完全 相同 
的 。 假 设 其 中 的 内 变量 $。 都 为 与 时 空 无 关 的 标量 , 即 都 是 Lagrange 型 的 内 变量 ， 
则 其 时 空 变换 下 的 等 价 变换 式 将 为 


6 = 6 (5.2.22a) 

而 FF、T、G\e 的 时 空 变换 式 分 别 为 
F=Q.F, T=7T, G=6G (5.2.22b) 
6=0.c.0r (5.2.23) 


于 是 ,类 似 于 前 面 的 推导 方法 ,利用 式 (5.2.20)、 式 (5.2.21)、 式 (5.2.22) 和 式 
(5.2.23) ,可 得 


Qo(F,T,G,ég). OT = o(Q. F,T,G,é) (5.2.24a) 
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$=f.(Q:F,T,G,és) (5.2.24b) 
式 (5.2.24) 对 任意 的 正 交 张 量 8 都 成 立 ,特别 地 当 取 Q = R" 时 , 式 (5.2.24) 成 为 
RT .oC(F,T,G,ép)* R=o(RT.F,T,G,és) 

= 6(U,T,G,és) = o° (E,T,G,é) (5.2.25a) 
名 = f,(RT. F,T,G,é0)= f,(U,T,G,8s)= f: (E,T,G,és) (5.2.25b) 
将 (5.2.25a) 式 的 两 端 左 点 乘 以 R、 右 点 乘 以 RT, 则 可 得 简单 材料 Cauchy 应 力 张 
量 内 变量 形式 本 构 关系 的 简化 形式 以 及 内 变量 的 演化 方程 ; 


o(X,1)= Ra (CE,T,G,6p)。RT (5.2.26a) 
6 = f°(E,T,G,é,) (5.2.26b) 
而 P-K 应 力 张 量 内 变量 形式 本 构 函 数 的 简化 形式 则 为 
S(X,1) = RS°(E,T,G,é) (5.2.27) 
EX,1) = B° (E,T,G,é,) (5.2.28) 


5.3 许可 性 原理 对 本 构 方 程 形式 的 限制 


本 节 我 们 将 以 第 一 类 P-K 应 力 5 为 主要 研究 对 象 ,同时 为 了 书写 简单 起 见 本 

节 将 用 内 变量 理论 来 叙述 ,然后 指出 泛 函 表述 的 相应 结果 。 参 照 简 单 材料 Cauchy 
应 力 本 构 方程 内 变量 表述 的 公式 (5.2.9)' 式 ,简单 材料 第 一 类 P-K 应 力 S、 比 炉 s、 
比 自由 能 少 和 三 氏 热流 矢量 h 本 构 方程 的 内 变量 表述 形式 可 写 为 

S = $(F,T,G,ép) 

s = s(F,T,G,é;) 

$= YF,T,G, és) (5.3.1) 

h = h(F,T,G,é;) 

外 = f.(F,T,G,68) (a = 1,0,n3B = 1,°,n) 
当然 构架 无 关 性 要 求 各 本 构 函 数 应 具有 相应 的 简化 形式 ,但 下 面 的 推理 不 依赖 于 
这 些 要 求 。 许 可 性 原理 要 求 , 本 构 方程 (5.3.1) 式 必须 和 质量 守 便 ,动量 守恒 、 能 量 
守恒 方程 以 及 和 不 等 式 等 相 容 。 这 些 方 程 可 写 出 为 (2.9 节 式 (2.9.3)、3.4 节 式 
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(3.4.23a) .4.1 节 式 (4.1.8) .4.3 节 式 (4.3.14)) 
p+pdivy =0 
pob = pob + DIVS 
pu=p( y+TS+sT)=60:D+pr -divh = £S:F+ opr- divh 
(5.3.2) 
B=-p( y+sT)+eo:D- lh.g =-pY+sD)+£s:F- Hh ‘g>0 
(5.3.3) 


在 式 (5.3.2) 和 式 (5.3.3) 中 ,我 们 把 由 a 表达 的 单位 瞬时 体积 的 变形 功率 转 
化 成 了 由 S 表达 的 式 子 (3.5 节 式 (3.5.22)): 


o:D=£s:F (5.3.4) 
当 我 们 将 工 氏 坐标 X 和 时 间 上 作为 自 变量 而 将 E 氏 坐 标 x 以 及 T、p、S、s、Jh、 
6. 作为 待 求 的 未 知 量 时 (FE= 绕 ,G = 9 这,g = G。 F-!、v = 六 就 都 不 是 未 知 量 
了 ) ,共有 19+n 个 未 知 量 ,而 式 (5.3.2) 和 式 (5.3.1) 恰 有 19+n 个 方程 ,因此 式 


(5.3.2) 和 式 (5.3.1) 组 成 了 封闭 的 连续 介质 力学 基本 方程 组 ,它们 通常 是 可 以 相 
容 的 ,不 会 对 本 构 方程 的 形式 提出 什么 限制 。 下 面 我 们 将 要 说 明 , 业 不 等 式 
《5.3.3) 式 会 对 本 构 方程 (5.3.1) 式 的 形式 加 上 一 些 很 强 的 限制 ,所 以 所 谓 的 许可 
性 原理 主要 是 指 炳 不 等 式 对 本 构 方程 形式 的 要 求 。 

对 几 的 本 构 方程 求 随 体 导 数 , 有 


=Fr297199 .1 
=F :Ft+arT+G G+ ge (9.3.5) 
将 此 式 代 入 粹 不 等 式 (5.3.3) 式 ,有 


=[£Ls- 0o291. jg 99)7_ 9, 9d hg 
B= [Fs -eg]:F ofs+ 这 )7-2 知 :6 Pat 7 之 0 


(5.3.6) 
式 (5.3.6) 对 任意 的 宏观 微 过 程 都 成 立 , 即 对 任意 的 下 、T、G 都 要 成 立 。 由 于 式 


(5.3.6) 中 下、T、G 的 系数 都 是 与 它们 自身 无 关 的 , 故 由 所、 了 、G 的 任意 性 我 们 
即 可 推 知 式 (5.3.6) 中 它们 的 系数 都 必须 等 于 0, 即 有 
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oy 

弛 =0 (5.3.7) 
+ -0 (5.3.8) 
15_ 3 - 

站 9-0 (5.3.9) 


式 (5.3.7) 说 明 比 自由 能 少 的 本 构 函数 中 事实 上 并 不 包含 温度 梯度 G; 而 式 
(5.3.9) 和 式 (5.3.8) 则 说 明 ,S 和 s 可 以 分 别 作为 “热力 学 力 ”而 由 少 对 相应 的 “ 热 
力学 距离 ”F 和 了 求 导 而 得 到 , 故 当 将 下 和 了 作为 自 变量 时 ,是 一 种 所 谓 的 “ 热 
力学 势 ”函数 ,同时 S 和 s 的 本 构 函 数 中 事实 上 也 并 不 包含 温度 梯度 G, 即 我 们 可 
写 出 如 下 式 子 : 


p= %(CF,T,6p) (5.3.10) 
s = 9 = SF,T,) (5.3.11) 
S = po = SCF,T,ep) (5.3.12) 


这 一 段 所 说 的 结论 以 及 由 式 (5.3.10) 一 式 (5.3.12) 所 表达 的 结果 ,就 是 焙 不 
等 式 对 内 变量 型 本 构 方程 的 限制 。 这 种 限制 主要 包括 两 点 内 容 :(1) 比 自由 能 少 
是 不 依赖 于 温度 梯度 G 的 ;(2) 比 自由 能 少 是 热力 学 势 。 这 种 限制 是 很 强 的 ,而 且 
有 着 极其 重要 的 理论 和 实践 价值 ,因为 这 里 的 第 一 点 结论 说 明 , 为 了 得 到 自由 能 的 
本 构 关系 ,我 们 只 需 通过 均匀 温度 分 布 的 试验 即 可 ;而 第 二 点 则 说 明 各 种 热力 学 量 
的 本 构 关系 并 不 都 是 独立 的 ,我 们 只 需 得 到 比 自由 能 少 的 本 构 关系 即 可 通过 求 导 
及 简单 的 代数 运算 而 得 到 其 他 热力 学 量 ( 如 S、s) 的 本 构 关 系 ,同时 由 于 这 些 热 力 
学 量 也 必然 是 不 依赖 于 温度 梯度 G 的 ,故我 们 也 可 通过 均匀 温度 分 布 的 试验 而 测 
量 它们 的 本 构 关系 。 

利用 式 (5.3.7)、 式 (5.3.8) 和 式 (5.3.9), 炳 不 等 式 (5.3.6) 式 可 转换 为 如 下 的 
形式 : 


=- /3 -外 2>0 (5.3.13) 
式 (5.3.13) 称 之 为 炉 不 等 式 的 简化 形式 , 它 的 前 n 项 之 和 代表 内 变量 耗 散 ， 
最 后 一 项 则 代表 热传导 耗 散 。 式 (5.3.13) 表 明 ,单位 瞬时 体积 介质 的 总 耗 散 非 负 ， 


它 反映 了 宏观 热力 学 过 程 的 不 可 逆 性 特征 。 如 我 们 在 4. 3 节 所 曾 指出 的 ,如 果 介 
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质 中 的 各 种 内 耗 散 机 制 是 相互 独立 的 , 则 不 但 物理 上 应 该 要 求 而 且 数学 上 也 可 以 
严格 证 明 每 种 单独 的 内 耗 散 机 制 所 引起 的 内 耗 散 也 都 必须 非 负 , 故 有 


,<0 (8 = 1,2,…,n, 不 求 和 ) (5.3.14) 


h.g<0 (5.3.15) 
与 式 (5.3.13) 中 前 n 项 对 B 约定 求 和 不 同 , 式 (5.3.14) 不 对 B 约定 求 和 而 代 
表 n 个 独立 的 不 等 式 ,每 一 个 不 等 式 表 明 每 一 种 单独 的 内 变量 耗 散 过 程 都 使 自由 
能 减 小 , 即 介质 内 部 自发 的 不 可 逆 过 程 向 着 自由 能 减 小 的 方向 进行 (这 在 形式 上 有 
点 类 似 于 自由 落体 必然 向 着 势能 减 小 的 方向 落下 ); 式 (5.3.15) 则 表明 ,热量 自发 
地 向 温度 梯度 相反 的 半空 间 传导 ,这 是 热传导 不 可 逆 性 的 体现 。 
利用 oa、 区 和 S 之 间 的 关系 不 难 证 明 ,c 和 号 也 可 由 热力 学 势 函 数 少 求 导 而 
得 出 : 


2 029. 
o= p39:F (5.3.16) 
p=p F129 p99 (5.3.17) 


式 (5.3.16) 和 式 (5.3.17) 的 第 一 式 是 很 容易 证 明 的 ,而 式 (5.3.17) 的 第 二 式 ， 
则 可 以 通过 E 和 下 间 的 关系 以 及 复合 函数 求 导 的 链 锁 法 则 而 导出 ,读者 可 作为 练 
习 证 明之 。 当 然 我 们 也 可 以 直接 从 e 和 允 的 含 内 变量 的 本 构 函 数 出 发 ,用 类 似 于 
前 面 所 讲 的 方法 来 证 明 式 (5.3.16) 和 式 (5.3.17) ,这些 也 留 给 读者 自己 作为 练习 
去 完成 。 
下 面 我 们 指出 ,以 上 的 推理 过 程 同样 适用 于 本 构 方程 的 泛 函 表述 。 仍 以 简单 
材料 为 例 , 设 前 面 所 述 各 量 本 构 方 程 的 泛 函 表述 为 
f = $SLF',T',G'], s= sLF',T',G'] 
$= YLF',T',G'], h = hiF',T',G'] 
其 中 F'、T'、G' 分 别 表示 粒子 直至 现时 刻 t 为止 的 变形 梯度 历史 ,温度 历史 和 工 
氏 温 度 梯 度 历史 。 此 时 我 们 可 将 等 因 变 量 对 自 变 量 F'、T' 和 G' 的 依赖 分 解 为 
对 其 现时 值 F(1)、T(1)、G(1) 的 依赖 和 对 其 过 去 历史 Fs、Ts、Gs 的 依赖 关系 ， 
记 为 


(5:331) 


y= PLF(D), TCO), GC); Fs, Ts,G!] (5.3.18) 
乡 等 量 对 现时 值 的 依赖 即 是 材料 的 瞬 态 响应 ,对 其 过 去 历史 的 依赖 就 是 材料 历史 
记忆 效应 的 反映 。 由 式 (5.3.18) 对 乡 求 随 体 导数 ,可 得 
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六 = 和: F+9aT+ .G+ 9LF',T',G'] (5.3.19) 


其 中 前 3 ee a 9 对 现时 
值 F.T、G 的 导数 ,而 最 后 一 项 9 称 为 江西 交 的 Fre'chet 导数 ,可 由 泛 函 分 析 中 求 


导 的 链 锁 法 则 而 得 出 , 即 它 等 于 少 对 各 过 去 历史 F;、T;、G; 的 Fre'chet 导数 与 这 
些 过 去 历史 量 对 时 间 1 的 导数 的 乘积 和 。 类 似 于 前 面 对 内 变量 表述 的 处 理 方法 ， 
将 (5.3.19) 式 代入 灶 不 等 式 (5.3.3) 式 之 中 ,并 利用 宏观 微 过 程 中 忆 .T、G 的 任意 
性 ,可 得 


s= p29 (5.3.20) 
= 一 3 (5.3.21) 
a 少 _ 
弱 =。 (5.3.22) 
以 及 单位 瞬时 体积 介质 炉 不 等 式 的 简化 形式 : 
-p90- hE>0 (5.3.23) 


将 式 (5.3.23) 与 式 (5.3.13) 对 比 ,可 见 泛 函 表述 中 的 ( - 9) 恰 是 与 内 变量 表述 
中 单位 质量 的 内 变量 耗 散 ( - 3 和 6) 相对 应 的 。 


本 书 不 能 细 讲 泛 函 分 析 的 有 关 知 识 ,但 在 下 面 我 们 将 通过 一 个 简单 的 例子 来 
说 明 泛 函 及 其 泛 函 Fre'chet 导数 的 概念 。 这 个 例子 就 是 线性 黏 弹性 材料 的 一 维 应 
力 条 件 下 的 积分 型 本 构 关系 。 

线性 黏 弹性 材料 积分 型 本 构 关系 的 思想 是 :材料 在 现时 刻 上 的 应 力 c(t) 是 由 
t 之 前 材料 的 整个 应 变 历史 e' = elt 一 +) = el t”) 所 引起 的 ,而 整个 过 去 的 历史 所 
引起 的 应 力 则 等 于 t 之 前 各 个 微小 时 间 间 隔 [ 二, 六 + dt ] 上 的 应 变 增 量 de 对 上 


时 刻 应 力 贡 献 do 的 累积 和 (上 是 上 之 前 的 任 一 时 刻 ,r = 1 一 + 为 流逝 时 间 )。 材 料 
有 记忆 特性 使 得 各 微小 时 间 间 隔 [Lt ,+ + df ] 上 的 弹性 模 量 是 不 同 的 ,与 从 现时 
刻 t 向 站 回溯 的 流逝 时 间 r 有 关 , 记 之 为 E(r)= E(t 一 1')。 因 有 


de = é(t’)dt’, do = E(t— 1t)de = E(t— 1)é(t)dt’ (5.3.24) 
根据 前 面 所 述 的 线性 黏 弹性 材料 积分 型 本 构 关系 的 思想 ,我 们 有 
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oD =| EQ- Vd = | EC- Ddr=ole'] (5.3.25) 


式 (5.3.25) 中 的 弹性 模 量 ECr) 是 材料 本 身 的 性 质 , 根 据 记忆 减退 原理 它 会 随 
着 流逝 时 间 的 增加 而 松弛 下 降 , 并 有 E(~) = 0, 故 通常 称 之 为 松弛 模 量 
(relaxation modulus) 。 因 为 对 于 给 定 的 材料 ( 即 对 于 给 定 的 E(r)),o(1) 是 由 直 
至 ! 为 止 的 整个 应 变 历史 s(t- r) = e' 按 式 (5.3.25) 所 决定 的 ,所 以 式 (5.3.25) 


就 是 泛 函 oC1) = o[e'] 的 一 个 具体 例子 。 将 式 (5.3.25) 进 行 分 部 积分 ,考虑 到 式 
中 的 E(t 一) 是 对 六 = + 一 + 的 导数 ,与 对 积分 变量 + 的 导数 差 一 符号 , 故 可 有 


oD= [Ee Ddr=- Ee -of + Eelt- Dar 
=- E(m)e(- m) + E(O)e(D +| Ene - rdr 


= E(0)e(D + [ECDelt — rar 
即 
oD) = ECO)e(D + | Ee Ddr (5.3.26) 


式 (5.3.26) 中 的 第 一 项 表示 ! 时 刻 应 变 s(t) 按 当时 的 瞬 态 弹性 模 量 E(0) 所 
引起 的 应 力 , 是 材料 瞬 态 响应 的 体现 ,由 积分 所 表达 的 第 二 项 即 是 t 之 前 历史 上 的 
应 变 e; = e(t 一 r+) 对 t 时 刻 应 力 的 贡献 (+t 时 刻 应 变 的 值 对 积分 结果 没有 影响 )， 
(5.3.26) 式 就 是 (5.3.18) 式 的 一 个 具体 例子 。 

对 式 (5.3.26) 求 导 , 有 

a = ECO) CD + 站 ECoDaGt- dr (5.3.27) 

式 (5.3.27) 就 是 前 述 式 (5.3. 19) 的 一 个 例子 ,其 中 的 第 一 项 与 式 (5.3.19) 中 
的 前 3 项 相对 应 ,而 其 中 的 第 二 项 积分 事实 上 就 是 泛 函 (5.3.25) 式 或 (5.3.26) 式 
的 Fre'chet 导数 。 


5.4 材料 对 称 性 原理 对 本 构 方 程 形式 的 限制 


当 材 料 本 身 具有 某 种 构造 上 的 对 称 性 时 ,也 会 对 其 本 构 关系 的 形式 提出 某 些 
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限制 ,我 们 将 这 称 之 为 本 构 理论 中 的 材料 对 称 性 原理 。 事 实 上 ,在 线 弹性 小 变形 的 
经 典 弹性 力学 和 复合 材料 力学 中 大 家 早 就 已 经 接触 过 这 一 原理 了 ,我 们 可 以 将 之 
用 以 下 的 语言 简单 地 加 以 回顾 。 
设 材料 的 线 弹性 本 构 关 系 为 
ai = Miwen 

其 中 ,4 阶 张 量 Mi 为 弹性 模 量 张 量 ,2 阶 张 量 cy 和 eu 分 别 为 应 力 张 量 和 应 变 张 
量 。 在 复合 材料 力学 中 曾 指出 (或 参见 6. 1 节 中 的 说 明 ) :在 最 一 般 的 情况 下 即 对 
最 一 般 的 不 存在 任何 对 称 性 的 线 弹 性 各 向 异性 材料 (anisotropic or aeolotropic 
materials) ,弹性 模 量 张 量 Mi 将 会 有 21 个 独立 的 弹性 材料 常数 ;如 果 材 料 存在 着 
一 个 对 称 平面 , 则 弹性 模 量 张 量 Mi 将 只 有 13 个 独立 的 弹性 材料 常数 ;如 果 材 料 
存在 着 两 个 垂直 的 对 称 平面 (可 以 证 明 这 也 等 价 于 材料 存在 着 3 个 两 两 互相 垂直 
的 对 称 平面 ), 则 弹性 模 量 张 量 Mw 将 只 有 9 个 独立 的 弹性 材料 常数 ,这 就 是 通常 
所 称 的 正 交 各 向 异性 材料 (orthotropic materials) ;如 果 材 料 存在 着 一 个 旋转 对 称 
轴 , 即 材料 对 于 包含 这 个 对 称 轴 的 任何 平面 都 是 对 称 的 , 则 弹性 模 量 张 量 Mi 将 
只 有 5 个 独立 的 弹性 材料 常数 ,这 就 是 所 谓 的 横 观 各 向 同性 材料 (transversely 
isotropic materials) ;而 如 果 材 料 在 一 切 方向 上 的 性 质 都 是 相同 的 , 则 弹性 模 量 张 
量 Miw 将 只 有 2 个 独立 的 弹性 材料 常数 ,这 就 是 通常 所 说 的 各 向 同性 材料 
(isotropic materials) 。 因 为 材料 对 称 性 越 多 独立 弹性 材料 常数 越 少 ,实际 上 意味 
着 材料 本 构 方程 的 形式 越 简单 ,所 以 这 种 随 着 材料 对 称 性 的 增加 ,独立 弹性 材料 常 
数 越 来 越 少 的 结论 ,事实 上 就 是 材料 对 称 性 对 材料 本 构 关系 形式 的 一 种 限制 。 对 
于 非 线性 的 以 及 有 记忆 能 力 的 任何 材料 , 当 材 料 具有 某 种 对 称 性 时 ,这 种 材料 的 对 
称 性 也 将 对 其 本 构 关 系 的 形式 提出 某 种 限制 ,我 们 将 之 称 为 本 构 理 论 中 的 材料 对 
称 性 原理 。 但 是 为 了 容易 理解 起 见 , 我 们 在 下 面 的 叙述 中 将 首先 以 在 同一 构 形 中 
对 工 氏 坐标 进行 正 交 坐 标 变换 的 方法 介绍 在 工程 材料 中 最 重要 的 各 向 同性 固体 材 
料 的 本 构 关 系 ,作为 对 材料 对 称 性 原理 的 一 个 例证 ,然后 再 在 此 基础 上 以 对 参考 构 
形 进 行 映射 变换 的 方法 简单 介绍 所 谓 的 材料 同 格 群 的 概念 。 


5.4.1 各 向 同性 材料 和 各 向 同性 张 量 泛 函 


我 们 把 在 某 一 参考 构 形 中 沿 一 切 方向 都 具有 相同 性 质 的 材料 称 为 各 向 同性 材 
料 。 用 比较 严格 的 语言 来 讲 , 即 :如 果 材 料 存在 着 某 一 个 构 形 , 当 我 们 以 这 一 构 形 
为 参考 构 形 时 ,不 管 我 们 对 描述 其 变形 的 Lagrange 坐标 系 做 怎样 的 正 交 变 换 , 描 
述 材料 性 质 的 本 构 关系 的 数学 形式 都 是 相同 的 , 则 我 们 将 称 此 种 材料 为 (对 于 此 参 
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考 构 形 的 初始 ) 各 向 同性 材料 ,并 且 称 材 料 的 这 一 参考 构 形 为 其 无 焉 斜 构 形 
(undistorted configuration) 。 如 果 材料 不 存在 无 焉 斜 构 形 , 则 材料 便 是 各 向 异性 
的 。 现 在 我 们 就 以 各 向 同性 材料 为 例 来 阐述 材料 对 称 性 原理 。 

设 我 们 在 各 向 同性 材料 的 无 牌 斜 构 形 中 分 别 取 了 两 个 不 同 的 Lagrange 坐标 
系 X 和 和 ,假设 它们 以 坐标 轴 间 的 任意 正 交 变换 张 量 C 和 原点 间 的 任意 平移 矢量 
XX 相 联 系 : 


X=Q.X+Xo (5.4.1a) 
于 是 我 们 有 
GR 9X _ 
x= 0 sj (5.4.1b) 


如 果 以 x 表示 粒子 X( 即 头 ) 的 瞬时 位 置 矢 量 或 Euler 坐标 ,而 以 F 和 F 分 别 表示 粒 
子 的 变形 梯度 张 量 在 两 个 不 同 L 氏 坐 标 系 中 的 表象 , 则 利用 复合 函数 求 导 的 链 锁 
法 则 ,我 们 显然 有 
F= 3x =- 9x.9X 
9X IX a37X 
式 (5.4.2) 就 是 在 工 氏 坐标 变换 下 变形 梯度 张 量 F 的 变换 法 则 。 请 注意 , 它 
和 2.10 节 中 所 讲 的 变形 梯度 张 量 下 的 时 空 变换 式 (2. 10. 19) 式 的 物理 含义 和 数 
学 形式 都 是 完全 不 同 的 。 
以 式 (5.4.2) 为 基础 ,我 们 容易 证 明 如 下 各 式 ( 请 读者 作为 练习 证 明之 ) : 


| U=Q.U.Q', E=Q.E.Q' 
T=T, G=0Q0.G, H=Q.H 


=F.Q' (5.4.2) 


(5.4.3) 


(5.4.4) 


互 =0.3.0，5=S.0，5=e (5.4.5) 

式 (5.4.3) 一 式 (5.4.5) 中 各 量 的 含义 我 们 以 前 都 曾经 讲 过 ,这 里 不 再 加 以 叙 

述 。 下 面 我 们 将 以 L 氏 坐 标 变换 下 有 关 物 理 量 的 变换 公式 (5.4.3) 式 一 (5.4.5) 式 

为 基础 ,以 各 向 同性 简单 材料 Cauchy 应 力 张 量 的 本 构 泛 函 为 例 , 来 说 明 材 料 对 称 
性 原理 对 其 本 构 方程 形式 的 限制 。 

根据 材料 对 称 性 原理 的 含义 ,如 果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 意味 着 在 无 牌 斜 构 形 

中 以 式 (5.4.1a) 相 联系 的 任意 两 个 L 氏 坐 标 系 多 和 XX 中 ,材料 应 该 有 同样 的 本 构 
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关系 形式 ,于 是 根据 5.2 节 中 简单 材料 Cauchy 应 力 简化 形式 的 公式 (5.2.17b) 式 ， 
我 们 即 应 该 同时 有 如 下 二 式 成 立 : 
a(X,t) = R(t) .oa[E',T']* RT™(t) (L 氏 坐标 和 XX 中) (5.4.6) 
Gd( 久 ,1) = R(t) .of[E',T'] .RT(t) (L 氏 坐标 叉 中 ) (5.4.7) 
在 式 (5.4.6) 和 式 (5.4.7) 中 ,我 们 已 经 利用 了 构架 无 关 原理 ,所 以 式 中 的 纯 变 
形 量 和 温度 是 直至 现时 刻 t 为 止 的 历史 量 E' 和 7T' ,而 式 中 的 旋转 张 量 却 只 有 1 时 
刻 的 现时 值 R(1); 而 且 , 在 式 (5.4.6) 和 式 (5.4.7) 中 ,我 们 也 已 经 利用 了 许可 性 原 
理 ,所 以 在 本 构 泛 函 中 并 不 出 现 温度 梯度 矢量 的 历史 G: 。 材 料 对 称 性 原理 的 核心 
是 : 式 (5.4.6) 和 式 (5.4.7) 不 但 具有 同样 的 形式 ,而 且 两 个 式 子 中 的 泛 函 o[E'， 
T'] 和 c[ 巨 ' ,了 具有 完全 相同 的 形式 。 根 据 式 (5.4.3) 一 式 (5.4.5), 在 工 氏 坐标 
的 正 交 变 换 之 下 ,我 们 有 各 量 的 如 下 变换 公式 : 
d=0, R=R.Q', E=Q.:E.0Q', T=T (5.4.8) 
将 式 (5.4.8) 代 入 式 (5.4.7) 中 ,并 利用 式 (5.4.6) ,我 们 有 
R(1) + ofE',T']. RT™t) = R(t). OT.o[Q.E'.Q',T']. QO.R'™t) 
(5.4.9) 
将 式 (5.4.9) 的 两 端 同时 左 点 乘 以 RT(t), 右 点 乘 以 R(1), 并 利用 R(t) 的 正 交 
性 ,可 有 
ofE',T'] = Or.c[0.E .07T] .0 
再 将 此 式 两 端 同时 左 点 乘 以 Q、 右 点 乘 以 QT ,并 利用 Q 的 正 交 性 , 即 得 
0.c[E',T] .Or =c[0.E:.0r,T'] (5.4.10) 
式 (5.4.10) 即 是 材料 对 称 性 原理 对 式 (5.4.6) 中 本 构 泛 函 so[E', 7'] 的 形式 
的 限制 ,由 于 材料 是 各 向 同性 的 ,所 以 要 求 式 (5.4. 10) 对 任意 的 正 交 张 量 0, 即 满 
足 公式 
.or=0r.0Q=I (5.4.11) 
的 全 体 正 交 张 量 Q 的 集合 都 要 成 立 。 利 用 群 论 的 知识 ,我 们 可 以 证 明 ( 见 5.4.3 
节 中 的 相关 内 容 ) :全 体 正 交 张 量 的 集合 组 成 一 个 所 谓 的 群 (group) , 称 之 为 正 交 张 
量 群 。 我 们 称 ,对 一 切 正 交 张 量 0 都 要 满足 式 (5. 4. 10) 要 求 的 泛 函 sa[LE',T'] 为 
自 变 量 张 量 历 史 E' 的 一 个 各 向 同性 张 量 泛 函 , 所 以 以 上 的 推理 说 明 : 各 向 同性 材 
料 Cauchy 应 力 张 量 的 本 构 关系 (5.4.6) 式 中 的 泛 函 so[E',T'] 必 定 为 E' 的 各 向 
同性 张 量 泛 函 ,并 且 称 正 交 张 量 群 为 各 向 同性 材料 的 同 格 群 (isotropic group) 。 
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如 果 材 料 并 不 是 各 向 同性 的 ,而 只 是 具有 部 分 的 对 称 性 , 则 在 数学 上 将 表现 为 
我 们 将 不 能 要 求 式 (5.4.10) 对 一 切 正 交 张 量 8 都 成 立 , 而 是 只 对 正 交 张 量 群 中 的 
某 一 个 子 群 (subgroup) 才 成 立 ,此 时 ,我 们 将 称 这 个 子 群 为 该 种 具有 部 分 对 称 性 材 
料 的 所 谓 的 同 格 群 (其 英文 名 称 仍 为 isotropic group)。 在 群 论 和 晶体 物理 中 , 人 
们 会 知道 正 交 张 量 群 最 大 的 子 群 是 其 自身 ,而 其 最 小 的 子 群 是 所 谓 的 三 斜 群 , 它 只 
包含 2 个 正 交 张 量 + 1; 同时 , 正 交 张 量 群 也 只 是 所 谓 的 “ 么 模 群 ” 的 一 个 子 群 ( 见 
5.4.3 节 中 的 相关 内 容 ) 。 

最 后 ,我 们 再 对 各 向 同性 材料 第 一 类 和 第 二 类 P-K 应 力 本 构 关 系 的 形式 加 以 
说 明 。 根 据 前 面 已 经 讲 过 的 内 容 , 易 知 满足 构架 无 关 原理 和 许可 性 原理 的 简单 材 
料 的 第 一 类 P-K 应 力 S 和 第 二 类 P-K 应 力 马 的 本 构 关系 将 分 别 具 有 如 下 形式 ; 

S = R(t). SLE',T'] (5.4.12) 
=.BE',T'] (5.4.13) 
经 过 与 前 面 对 Cauchy 应 力 ec 本 构 关系 (5.4.6) 式 特性 的 类 似 的 分 析 过 程 ,容易 证 


明 : 如 果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 式 (5.4.12) 和 式 (5.4.13) 中 的 泛 函 SCE', T'] 和 
证 [E',T'] 也 必然 是 工 氏 应 变 张 量 历史 E' 的 各 向 同性 张 量 泛 函 , 即 对 任意 的 正 交 
张 量 Q, 都 有 


Q. $IE',T']. QT = $S[Q. E'. 07,7'] (5.4.14) 
QBrE',T']. QT = $[Q.E'. QT,T'] (5.4.15) 
这 些 结论 读者 可 作为 练习 证 明之 。 


5.4.2 材料 各 向 同性 和 空间 各 向 同性 


在 前 面 的 推理 中 ,我 们 是 先 利用 构架 无 关 原 理 (以 及 许可 性 原理 ) ,后 利用 材料 
对 称 性 原理 ,但 是 这 些 原理 都 是 相互 独立 的 ,所 以 我 们 也 可 以 先 利用 材料 对 称 性 原 
理 ( 以 及 许可 性 原理 ) ,后 利用 构架 无 关 原 理 。 现 在 我 们 仍 以 简单 材料 Cauchy 应 力 
本 构 泛 函 为 例 , 看 看 能 得 到 什么 结论 。 
设 简单 材料 Cauchy 应 力 e 的 本 构 泛 函 为 
go = oaLF':,T'] (在 L 氏 坐标 系 X 中 ) (5.4.16) 
这 里 我 们 已 经 利用 了 许可 性 原理 ,所 以 泛 函 中 不 出 现 温度 梯度 的 历史 G'。 如 
果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 在 与 氏 坐 标 系 以 式 (5.4.1a) 相 联系 的 氏 坐标 系 马 
中 ,本 构 泛 函 c 将 具有 同样 的 形式 , 即 我 们 应 同时 有 
ac = ofF',T'], 6= ofF:',T7'] (5.4.17) 
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式 (5.4.17) 中 尽管 自 变量 和 因 变 量 都 是 在 坐标 系 六 中 度量 的 因而 带 上 了 “-”, 但 


是 它们 之 间 的 依赖 关系 即 本 构 泛 函 5 却 仍 与 式 (5.4.6) 中 的 og 完全 相同 。 根 据 有 
关 量 在 L 氏 坐 标 变 换 下 的 变换 公式 (5.4.2) 式 (5.4.3) 式 (5.4.5) 式 ,我 人 有 


Fr=F.0, T=7T: (5.4.18) 
d=0 (5.4.19) 

将 (5.4.18) 式 (5.4.19) 式 代入 (5.4.17) 式 ,并 利用 (5.4.16) 式 ,我 们 有 
ofF',T'] = ofF' . 0r,T'] (5.4.20) 


式 (5.4.20) 即 是 材料 各 向 同性 这 一 性 质 对 其 本 构 泛 函 o 的 形式 所 提出 的 限 
制 , 它 必 须 对 一 切 正 交 张 量 Q 都 要 成 立 ,我 们 可 以 将 该 式 作为 各 向 同性 材料 的 数 
学 定义 。 特 别 地 ,如 果 取 Q = R' 为 粒子 的 旋转 张 量 , 则 有 


ofF',T'] = ofF' 。 (R')™,T'] (5.4.21) 
利用 变形 梯度 张 量 的 左 极 分 解 式 和 旋转 张 量 R 的 正 交 性 ,有 
Fr=V'.R', V'=F'.(R)T (5.4.22) 


则 式 (5.4.21) 成 为 
o = ofF',T'] = ofV',T'] = $[e',T'] (5.4.23) 
式 (5.4.23) 即 是 各 向 同性 简单 材料 本 构 泛 函 o 所 必须 具有 的 形式 , 即 各 向 同 
性 简单 材料 的 Cauchy 应 力 只 能 是 左 伸缩 张 量 历史 V' (或 EE 氏 应 变 历 史 e') 和 温 
度 历 史 7T' 的 任意 泛 函 。 这 里 我 们 强调 指出 式 (5.4.23) 是 材料 各 向 同性 即 材 料 对 
称 性 原理 的 体现 。 
下 面 我 们 再 来 应 用 构架 无 关 原理 。 构 架 无 关 原理 要 求 在 相差 任意 正 交 变换 Q 


的 两 个 时 空 系 x 入 中 本 构 泛 函 g 应 该 有 同样 的 形式 , 即 我 们 应 该 同时 有 
es= eofV',T'], = ofV',T] (5.4.24) 
而 在 时 空 变换 之 下 ,我 人 有 如 下 的 各 量 间 的 时 空 变换 关系 : 
5=0O.c.0， Vi=Q.V'.0', Tr=7' (5.4.25) 
由 式 (5.4.24) 和 式 (5.4.25), 可 得 
QofV',T']. QT= olQ:V'. QT'] (5.4.26) 
式 (5.4.26) 对 一 切 正 交 张 量 C 都 要 成 立 ,这 表明 泛 函 c[ V',T'] 必 须 是 Y: 的 各 向 
同性 张 量 泛 函 。 在 这 里 我 们 强调 指出 : 泛 函 c[LV:,T'] 必 须 是 V: 的 各 向 同性 张 量 
泛 函 这 一 结论 并 不 是 材料 各 向 同性 所 提出 的 要 求 ,而 是 构架 无 关 原理 对 本 构 泛 函 
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所 提出 的 要 求 , 它 是 材料 性 能 客观 性 的 体现 ,但 是 它 在 数学 形式 上 则 和 前 面 由 材料 
各 向 同性 所 提出 的 对 式 (5.4.6) 中 泛 函 gc[E',T'] 必 须 是 各 向 同性 张 量 泛 函 的 要 
求 (5.4.10) 式 是 完全 类 似 的 。 为 了 清楚 起 见 , 我 们 把 式 (5.4.10) 所 表达 的 事实 称 
为 “材料 各 向 同性 ,而 把 式 (5.4. 26) 所 表达 的 事实 称 为 “空间 各 向 同性 ”。 


5.4.3 参考 构 形 的 变换 和 同 格 群 


现在 ,我 们 再 从 参考 构 形 变换 的 角度 对 材料 对 称 性 原理 给 出 进一步 的 说 明 。 
在 前 面 的 讨论 中 我 们 以 “在 无 牌 斜 构 形 中 进行 L 式 坐 标的 任意 正 交 变换 时 材料 的 
本 构 形式 都 不 变 ” 为 出 发 点 ,定义 和 讨论 了 初始 各 向 同性 材料 的 本 构 关系 ,并 将 之 
作为 材料 对 称 性 原理 的 重要 例证 。 但 是 ,需要 指出 的 是 ,我 们 前 面 所 讨论 的 这 种 材 
料 对 称 性 还 并 不 是 最 一 般 意义 上 的 材料 对 称 性 ,我 们 所 引出 的 初始 各 向 同性 材料 
实际 上 也 并 不 是 具有 最 多 对 称 性 的 材料 ,这 是 因为 ,我 们 只 讨论 了 在 “ 某 一 个 特定 
构 形 即 无 丰 斜 构 形 中 ”的 L 氏 坐 标 变 换 ,而 且 , 还 只 是 不 涉及 介质 纯 变形 而 在 同一 
构 形 中 的 正 交 变 换 。 事 实 上 ,材料 的 本 构 关系 形式 是 与 我 们 所 取 的 参考 构 形 紧密 
相关 的 ,因此 ,一 般 意 义 上 的 材料 对 称 性 应 是 指 “ 当 对 材料 的 参考 构 形 进行 某 些 特 
定 的 变换 时 其 本 构 关系 的 形式 不 变 的 性 质 *。 为 了 知识 的 相对 完整 性 起 见 , 下 面 我 
们 对 一 般 意义 上 的 材料 对 称 性 原理 和 同 格 群 的 概念 做 一 简要 介绍 。 
我 们 知道 ,介质 在 历史 上 任意 状态 以 (对 应 时 刻 1 ) 下 相对 于 两 个 不 同 参考 构 
形 bi 和 ba( 分 别 对 应 时 刻 志和 tz) 的 相对 变形 梯度 F, (1 ) 和 F,, (+ ) 是 通过 参考 
构 形 bz 对 参考 构 形 b, 的 相对 变形 梯度 P 三 F(t) 以 及 公式 
F(t) = F(t) oF (12) = F,(t) :Pp (5.4.27a) 
相 联系 的 ,其 中 非 奇异 张 量 P 生 F, (tz) 与 历史 上 的 时 间 无 关 。 将 “ 取 为 从 - % 直 
至 现时 刻 的 各 个 时 刻 , 则 式 (5.4. 27a) 便 可 以 写 为 材料 对 参考 构 形 bl 和 bz 的 变 
形 梯度 历史 Fi 和 Fi, 之 间 的 关系 , 即 
FE = F;, F(t)=F,*P (5.4.27b) 
假设 以 构 形 b 为 参考 构 形 时 简单 材料 的 本 构 关系 为 
ot) = a[F:] (5.4.28a) 
将 式 (5.4.27b) 代 入 式 (5.4.28a) , 即 有 
ol1) = a[F;,* PJ= 02[F;,] (5.4.28b) 


这 里 我 们 把 泛 函 my [Fi,。 PJ] 记 为 了 es [Fi ], 它 表示 当 我 们 以 bs 为 参考 构 形 时 材 
料 的 本 构 泛 函 。 
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式 (5.4.28a) 和 式 (5.4.28b) 表 明 , 如 果 以 构 形 bi 为 参考 构 形 时 材料 为 简单 材 
料 , 则 其 以 构 形 bz 为 参考 构 形 时 材料 仍然 为 简单 材料 , 即 简单 材料 的 定义 是 与 参 
考 构 形 的 选择 无 关 的 。 但 是 ,对 于 一 般 的 材料 而 言 , 泛 函 5s LF', ] 的 具体 形式 通常 
是 和 泛 函 oy [Fi, ] 的 具体 形式 不 同 的 。 如 果 材料 具有 以 下 的 性 质 ,使 得 当 以 具有 
相同 应 力 状态 的 两 个 构 形 bi 和 bz 为 参考 构 形 时 材料 具有 完全 相同 的 本 构 形式 
gz2[*…]=au[C…], 即 
a[F; J]= oF;,]= a[LF;,] (5.4.29) 
时 ,我 们 就 称 这 两 个 参考 构 形 对 这 种 材料 是 对 称 的 或 者 说 同 格 的 (isotropic) ;如 果 
对 于 与 参考 构 形 六 保持 同样 应 力 状态 的 任意 参考 构 形 bz, bs,…, 材 料 的 本 构 关系 
都 具有 同样 的 形式 (5.4.29) 式 , 即 材料 对 这 些 具有 相同 应 力 状态 的 参考 构 形 b,， 
bz,… 来 说 并 无 优选 构 形 的 话 , 则 我 们 将 称 此 种 材料 为 简单 流体 (simple fluid)。 
将 式 (5.4.27b) 代 人 式 (5.4.29), 即 有 
a[F; J= om[F;,]= wLF。P-] 
即 
a [FJ]= a [LF * H] (5.4.30) 
其 中 H=P-!= Fu (1) 为 bi 相对 于 bs 的 相对 变形 梯度 。 式 (5.4.30) 就 是 无 优先 
构 形 的 简单 流体 材料 的 本 构 泛 函 ou [Fi ] 所 具有 的 性 质 , 它 在 数学 上 的 意义 是 : 当 
将 其 自 变量 F; 点 乘 以 任意 的 非 奇 异 张 量 日 时 ,其 因 变 量 的 值 都 保持 不 变 。 可 以 
证 明 : 满 足 式 (5.4.30) 的 所 有 非 奇异 张 量 甩 的 集合 组 成 一 个 “ 群 ”(group) ,我 们 将 
之 称 为 这 种 材料 对 应 于 参考 构 形 bi 的 同 格 群 (isotropy group) , 记 为 交 。 事 实 上 ， 
设 友 、Hs、Hs 分 别 是 满足 式 (5.4.30) 的 非 奇 异 张 量 元 素 , 则 在 交替 利用 式 
(5.4.30) 和 张 量 运算 规则 之 后 ,我 们 有 
GD a[F = mLF5 * HJ= a[(F;, * H). H,] 
= a[F; Hi: Hi]= a[F:,* (FH. H,)] 
这 说 明 , 如 果 五 .Hs 是 满足 式 (5.4.30) 的 张 量 集合 8 中 的 元 素 的 话 , 则 H 、; 的 
点 积 Hi。 Hs 也 是 集合 治 中 的 元 素 , 即 集合 治 具有 对 元 素 点 积 运算 的 “ 自 闭 性 ”。 
(2) 
[Fi]= [Fs * Hi (Ha* Hi)]= a[F; 于 Ho* Hs] 


= a[F; * (Hi: Hz) Hs] 
或 者 
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[Fi ]= ofF, * H,. (H,* H:)] 
= a[F; * Hi]= a[F;*H.H.] 


= a[F; * Hi: Ho: Hi]= a[F;* (Hi H2). H:] 
这 二 式 都 说 明 , 如 果 H,，(H;。 H; ) 是 满足 式 (5.4.30) 的 张 量 集合 汉中 的 元 素 的 
话 , 则 (Hi，H;)，Hs 也 是 集合 汉 中 的 元 素 , 即 集合 汉 中 的 元 素 对 点 积 运 算 满 
足 “ 结 合 律 ”。 

(3) 对 任意 的 非 奇 异 张 量 元 素 互 ,都 有 单位 张 量 工 使 得 瓦 " T=I* H= 有 ,而 
且 单 位 张 量 I 了 显然 是 满足 式 (5.4.30) 的 张 量 集合 冶 中 的 一 个 元 素 , 即 张 量 集合 治 
中 存在 一 个 单位 张 量 元 素 1, 这 称 之 为 “单元 律 ”。 

(4) 由 于 张 量 集合 治 中 元 素 HH 是 非 奇 异 的 ,所 以 存在 一 个 唯一 的 逆 张 量 
H…1, 使 得 H.H 1=I= H"'。 HH, 当 将 式 (5.4.30) 中 的 Fi 取 为 FE。 五 :时 ,我 
们 将 有 

[Fs HJ]= mm[F5 * He HJ= a[F; * 1]= a [LF ] 
这 说 明 , 对 于 满足 式 (5.4.30) 的 张 量 集 合 8 中 的 任意 一 个 元 素 互 , 其 逆 张 量 再 
也 必然 是 集合 汉 中 的 元 素 , 这 称 之 为 “ 逆 元 律 ”。 

我 们 在 (1)、(2) (3) (4) 中 所 得 出 的 四 个 结论 说 明 集 合 冶 的 元 素 对 张 量 的 点 
积 运 算 具 有 “ 自 闭 性 ”“ 结 合 律 ”"“ 单 元 律 ”“ 逆 元 律 ”的 性 质 ,符合 群 的 定义 ,这 说 
明 满足 式 (5.4.30) 的 全 部 张 量 的 集合 汉 确实 组 成 了 一 个 群 。 

同时 ,根据 各 同 格 参考 构 形 bi , bz,… 具 有 相同 应 力 状 态 的 前 提 , 我 们 可 以 得 
出 这 些 参考 构 形 必然 是 等 体积 的 结论 , 即 有 

|detH| = 1 (5.4.31) 

事实 上 ,由 于 在 bi 中 的 变形 梯度 为 F,, (41) = 了 ,如 果 取 变形 历史 为 Fi, = 了, 则 

经 n 次 利用 式 (5.4.30) 之 后 ,我 们 便 有 

a[I]= a[l. HJ]= aLH]= mlH. HJ=*…= om[H"] 

由 于 |detH | 代表 构 形 bi 对 bs 的 体积 膨胀 比 ,如 果 |det 卫 | 了 1, 则 经 n 次 变换 后 这 
些 参考 构 形 的 体积 将 无 限 膨 胀 或 无 限 缩小 ,而 这 显然 是 和 这 些 参考 构 形 中 应 力 状 
态 相同 的 前 提 相 矛盾 的 ,故我 们 必 有 (5.4.31) 式 成 立 , 换 言 之 即 是 (5.4.30) 式 的 解 
和 (5.4.31) 式 的 解 是 等 价 的 。 式 (5.4.31) 在 数学 上 的 特征 是 |detH| = 1, 故 我 们 
将 这 个 简单 流体 的 同 格 群 % 称 为 “ 么 模 群 ”"u (uni-modular group) ;而 式 (5.4.31) 
在 力学 上 的 含义 则 是 这 些 同 格 的 参考 构 形 是 保持 等 体积 或 等 密度 的 构 形 ,而 且 在 
与 bi 保持 等 体积 的 所 有 参考 构 形 bz 中 ,简单 流体 材料 的 本 构 关系 都 具有 同样 的 形 
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式 my [Fi ]= om [F? ], 因 而 简单 流体 对 这 些 等 体积 的 参考 构 形 是 无 优选 构 形 的 。 
下 面 将 会 说 明 ,简单 流体 不 但 是 无 优选 构 形 的 材料 ,而且 是 在 任意 构 形 中 都 为 各 向 
同性 的 材料 。 

同 格 群 是 与 参考 构 形 紧密 相关 的 ,这 就 是 我 们 前 面 特别 标注 出 同 格 群 治 中 下 
标 1 的 原因 , 它 表示 对 应 于 参考 构 形 b 的 同 格 群 。 如 果 bs 是 另 一 个 参考 构 形 ,由 
bi 到 bs 的 变形 梯度 为 P 生 FE (tz), | detP| 关 0, 则 利用 式 (5.4.29)、 式 (5.4.30)、 
式 (5.4.27b)、 式 (5.4.28b) ,我 们 将 有 


mu [Fs,]= ofF, = aflF, * HJ= a[F:,*P.H] 


=a[F,*P.H.P.P]= [FP.H.P!] (5.4.32) 
式 (5.4.32) 说 明 , 如 果 五 是 对 应 于 参考 构 形 的 同 格 群 元 素 的 话 , 则 
H=P:.H.P’ (5.4.33a) 


便 是 对 应 于 参考 构 形 bz 的 同 格 群 元 素 , 如 果 我 们 把 对 应 于 参考 构 形 bz 的 同 格 群 记 
为 冶 的 话 ,就 可 将 式 (5.4.33a) 简 记 为 
%=P.%* Pp (5.4.33b) 


由 式 (5.4.33a) 易 见 ,对 任意 的 非 奇异 张 量 P, 我 们 总 有 | detH| = |detH| = 
1, 即 如 果 6 是 么 模 群 的 话 , 则 由 式 (5.4.33) 所 表达 的 同 格 群 交 也 是 么 模 群 。 这 
在 力学 上 的 意义 是 :对 简单 流体 ,如 果 我 们 取 不 同 的 参考 构 形 (可 与 六 具有 不 同 的 
密度 ) 为 基础 的 话 , 则 其 相应 的 同 格 群 ( 么 模 群 ) 的 元 素 及 将 通过 式 (5.4.33a)“ 相 


似 转移 "到 么 模 群 中 的 另 一 个 元 素 豆 , 但 其 同 格 群 仍 是 么 模 群 自身 ,因此 简单 流体 
在 任何 一 类 具有 同 密度 的 参考 构 形 之 中 的 本 构 关系 都 具有 相同 的 形式 。 这 在 数学 
上 的 意义 是 :对 任意 的 非 奇异 张 量 已 , 么 模 群 u 是 方程 X= 已 。X' P- :的 一 个 解 。 
群 论 中 证 明了 ,除了 么 模 群 自身 wu 之 外 ,方程 X= 已 . 光 " PP 的 另外 的 解 只 有 “三 
斜 群 "f 和 恒 同 群 ,前 者 只 包含 两 个 张 量 元 素 [T, - 刀 , 后 者 只 包含 一 个 张 量 元 
素 T。 


5.4.4 各 向 同性 固体 及 其 同 格 群 的 进一步 说 明 


从 参考 构 形变 换 的 角度 ,各 向 同性 材料 可 定义 为 :如 果 材 料 存在 着 一 个 参考 构 
形 b ,使 得 全 部 以 正 交 张 量 0= P-: = F,, (41) 或 QT= F (ts) 而 与 之 相 联系 的 构 
形 bs 之 中 材料 的 本 构 关系 都 具有 相同 形式 的 话 , 则 我 们 就 称 该 种 材料 是 在 参考 构 
形 bi 中 为 各 向 同性 的 材料 ,并 且 称 该 参考 构 形 b, 为 材料 的 无 畸变 构 形 。 从 前 面 
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所 介绍 的 同 格 群 的 概念 出 发 ,这 在 数学 上 可 以 表述 为 :如 果 正 交 张 量 @ 是 同 格 群 
(5.4.30) 式 的 元 素 , 即 对 任意 的 正 交 张 量 C 都 有 
a[F; J= o[F .0Q] (5.4.34) 
的 话 , 则 称 材料 为 在 无 焉 斜 参考 构 形 b 中 各 向 同性 的 材料 。 式 (5.4.34) 可 以 称 之 
为 各 向 同性 材料 的 数学 定义 。 由 于 以 正 交 张 量 Q = F,, (41) 或 8 = FE, (tz) 相 联 
系 的 两 个 参考 构 形 之 间 没 有 纯 变形 而 只 有 刚体 旋转 ,我 们 可 以 将 它们 视 为 同一 个 
参考 构 形 bi 中 由 一 个 工 氏 坐标 系 到 另 一 个 氏 坐 标 系 及 之 间 的 映射 关系 OT 
=F, (ta), 而 由 天 到 广 的 L 氏 坐 标 变换 的 过 渡 和 矩阵 则 为 Q( 参 见 1.16 节 中 的 有 
关 定 理 ), 同 时 材料 在 这 两 个 工 氏 坐 标 系 于、 过 之 中 的 本 构 关系 具有 相同 的 形式 ， 
这 就 回 到 了 我 们 前 面 以 正 交 坐 标 变换 所 给 出 的 各 向 同性 材料 的 定义 ,所 以 我 们 给 
出 的 各 向 同性 材料 的 两 种 定义 是 等 价 的。 事实 上 , 式 (5.4.20) 和 式 (5.4.34) 的 数 
学 形式 也 是 完全 类 似 的 。 
根据 前 面 所 述 的 群 元 素 所 必须 满足 的 四 条 要 求 一 一 “ 自 闭 性 ”“ 结 合 律 ”、“ 单 
元 律 >“ 逆 元 律 ”, 容 易 证 明 满 足 (5.4.34) 式 的 全 体 正 交 张 量 Q 的 集合 也 组 成 一 个 
群 , 称 为 “ 正 交 群 "O(orthogonal group), 它 是 各 向 同性 材料 的 同 格 群 。 由 于 任何 
一 个 正 交 张 量 Q 都 具有 性 质 (5.4.31) 式 ,所 以 它们 也 是 么 模 群 的 元 素 ; 但 是 ,具有 
性 质 (5.4.31) 式 的 张 量 却 未 必 都 是 正 交 张 量 , 故 “ 正 交 群 >O 只 是 “ 么 模 群 ”u 的 一 
个 子 群 。 由 于 以 么 模 群 为 同 格 群 的 简单 材料 对 保持 等 体积 的 所 有 参考 构 形 而 言 是 
没有 所 谓 的 优选 构 形 的 ,而 且 由 于 正 交 群 是 它 的 子 群 , 故 这 种 材料 在 任意 的 参考 构 
形 中 都 必然 是 各 向 同性 的 , 即 材料 可 以 在 保持 等 体积 的 条 件 下 任意 “自由 流动 ”, 这 
在 工程 上 就 是 我 们 通常 所 说 的 简单 流体 材料 。 关 于 各 向 同性 材料 的 同 格 群 我 们 可 
给 出 如 下 的 定理 : 
定理 正 交 张 量 Q 是 以 某 一 构 形 b 为 基础 的 同 格 群 汉 的 元 素 (QE%), 即 
Q 是 (5.4.30) 式 的 解 而 满足 
om[F)]= o[F .0O] (5.4.34) 
的 充 要 条 件 是 
a[Q* Fi 0O]=0.m[F5] QT (5.4.35) 
证 明 必要 性 。 如 果 QE%, 则 0 ' = 0TE 汉 ,于 是 ,在 (5.4.30) 式 中 令 HH= 
QT 并 以 QF; 代替 F;, , 则 有 
a[Q: FJ]=a[Q.:F;.Q'] (5.4.36) 
而 构架 无 关 原理 要 求 对 任意 的 时 空 旋转 历史 @' , 式 (5.2. 14) 都 成 立 , 故 我 们 有 
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下 式 : 
a[O.F]= 0.mLF)] QT (5.4.37) 
对 比 式 (5.4.36) 和 式 (5.4.37) 即 可 得 到 式 (5.4.35) ,这 就 证 明了 定理 的 必要 性 。 
充分 性 。 设 条 件 (5.4.35) 式 成 立 。 在 构架 无 关 原 理 所 给 出 的 方程 (5.4.37) 式 
中 以 Fl， Q7 代替 Fl ,有 
a[Q:F: .0Q']= Qa[F;, .QQ (5.4.38) 
对 比 式 (5.4.35) 和 式 (5.4.38), 可 得 
Qa[F; .QQ = Qa[F:]. QT 
将 此 式 两 端 左 点 乘 以 QT 、 右 点 乘 以 Q, 即 得 
a[F; * 07]= a[F;] 
这 说 明 Q7= 071ER, 故 也 有 OE 汉 , 即 (5.4.34) 式 ,充分 性 证 毕 。 
这 个 定理 说 明 ,(5.4.34) 式 和 (5.4.35) 式 都 可 以 视 为 是 各 向 同性 材料 的 数学 
定义 。 
设 材料 在 参考 构 形 bu 中 为 各 向 同性 的 ,而 Q 是 对 应 于 参考 构 形 b 的 同 格 群 
的 元 , 则 由 式 (5.4.34a) 知 .0=P ，Q， P- :将 是 对 应 于 参考 构 形 bs 的 元 ,如 果 PP 


也 是 正 交 张 量 的 话 , 则 易 证 O = P。@ 。P-: 也 将 是 正 交 张 量 , 即 在 由 正 交 变换 相 
联系 的 两 个 参考 构 形 bl 和 b 之 中 , 正 交 群 的 元 由 一 个 正 交 张 量 0“ 正 交 转 移 ” 为 


另 一 个 正 交 张 量 Q, 但 材料 的 同 格 群 仍然 是 正 交 群 O, 即 正 交 群 O 是 各 向 同性 固 


体 材料 的 同 格 群 。 但是, 如果 P 不 是 正 交 张 量 的 话 , 则 一 般 而 言 @ 将 未 必 是 正 交 
张 量 Q 了 ,或 者 反 过 来 说 正 交 张 量 @ 不 再 是 对 应 于 构 形 bs 的 同 格 群 的 元 素 了 ,这 
表明 材料 在 参考 构 形 bs 中 将 未 必 是 各 向 同性 的 了 。 这 就 是 各 向 同性 固体 和 各 向 
同性 流体 的 区 别 。 

“ 么 模 群 ”的 全 体 张 量 即 “ 么 模 群 ”自身 u 是 它 最 大 的 子 群 , 它 是 简单 流体 材料 
的 同 格 群 ,以 “ 么 模 群 ”为 同 格 群 的 简单 流体 材料 是 具有 最 多 对 称 性 的 材料 ; 正 交 群 
O 是“ 么 模 群 ”"u 的 一 个 子 群 , 它 是 各 向 同性 固体 材料 的 同 格 群 ;各 种 不 同 的 各 向 异 
性 固体 材料 是 以 正 交 群 的 某 些 不 同 子 群 为 同 格 群 的 材料 ,例如 具有 一 个 旋转 对 称 
轴 而 且 对 通过 该 轴 的 所 有 平面 都 对 称 的 横 观 各 向 同性 材料 ,其 同 格 群 是 正 交 张 量 
的 一 个 子 群 ,我 们 将 记 作 O ,具有 两 个 互相 垂直 (等 价 于 三 个 两 两 互相 垂直 ) 的 对 
称 平面 的 正 交 各 向 异性 材料 ,其 同 格 群 是 正 交 张 量 的 另 一 个 子 群 ,我 们 将 记 作 O,， 
具有 一 个 对 称 平面 的 各 向 异性 材料 ,其 同 格 群 是 正 交 张 量 的 另 一 个 子 群 ,我 们 将 记 
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作 O1;“ 么 模 群 ”和正 交 群 的 最 小 子 群 是 所 谓 的 “三 斜 群 ”(triclinic group)7, 后 者 
只 包括 两 个 张 量 元 素 [LT, - 了 ], 以 “三 斜 群 ”为 同 格 群 的 材料 是 具有 最 少 对 称 性 的 
材料 。 即 我 们 有 
JCOCOCOCOCu 

材料 的 对 称 性 越 多 ,其 同 格 群 越 大 ,材料 本 构 关 系 受到 的 限制 也 就 越 多 ,而 其 本 构 
形式 也 就 越 简单 。 此 外 ,还 有 一 类 材料 ,其 同 格 群 C 既 不 是 被 正 交 群 所 包含 的 正 
交 子 群 ,同时 也 不 能 包含 正 交 群 , 即 该 同 格 群 C 包含 了 部 分 正 交 张 量 以 及 部 分 
|detH| =1 的 非 正 交 张 量 ,这 种 材料 称 为 简单 流 晶 (simple liquid crystal) , 它 是 各 
向 异性 的 但 却 具有 一 定 的 可 流动 性 。 


5.5 具有 内 部 约束 材料 的 本 构 关系 


在 前 面 几 节 中 我 们 已 经 讨论 了 本 构 理论 的 各 个 重要 基本 原理 对 材料 本 构 关系 
形式 的 限制 ,其 中 的 每 一 个 基本 原理 对 本 构 形 式 的 限制 都 大 大 简化 了 本 构 关系 的 
形式 ,从 而 减 小 了 我 们 寻求 材料 本 构 关系 具体 形式 的 难度 。 现 在 我 们 转向 另外 一 
个 不 同 的 问题 , 即 具 有 内 部 约束 材料 的 本 构 关系 (constitutive equations of 
materials with internal constrains)。 当 材料 具有 某 种 所 谓 的 内 部 约束 时 ,其 宏观 
变形 将 受到 某 种 特定 的 限制 ,其 在 数学 上 的 表现 就 是 材料 的 各 个 变形 分 量具 有 某 
种 相互 的 关联 从 而 减少 了 独立 变形 分 量 的 个 数 。 例 如 , 当 在 材料 中 的 某 一 个 方向 
加 嵌 有 刚度 比 其 他 方向 大 得 多 的 纤维 时 , 则 可 以 近似 认为 材料 的 变形 具有 约束 条 
件 Fy= Cu= Un=1 或 Eu=0= Du; 当 材料 的 密度 很 大 而 所 受 的 压力 又 不 是 
太 大 时 , 则 人 们 常常 可 以 将 材料 近似 看 做 是 不 可 压缩 材料 ,此 时 的 变形 约束 条 件 可 
以 写 为 | F 1 =1 或 Du =0, 等 等 。 

在 一 般 情况 下 ,材料 的 内 部 约束 可 以 由 一 个 或 几 个 自 变量 为 变形 梯度 张 量 而 
其 取 值 为 标量 值 的 函数 方程 来 表达 : 

7Y(F)=0 (5.5.1) 
此 式 称 之 为 材料 的 内 部 约束 方程 。 

构架 无 关 原理 要 求 , 对 相差 任意 正 交 旋转 8 的 氏 坐 标 变换 , (5. 5.1) 式 都 要 

成 立 ,故我 们 必 有 
7y(CF)= y(Q.F)=0 (5.5.2) 
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由 正 交 旋转 @ 的 任意 性 ,特别 地 ,我 们 可 取 Q = R", 其 中 R 是 介质 运动 的 旋转 张 
量 。 将 Q= RzT 代入 式 (5.5.2) ,并 利用 变形 梯度 张 量 的 右 极 分 解 式 F=R* U, 即 
可 将 (5.5.2) 式 化 为 
7Y(U)= yY(VYC)=4(C)=0 (5.5.3) 
式 (5.5.3) 就 是 构架 无 关 形式 的 材料 内 部 约束 方程 , 它 在 任何 时 刻 都 要 成 立 ， 
故 有 


AC)= :C= Cr=0 (5.5.4a) 
式 (5.5.4a) 也 可 写 为 如 下 等 价 的 形式 : 
tr( 热 .C)=0 (5.5.4b) 
利用 式 (2.6.2), 可 有 
C=2E=2F'.D.F (5.5.5) 
故 式 (5.5.4b) 也 可 写 为 如 下 的 形式 : 
tr( 计 弘 " 6)= tr( 弘 *F'.D.F)=0 (5.5.6a) 
加 ， 
ER 
tr(F.3 FD)=0 (5.5.6b) 
式 (5.5.6) 就 是 构架 无 关 形 式 的 材料 内 部 约束 方程 的 另外 一 种 形式 。 由 于 单 
位 瞬时 体积 介质 的 变形 功率 为 
ow=o:D=trc',D) (5.5.7) 
所 以 如 果 假 设 材料 中 存在 着 不 确定 的 应 力 c" : 
o = FE 给 (5.5.8) 
其 中 4 为 不 确定 的 标量 因子 , 则 这 种 不 确定 的 应 力 的 变形 功率 为 0, 即 
tr(e’ . D)=0 (5.5.9) 


因此 ,我 们 在 构架 无 关 形式 Cauchy 应 力 的 本 构 泛 函 

(ti) = R(t) .ol(U'). RTL) 
的 基础 上 加 上 任意 的 不 确定 应 力 e" ,都 不 会 改变 变形 功率 ,因此 也 不 会 影响 能 量 
方程 . 炉 的 均衡 方程 和 粹 不 等 式 , 故 具 有 形 如 (5.5.1) 式 或 (5.5.3) 式 的 内 部 约束 材 
料 的 Cauchy 应 力 的 本 构 泛 函 可 以 写 为 


ot) = RD :oCU'). RIT) +o’= R(t) -ol(U'). RT()+ gqF .只 。 FT 
(5.5.10) 
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我 们 以 上 的 推理 说 明 : 当 材 料 存在 一 个 形 如 (5. 5.1) 式 或 (5.5.3) 式 的 内 部 约 
束 时 ,由 于 描写 材料 变形 的 独立 分 量 减 少 了 一 个 ,在 材料 中 就 必然 存在 一 个 由 单 标 
量 参数 4 所 确定 的 形 如 (5.5.8) 式 的 不 确定 应 力 。 类 似 地 ,如 果 材 料 中 存在 m 个 
形 如 (5.5.1) 式 或 (5.5.3) 式 的 内 部 约束 时 , 则 描写 材料 变形 的 独立 分 量 就 减少 了 
m 个 ,而 在 材料 中 就 必然 存在 m 个 由 单 标量 参数 9; 所 确定 的 形 如 (5.5.8) 式 的 不 
确定 应 力 cy , 即 材料 Cauchy 应 力 的 本 构 泛 函 将 具有 如 下 形式 : 


a(D= RO) (CU')。RTCD + 羡 oi 


= RD .GU'). RD + Par: Fr (5.5.1D) 


这 些 不 确定 的 应 力 g? 是 无 法 由 本 构 方程 本 身 给 出 的 ， 它们 必须 由 整个 问题 的 场 方 
程 组 和 初 值 及 边界 条 件 来 共同 确定 之 。 

关于 有 内 部 约束 材料 的 第 一 类 和 第 二 类 P-K 应 力 S 和 马 的 本 构 泛 函 的 具体 
形式 ,读者 可 作为 练习 尝试 之 。 


习 题 


5.1 设 a 为 常数 ,M 为 4 阶 张 量 , 试 说 明 Cauchy 应 力 张 量 的 本 构 函数 : 
(Doe=M:(F-1); (2)e=a(F- 1); 
(3) oe=a(F* FT-1)’; (4)e=a (FT. F-1)’ 
是 否 满足 构架 无 关 原 理 的 要 求 ? 其 中 满足 构架 无 关 原理 要 求 的 本 构 函数 是 否 满足 
对 各 向 同性 材料 本 构 关系 的 要 求 ? 


5.2 设 m 为 单位 张 量 .a 为 常数 , 试 证 明 本 构 关系 og=o(F)=a(F。 m)(F 
*m) 满 足 构 架 无 关 原 理 的 要 求 。 

5.3 设 热 弹性 材料 比 内 能 的 本 构 函数 为 x = u(F,T, G), 试 导出 其 满足 构 
架 无 关 原 理 要 求 的 简化 形式 。 

5.4 设 热 弹性 材料 已 氏 热流 矢量 h 和 工 氏 热流 矢量 五 的 本 构 函数 分 别 为 
=hPF,T,G) 和 互 = 百 (FE,T,G), 试 分 别 导出 其 满足 构架 无 关 原理 要 求 的 简化 
形式 。 
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5.5 试 由 Cauchy 应 力 张 量 e 构架 无 关 形 式 的 本 构 泛 函 的 表达 式 (5.2.17b) 
式 和 Cauchy 应 力 张 量 e 与 P-K 应 力 张 量 S 及 马 间 的 关系 ,导出 P-K 应 力 张 量 S 
及 马 的 构架 无 关 形式 的 本 构 泛 函 (5.2.18) 式 及 (5.2.19) 式 。 

5.6 参照 本 书 5.2 节 中 对 Cauchy 应 力 张 量 o 本 构 方 程 简化 形式 (5.2.17) 式 
的 推导 过 程 ,以 类 似 的 方法 独立 地 导出 第 一 类 和 第 二 类 P-K 应 力 张 量 S 及 马 本 构 
方程 的 简化 形式 (5.2.18) 式 及 (5.2.19) 式 。 

5.7 试 由 第 一 类 P-K 应 力 5S 由 比 自由 能 少 求 导 的 微分 关系 (5. 3. 12) 式 出 
发 ,通过 5 与 Cauchy 应 力 张 量 og 及 第 二 类 P-K 应 力 张 量 马 之 间 的 关系 证 明 微 分 
关系 (5.3.16) 式 和 (5.3.17) 式 , 即 


并 进一步 证 明 : 


5.8 试 直接 从 g 和 瑟 含 内 变量 本 构 函 数 的 一 般 形式 出 发 ,用 与 书 中 5.3 节 导 
出 微分 关系 (5.3.12) 式 类 似 的 方法 导出 其 微分 关系 (5.3.16) 式 和 (5.3.17) 式 。 

5.9 试 证 明 在 工 氏 坐标 正 交 变换 之 下 有 关 量 C、U、E、G、H、B、V.、e、g、h、 
及 . 卫 .S、c 的 变换 公式 (5.4.3) 式 (5.4.4) 式 (5.4.5) 式 。 

5.10 利用 与 书 中 5.4 节 对 Cauchy 应 力 所 做 推导 的 类 似 方法 ,证 明 简单 材料 
满足 构架 无 关 原理 和 许可 性 原理 的 第 一 类 P-K 应 力 $ 与 第 二 类 P-K 应 力 马 的 本 
构 关系 必 分 别 具 有 (5.4.12) 式 和 (5.4.13) 式 的 形式 , 即 

S= R(t). SCE',T'], 5 = $CE',T'] 
且 对 各 向 同性 材料 ,其 中 的 $LE', 7T'] 和 写 LE', 7'] 必 是 E' 的 各 向 同性 张 量 
泛 函 。 

5.11 设 介质 比 粹 、 比 内 能 .Cauchy 应 力 和 焉 氏 热流 矢量 的 本 构 关系 分 别 具 
有 形式 : 

s = 5(T,G,F,F), u = u(T,G,F,F) 
go = 0(T,G,F,F), h = h(T,G,F,F) 


共有 = = as- 工 as-033 

试 由 粹 不 等 式 出 发 证 明 : 必 有 s=s(u,F) 或 u ul(s,F), 有 3 = 天 ,56 Do 
=0; 写 出 简化 的 简 不 等 式 。 
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5.12 设 m 为 单位 张 量 , 试 证 明 满足 张 量 方程 H， m= 土 m,|detH|=1 的 
全 部 张 量 及 组 成 一 个 群 ,并 证 明 该 群 是 同 格 群 oC(F) =olF* 日 ) 的 子 群 。 

5.13 设 材 料 的 内 部 约束 方程 为 Y(F) = 0, 试 导出 其 第 一 类 和 第 二 类 P-K 应 
力 的 本 构 方程 。 

5.14 设 e; 和 ez 是 初始 构 形 中 任意 的 两 个 单位 矢量 ,介质 的 变形 具有 如 下 特 
征 : 在 el 方向 上 的 工 氏 伸 长 比 永远 是 ez 方向 L 氏 伸 长 比 的 2 倍 。 试 导出 介质 本 构 
关系 的 约束 方程 X(C) = 0, 导 出 具有 此 种 约束 变形 特性 介质 的 Cauchy 应 力 本 构 
方程 。 


。254 。 


第 6 章 热 弹 性 材料 


6.1 纯 力 学 情况 下 的 弹性 固体 


所 谓 热 弹性 材料 ,是 指 对 变形 历史 和 温度 历史 没有 记忆 能 力 的 材料 ,其 本 构 响 
应 完全 由 现时 刻 的 变形 和 温度 所 决定 , 故 各 种 响应 量 的 本 构 关 系 都 不 需要 用 泛 函 
或 内 变量 形式 来 表述 而 只 需要 用 本 构 函 数 来 表达 。 本 节 只 讨论 不 考虑 温度 效应 的 
纯 力 学 情况 ,此 时 简单 弹性 材料 第 二 类 P-K 应 力 本 构 方程 的 简化 形式 为 


了 = 了 BE) (6.1.1) 
其 中 卫 为 第 二 类 P-K 应 力 ,E 为 Lagrange 应 变 , 忆 为 巨 的 任意 函数 。4 阶 张 量 
M = 2，Mm = 232 (6.1.2) 


9 五 9Ex. 
称 为 弹性 ( 模 量 ) 张 量 (elastic modulus tensor) ,是 一 个 由 材料 性 质 决 定 的 量 ,在 材 
料 是 非 线性 弹性 材料 的 一 般 情况 下 , 它 也 是 应 变 E( 或 应 力克) 的 函数 。 由 匡 和 E 
的 对 称 性 ,显然 弹性 张 量 M 具有 如 下 的 对 称 性 : 
Ma = Mx» Mur = Mix (6.1.3) 
因此 张 量 M 只 有 36 个 独立 的 分 量 , 此 种 弹性 材料 称 为 Cauchy 弹性 材料 。 如 果 利 
用 能 量 守恒 定律 , 则 根据 3.5 节 所 述 ,在 纯 力学 的 情况 下 材料 的 内 能 即 等 于 应 力 的 
变形 功 所 转化 成 的 应 变 能 。 如 以 & 和 po 分 别 表示 材料 的 比 内 能 和 初始 质量 密度 ， 
则 有 
a ee a 
u= | 5: Ed = | B25:4E (6.1.4) 
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Z=w 吕 zw =o 涝 (6.1.5) 
式 (6.1.4) 和 式 (6.1.5) 说 明 第 二 类 P-K 应 力 古 可 由 应 变 能 或 内 能 u 作为 势 
函数 对 L 氏 应 变 E 求 导 而 得 出 ,我 们 称 这 种 存在 着 应 变 的 势 函数 的 材料 为 超 弹性 
(hyperelastic) 材 料 或 Green 弹性 材料 。 取 式 (6.1.5) 的 第 二 式 ,两 端 对 Ex 求 导 ， 
利用 弹性 模 量 张 量 的 定义 (6.1.2) 式 以 及 u 的 二 阶 混合 导数 的 可 交换 性 ,可 以 得 
到 超 弹 性 材料 弹性 张 量 另 一 附加 的 对 称 性 质 : 
Mu = Muar (6.1.6) 
我 们 把 同时 具有 对 称 性 质 (6.1.3) 式 和 (6.1.6) 式 的 张 量 M 称 为 完全 对 称 的 4 阶 
张 量 , 它 只 有 21 个 独立 的 分 量 。 
对 非 线 性 弹性 材料 ,弹性 模 量 张 量 的 各 分 量 一 般 来 说 将 并 非 为 常数 ,而 是 材料 
的 应 变 状态 或 应 力 状 态 的 函数 ;如 果 材 料 是 线 弹性 的 材料 , 则 弹性 模 量 张 量 的 各 分 
量 将 都 是 常数 , 即 弹性 张 量 M 为 常 张 量 。 所 以 线 弹性 材料 的 本 构 方程 可 以 写 为 
5=M:E, 5,= MouE (6.1.7) 
而 对 Cauchy 线 弹 性 和 Green 线 弹性 材料 而 言 ,本 构 方程 (6.1.7) 式 中 将 各 有 36 
个 和 21 个 独立 的 弹性 常数 。 


6.2 各 向 同性 弹性 材料 


6.2.1 各 向 同性 材料 第 二 类 P-K 应 力 的 本 构 方程 


在 5.4 节 中 我 们 已 经 对 任意 有 记忆 能 力 的 简单 材料 讲 过 材料 对 称 性 原理 的 表 
述 以 及 一 般 各 向 同性 材料 应 力 本 构 泛 函 的 形式 (5.4.6) 式 (5.4.12) 式 、(5.4.13) 
式 ,其 主要 结果 就 是 引出 了 各 向 同性 张 量 泛 函 的 概念 , 即 这 些 公式 中 的 泛 函 a(E'， 
TD) .SCE',T') .多 (E',T') 都 必然 是 E' 的 各 向 同性 张 量 泛 函 ,其 特性 分 别 由 式 
(5.4.10) . 式 (5.4.14) . 式 (5.4.15) 所 表达 。 各 向 同性 弹性 材料 只 是 一 种 没有 记忆 
的 特殊 各 向 同性 材料 ,我 们 只 需 将 上 述 这 些 公 式 中 的 泛 函 改 为 函数 并 将 其 中 自 变 
量 的 历史 改 为 其 瞬 态 值 即 可 ,而 对 纯 力 学 情况 则 本 构 函数 中 又 不 出 现 温 度 。 但 是 
为 了 加 深 读者 的 理解 ,在 本 节 中 我 们 将 结合 对 第 二 类 P-K 应 力 本 构 关系 的 讨论 , 专 
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门 地 以 各 向 同性 弹性 材料 为 例 来 再 重复 说 明 一 下 材料 对 称 性 原理 对 本 构 方程 形式 
的 限制 。 

按 前 所 述 , 所 谓 各 向 同性 材料 就 是 指 在 所 有 方向 上 具有 相同 性 质 的 材料 。 用 
数学 语言 表达 就 是 :如 果 以 某 一 构 形 为 参考 构 形 时 ,不 管 物质 坐标 系 ( 即 L 氏 坐 标 
系 ) 做 怎样 的 正 交 变 换 ,材料 的 本 构 函 数 都 具有 相同 的 形式 , 则 材料 称 为 是 在 此 参 
考 构 形 中 的 各 向 同性 材料 ,而 此 参考 构 形 则 称 为 材料 的 无 焉 斜 构 形 (undistorted 
configuration); 如 果 材 料 不 存在 无 焉 斜 构 形 , 则 称 其 为 各 向 异性 材料 。 设 在 无 下 
斜 构 形 中 L 氏 坐 标 系 忒 和 怀 以 正 交 张 量 Q 相 联 系 : 

X=Q.X+X, X= QO.X-Xo (6.2.1) 
则 如 5.4 节 中 所 指出 的 ,我 们 将 有 如 下 各 量 在 L 氏 坐 标 变化 下 的 变换 关系 ; 
下 =F.0O， 瑟 =0.E.0r， 互 =0.23.0T (6.2.2) 

根据 5.4 节 中 的 式 (5.4.13), 易 见 满足 构架 无 关 原理 要 求 的 第 二 类 P-K 应 力 
的 本 构 简化 形式 必 为 瑟 = 写 (E)。 再 由 各 向 同性 材料 的 定义 知 ,如 果 在 物质 坐标 系 
X 中 材料 的 满足 构架 无 关 原理 要 求 的 本 构 关系 为 

= EE) (6.2.3a) 


则 在 另 一 个 由 正 交 张 量 Q 由 (6.2.1) 式 与 之 相 联系 的 物质 坐标 系 叉 中 ,本 构 关系 
将 有 同样 的 形式 , 即 有 


5= $8E) (6.2.3b) 
但 由 于 物质 坐标 系 变换 时 , 张 量 区 和 EE 的 变换 关系 为 (6.2.2) 式 ,所 以 易 证 
Q*:E(E). QT= 5(0.E.Q') (6.2.4a) 


这 就 是 各 向 同性 弹性 材料 第 二 类 P-K 应 力 的 本 构 函 数 习 所 应 具有 的 性 质 ,其 中 @ 
为 任意 的 正 交 张 量 。 我 们 称 具有 性 质 (6.2.4a) 式 的 张 量 函 数 立 ( 巨 ) 为 各 向 同性 张 
量 函 数 (isotropic tensor function) ,因此 ,各 向 同性 材料 的 第 二 类 P-K 应 力 张 量 本 
构 关系 (6.2.3a) 式 中 的 本 构 函数 写 (E) 必 是 应 变 张 量 E 的 各 向 同性 张 量 函数 。 

对 Cauchy 应 力 和 第 一 类 P-K 应 力 可 以 有 类 似 的 结论 :它们 各 自 的 满足 构架 
无 关 原 理 要 求 的 本 构 关系 为 

o=R.cE).RI，S= 有 R.SCE) (6.2.3c) 
而 如 果 材 料 又 是 各 向 同性 的 , 则 其 中 的 本 构 函数 oC(E) 和 人 $(E) 也 都 必然 是 各 向 同 
性 张 量 函数 , 即 对 任意 的 正 交 张 量 CQ ,都 有 
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0.c(E).0=c0.E.00D0，0.8S(GE). 07=30.E.0D) 
(6.2.4b) 
此 点 读者 可 作为 练习 证 明之 。 
由 下 面 的 “6.2.2 各 向 同性 张 量 函数 的 表示 定理 ”, 可 写 出 各 向 同性 弹性 材料 
本 构 方程 的 一 般 形式 为 
EF= HE)= Bl+ BE+ BE (6.2.5) 
其 中 
i = Gin11) (i = 0,1,2) (6.2.6) 
是 EE 的 3 个 主 不 变量 [1、T2、13 的 任意 函数 。 因 此 在 一 般 情况 下 ,各 向 同性 弹性 材 
料 的 本 构 方程 由 3 个 任意 的 三 元 函数 所 确定 。 
在 总 (E) 为 巨 的 线性 函数 的 时 候 , 即 得 线 弹性 各 向 同性 材料 的 本 构 关 系 。 如 
果 注 意 到 
=trE = Eu+ 天 2 + 无 a 


去 二 | Ez Ex En Ey | En E's 
2 Ex En En Ex Ey Es 
I= 1EIl 


则 知 对 线 弹性 材料 必 有 $s = 0,@: =24,Bo = XtrE = XErx (4 ,4 为 常数 )。 于 是 本 
构 方程 (6.2.5) 式 可 写 为 

= A(trE)T +24E, Zrm = AExxdm +2HUEuw (6.2.7) 
式 (6.2.7) 正 是 通常 所 说 的 线 弹 性 材料 的 Lame 形式 的 胡 克 定律 (Hooke's law) 。 


6.2.2 各 向 同性 张 量 函数 的 表示 定理 


各 向 同性 张 量 函数 的 表示 定理 ” 自 变量 和 因 变 量 都 是 2 阶 实 对 称 张 量 的 任意 
各 向 同性 张 量 函数 瑟 = 名 ( 巨 ) 都 可 表达 为 (6.2.5) 式 的 形式 。 
证 明 ”我们 分 三 步 来 证 明 以 上 定理 。 
(1) E 的 特征 矢量 必 为 五 的 特征 矢量 。 
以 e, 表 示 实 对 称 张 量 E 的 三 个 互相 正 交 的 单位 特征 矢量 ,相应 的 特征 值 为 
4,。 按 矩阵 的 记 法 ,可 写 为 ( 见 1.16 节 中 的 式 (1.16.13a)) 
Aa1 0 01[ei 
E= roe 42 "| | (a) 
ey 


0 0 2 
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设 正 交 张 量 Q, 是 关于 e 的 反射 张 量 , 即 
Over=-e 0.e=e，0.es=es (b) 


由 于 (b) 中 的 三 个 矢量 仍 为 E 的 么 正 特征 矢量 组 ,所 以 类 似 于 (a), 有 


A1 0 0 了 
ee A2 | 


0 0 4s 


A1 0 01[(O er 
= [0 e1,Q1° ez2,Q1 ol Az | (@， e2)T 
0 0 hsLQO es)7 


| 


eT 


a1 0 01[ef 
= tool A2 | 人 en 
0 0 hlef 
=Q.E' (Oo 
即 
E=Q.:E.(Q)' (c) 
又 有 (6.2.4a) 式 对 任意 的 正 交 张 量 8 都 成 立 , 取 0Q = Qi, 即 有 
Q1* P(E). QF = BQ,. E. Qf = $(E) 


即 
Qi1*Z=$E).Q = 3.0Q, (d) 
所 以 ,我 们 有 
Qi (ZE.e)=(O ZE) .el= (ZEvO) ve = 也 '(O el)=- 瑟 .el 
(e) 


式 (e) 说 明 ,Q1 也 是 矢量 号 * ei 的 反射 张 量 。 由 于 Q1 也 是 矢量 ei 的 反射 张 量 ,所 
以 必 有 
五 .el = Pe (f) 

其 中 B, 为 某 个 标量 因子 。 式 (f) 恰 恰 说 明 : ei 也 是 张 量 克 的 特征 矢量 ,其 相应 的 特 
征 值 为 8, 。 同 样 可 证 E 的 特征 矢量 ez .es 也 必 是 五 的 特征 矢量 。 这 就 证 明了 E 
的 特征 矢量 必 为 五 的 特征 矢量 。 

(2) 车 X41=4z, 则 必 有 P=B2; 若 X41=42=X3, 则 必 有 Bi = B= Bs。 

设 X1=42。=4 为 E 的 二 重 特征 值 ,相应 的 两 个 线性 无 关 的 特征 矢量 为 e! 和 
ez， 则 根据 前 面 的 证 明 可 知 ,e1 和 ez 也 必 为 允 的 特征 矢量 , 设 其 相应 的 特征 值 分 别 
为 Bl 和 PBs。 于 是 我 人 有 有 Ee1=Xhe1,E* es=Xe2z,2* el=Bie,B* es=B, ez 
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因为 对 于 任意 的 数 a 和 4b ,我 们 都 有 
E.(aelt+ bes) = aE .e+ bE*:e, = aie + ble, = A(ae! + be,) 
即 二 重 特征 值 * 所 对 应 的 线性 无 关 特 征 矢量 el 和 es 所 生成 的 子 空间 中 的 任意 矢 
量 ae + bes 也 必 是 E 的 与 二 重 特征 值 * 相对 应 的 特征 矢量 , 故 根据 前 面 的 证 明 ， 
它 也 必 是 区 的 特征 矢量 , 设 其 相应 的 特征 值 为 B, 则 有 
E+ (ael + bes) = Blae, + bez) 
但 我 们 又 有 
E+ (ae1t+ bes) = aB. e+ bp.e, = aBie + be 
于 是 我 们 有 
BCae + be2) = aBe! + bB,e, 
即 
(B- Bi)ae! + (B-B)be: =0 
由 于 el 和 ez 是 线性 无 关 的 ,而 a 和 b 是 任意 的 ,所 以 必 有 
B=B=B 
这 就 证 明了 如 果 X1 = 22=4, 则 必 有 B= Po = B。 类似 地 可 以 证 明 : 如 果 Ai = 42 = 
43, 则 必 有 Bl = B= B,。 
(3) 证 明 式 (6.2.5)。 
以 4, 和 B, 分 别 表示 与 E 和 允 的 么 正 特征 矢量 组 e,(r =1,2,3) 相 对 应 的 各 自 
的 特征 值 , 则 由 式 (a) 可 知 , 当 以 e, 为 基 时 ,E 和 允 将 同时 成 为 对 角 元 素 为 特征 值 


的 对 角 和 矩阵 , 故 号 = 克 ( 亡 ) 成 为 
Ai1 0 0 
0 0 4 


二 
| Bb "|- 
0 0 Bb 


故 8, 是 4, 的 函数 :8, = B, (X41,42，,43)。 考 虑 gB; 的 线性 代数 方程 组 
| + 和 AiGi +AhG2 = BGA) 


Go + MG + MG2 = BA) (g) 
Go + haB1 + X32 = Psa,) 
1 A MX 
当天 12 天 Ms 时 ,有 A=|1 42 48 上 = (CA1 一 42) C4z 一 X43) (43 一 X41) 冯 0, 故 
1 as 43 


(g) 式 对 更 有 解 ; 当 Al: = 2 和 Ms 时 ,已 证 Bi = PB,,(g) 式 只 有 后 两 式 是 独立 的 ,而 
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1 | = js - ): 天 0, 故 对 任意 给 定 的 @: ,(g) 式 对 Bo、@B1 都 有 解 ; 当 X41 = 
3 

2 = hs 时 ,已 证 B= P= Bs,(g) 式 只 有 一 个 独立 的 方程 , 即 Bo + X38 + 43882 = 

Bs , 故 对 任意 给 定 的 Bl 和 Bs,(g) 式 对 Bo。 有 解 。 总 之 任何 情况 下 Cg) 式 都 有 解 ， 

记 之 为 


| 


$= $41) = Bll, 12,13) (h) 
即 @。 是 E 的 三 个 主 不 变量 1, 的 函数 。 将 (g) 式 之 各 式 分 别 乘 以 e, ,有 
Doer + BiAre, + BoAIe, = Pre (r = 1,2,3, 不 求 和 ) 
即 
(Dol + BE+D,E).e,= PE.e, (r=1,2,3) 
写 为 矩阵 记 法 , 即 
[GoT+ GE+G6: E2?][el,ez,es] = [了 [el,ez,es] (DD 
因为 el 、ez、es 组 成 么 正 基 , 以 它们 为 列 矢 量 的 矩阵 为 正 交 和 矩阵 (当然 是 可 逆 的 )， 
将 (iD 式 两 端 同 乘 以 矩阵 [el , ez,es] 的 逆 矩 阵 ( 即 转 置 矩阵 ), 即 得 
了 = 访 (E) = GoT+ GE + BE’ (6.2.5) 
这 就 是 我 们 前 面 要 证 的 式 (6.2.5)。 定 理 证 毕 。 
至 于 形 如 (6.2. 5) 式 的 张 量 函数 名 ( 巨 ) 是 否 确 为 巨 的 各 向 同性 张 量 函数 ,这 是 
很 容易 证 明 的 ,读者 可 尝试 证 明之 。 因 此 ,各 向 同性 张 量 函 数 的 表示 定理 可 以 更 确 
切 地 表述 为 : 张 量 函数 多 (E) 是 各 向 同性 张 量 函 数 的 充 要 条 件 是 它 可 以 表述 为 
(6.2.5) 式 的 形式 。 
各 向 同性 张 量 函数 的 表示 定理 (6.2.5) 式 的 证 明 方法 有 很 多 ,我 们 上 面 只 是 给 
出 了 其 中 的 一 种 证 明 方 法 。 显 然 ,我 们 很 容易 将 前 面 的 证 明 方法 推广 到 n 维 空间 
中 自 变量 和 因 变 量 都 是 2 阶 对 称 张 量 的 各 向 同性 张 量 函 数 的 表示 定理 。 另 一 个 常 
用 的 证 明 方法 是 :首先 将 张 量 函数 = 允 (E) 展 开 为 E 的 敌 级 数 ,然后 再 利用 1.16 
节 中 的 凯 来 -哈密 尔 顿 (Cauley-Hamilton) 定 理 进行 证 明 , 读 者 可 作为 练习 证 明之 
(参见 第 6 章 中 的 相关 习题 ) 。 


6.2.3 各 向 同性 材料 Cauchy 应 力 张 量 e 的 本 构 函 数 


在 6.2.1 节 的 讨论 中 ,我 们 所 用 的 方法 是 : 先 由 构架 无 关 原理 导出 了 各 类 应 力 
本 构 方程 的 简化 形式 ,然后 再 由 材料 对 称 性 原理 证 明了 对 各 向 同性 材料 各 类 应 力 
的 本 构 函 数 都 必 为 各 向 同性 张 量 函 数 。 然 而 ,由 于 本 构 理 论 中 的 各 个 原理 是 相互 
独立 的 ,所 以 我 们 也 可 以 采用 先 由 材料 对 称 性 原理 然后 再 用 构架 无 关 原理 进行 讨 
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论 的 思路 。 在 5.4 节 中 我 们 已 结合 有 记忆 材料 的 Cauchy 应 力 的 本 构 泛 函 说 明了 
这 一 方法 ,由 于 其 重要 性 ,也 为 了 加 深 印 象 ,现在 我 们 再 对 弹性 材料 的 特殊 情况 重 
复 加 以 说 明 。 

设 简单 弹性 材料 Cauchy 应 力 的 本 构 关系 为 a= 5(F)。 根 据 材料 对 称 性 原 
理 ,如 果 材料 是 各 向 同性 材料 , 则 在 相差 一 正 交 张 量 @ 的 两 个 L 氏 坐 标 系 X 和 XX 
中 ,本 构 函 数 形式 必须 相同 , 即 我 们 同时 有 


d= 0(F), a= 6o(F) (6.2.8) 
但 是 在 L 氏 坐 标 变换 之 下 我 们 有 
F=F.0Q', gs=0 (6.2.9) 
所 以 易 得 
o=o(F.Q) (6.2.10) 


(6.2.10) 式 对 任意 的 正 交 张 量 Q 都 应 成 立 。 取 0Q = R, 并 利用 下 的 左 极 分 解 公 
式 , 则 (6.2.10) 式 成 为 
oe=o(V) (6.2.11a) 
式 (6.2.11a) 即 是 材料 各 向 同性 对 材料 本 构 关 系 形式 的 限制 , 它 说 明 : 对 各 向 同性 
材料 ,其 Cauchy 应 力 e 必 可 以 表达 为 左 伸缩 张 量 V 任意 函数 的 形式 。 
其 次 ,构架 无 关 原理 要 求 在 任意 由 正 交 张 量 8 所 表达 的 时 空 系 的 变换 
元 =Q@.x+zo 


之 下 , 式 (6.2.11a) 中 的 本 构 函数 ec( V) 形 式 不 变 , 即 我 们 应 同时 有 


o=oV), so= 0o(V) (6.2.12) 
但 在 时 空 变 换 之 下 我 们 有 
5=0.c.0 V=Q.V.QT (6.2.13) 
所 以 必 有 
QoV) .or=c0.Vv.0D (6.2.14a) 


这 说 明 各 向 同性 弹性 材料 Cauchy 应 力 的 本 构 函 数 不 但 一 定 可 以 表达 为 a= oCV) 
的 形式 (而 与 旋转 张 量 R 无 关 ) ,而 且 构 架 无 关 性 原理 还 要 求 a= c(Y) 必 是 Y 的 
各 向 同性 张 量 函数 ,同样 它 也 可 表达 为 召 或 e 的 各 向 同性 张 量 函数 。 
类 似 地 ,对 各 向 同性 弹性 材料 ,我 们 也 可 以 首先 由 材料 对 称 性 原理 证 明 第 一 类 
和 第 二 类 P-K 应 力 满足 材料 各 向 同性 要 求 的 本 构 关 系 分 别 为 
S= $V).R, B= R'.SV)-.R (6.2.11b) 
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即 材料 的 各 向 同性 特征 要 求 S 和 互 必 须 以 (6.2.11b) 式 的 方式 依赖 于 旋转 张 量 R 
和 左 伸缩 张 量 V, 而 且 其 中 的 本 构 函 数 $CV) 和 六 (V) 都 必须 是 左 伸缩 张 量 V 的 
任意 函数 ;而 再 由 构架 无 关 原 理 则 可 以 证 明 式 (6.2.11b) 中 的 本 构 函 数 $SCV) 和 
避 (V) 也 必然 是 Y 的 各 向 同性 张 量 函数 , 即 对 任意 的 正 交 张 量 Q ,都 必须 有 
0.8S(V .QT= SQ.V.0), QFV).QT= SQ.V. QO) 
(6.2.14b) 
作为 练习 ,读者 可 以 参照 前 面 的 方法 证 明 式 (6.2.11b) 和 式 (6.2.14b)。 

在 这 里 我 们 强调 指出 ,a = aCV) 是 V 的 各 向 同性 张 量 函 数 的 结论 (6.2. 14a) 
式 和 (6.2.14b) 式 是 由 材料 本 构 关系 的 客观 性 原理 或 构架 无 关 原 理 而 推出 的 ,而 不 
是 由 材料 各 向 同性 所 推出 的 ,但 它 在 数学 形式 上 却 是 和 各 向 同性 材料 Cauchy 应 力 
及 第 一 、 二 类 P-K 应 力 的 本 构 函数 =6(CE)、S=S(E) 号 = 忆 (E) 为 各 向 同性 张 
量 函 数 的 式 (6.2.4a) 和 式 (6.2.4b) 是 完全 类 似 的 ,而 式 (6.2.4a) 和 式 (6.2.4b) 所 
包含 的 3 个 公式 则 是 由 材料 为 各 向 同性 所 得 出 的 ,因此 人 们 也 常常 把 式 (6.2.4a) 
和 式 (6.2.4b) 所 表达 的 性 质 称 为 “材料 各 向 同性 ”, 它 们 是 材料 各 向 同性 性 质 的 体 
现 ;而 将 式 (6.2.14a) 和 式 (6.2.14b) 所 表达 的 性 质 称 为 “空间 各 向 同性 ”, 它 们 是 材 
料 性 质 客观 性 的 体现 。 

最 后 我 们 再 强调 一 下 材料 的 各 向 同性 与 其 无 焉 斜 构 形 之 间 的 关系 。 尽 管 
Cauchy 应 力 e 的 度量 是 完全 不 依赖 于 参考 构 形 的 ,但 是 两 类 P-K 应 力 的 度量 , 特 
别 是 出 现在 本 构 关系 中 的 描写 介质 纯 变 形 的 量 V(e) 以 及 U(E) 却 是 与 参考 构 形 
有 关 的 ,所 以 我 们 前 面 所 述 的 各 向 同性 的 概念 以 及 结论 只 有 在 材料 的 无 焉 斜 构 形 
中 才 是 成 立 的 。 换 言 之 ,我 们 只 能 说 各 向 同性 材料 只 是 在 其 无 焉 斜 构 形 中 才 表 现 
出 其 各 向 同性 ,并 且 其 本 构 关 系 的 形式 才 具 有 以 上 所 述 的 那些 性 质 。 


6.3 热 弹性 流体 


6.3.1 热 弹性 流体 及 其 非 完 全 状态 方程 


在 5.4 节 中 我 们 曾经 对 一 般 的 简单 流体 材料 做 了 简要 介绍 ,并 指出 简单 流体 
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是 一 种 对 保持 同体 积 的 各 参考 构 形 无 优选 构 形 而 且 在 任意 参考 构 形 中 都 是 各 向 同 
性 的 材料 。 热 弹性 流体 作为 无 记忆 能 力 和 无 黏 性 的 流体 只 是 简单 流体 的 特例 ,我 
们 是 可 以 直接 以 5.4 节 中 所 得 出 的 结论 为 基础 而 对 热 弹性 流体 的 本 构 关系 来 进行 
讨论 的 ,具体 内 容 可 参见 后 面 8. 1 节 最 后 的 说 明 即 式 (8.1.29)。 但 是 为 了 更 直观 
起 见 ,我 们 在 此 再 以 工程 上 更 易 接受 的 形式 来 对 热 弹性 流体 的 本 构 关系 给 予 简单 
讨论 。 

根据 6.2 节 中 的 式 (6.2. 11a) 和 式 (6.2. 14a) ,我 们 已 经 知道 了 各 向 同性 弹性 
材料 Cauchy 应 力 e 的 本 构 关系 与 旋转 张 量 R 无 关 而 只 是 左 伸缩 张 量 V 的 函数 ， 
而 且 此 函数 还 必须 是 Y 的 各 向 同性 张 量 函 数 。 如 果 我 们 将 纯 力 学 的 情况 推广 到 
存在 热效应 的 一 般 情 况 , 则 我 们 可 以 得 出 结论 ,各 向 同性 热 弹 性 材料 Cauchy 应 力 
6 的 本 构 关 系 可 以 表达 为 

oe= a(V,T) 
而 且 c(CV,T) 是 V 的 各 向 同性 张 量 函数 , 即 对 任意 的 正 交 张 量 Q, 都 必须 满足 
0.cCVv,T) .0r=acO.V.0r,T) 

如 我 们 在 6.2 节 中 曾 指出 的 ,尽管 Cauchy 应 力 e 的 度量 是 完全 不 依赖 于 参考 
构 形 的 ,但 是 左 伸缩 张 量 V 的 度量 却 是 与 参考 构 形 的 选取 有 关 的 ,所 以 我 们 只 能 
说 各 向 同性 弹性 材料 只 是 在 其 无 焉 斜 构 形 中 才 是 各 向 同性 的 , 即 对 一 般 的 各 向 同 
性 弹性 固体 而 言 , 上 述 结论 只 是 在 以 材料 的 无 鼻 斜 构 形 为 参考 构 形 时 才 是 成 立 的 。 
现在 我 们 考虑 一 种 特殊 的 热 弹性 材料 , 它 具 有 如 下 的 特殊 性 质 : 一 方面 它 只 能 承受 


各 向 等 值 的 压力 p 即 a= - PT, 另 一 方面 该 种 应 力 还 只 与 V= 吉 6 + VY“ 中 的 纯 胀 
缩 部 分 到 O 有 关 而 与 畸变 部 分 无 关 。 对 此 种 材料 ,本 构 关系 将 成 为 

-=5( 寺 orT) 
此 种 函数 对 任意 的 正 交 张 量 Q 都 能 满足 各 向 同性 张 量 函数 的 要 求 。 而 这 种 各 向 
同性 张 量 函数 又 将 表现 为 标量 p 和 9 以 及 T 之 间 的 任意 函数 关系 ,而 初始 构 形 的 


不 同 选择 虽然 会 影响 0 的 度量 ,但 它们 也 总 是 与 介质 的 质量 密度 p 和 比 容 v=1/p 
相 联系 的 , 故 其 本 构 关系 可 表达 为 

p=p(v,T) (6.3.1) 
我 们 把 这 种 特殊 的 热 弹 性 材料 称 之 为 热 弹 性 流体 。 换 言 之 ,在 保持 体积 或 密度 相 
同 的 各 构 形 中 , 热 弹性 流体 是 一 种 不 存在 优选 构 形 的 材料 ,而 且 在 这 些 等 密度 的 每 


。264 。 


DOCDG 第 6 章 热 弹性 材料 


个 构 形 中 都 是 各 向 同性 的 ,但 是 此 种 材料 不 论 静 止 还 是 流动 都 完全 不 能 承受 切 应 
力 。 热 弹性 流体 与 我 们 在 第 8 章 中 所 要 讲 的 黏 性 流体 是 不 同 的 ,后 者 虽然 在 静止 
时 不 能 承受 切 应 力 ,但 其 在 流动 时 却 可 以 承受 有 限 的 黏 性 切 应 力 。 

对 常规 条 件 下 的 固体 ,可 以 将 其 应 力 分 解 为 流体 动力 学 压力 部 分 - pI (平均 压 
力 ) 和 应 力 偏 量 oa 之 和 : 

o=-pl+o 

在 第 7 章 讲述 弹 塑 性 材料 的 有 关内 容 时 ,我 们 将 指出 应 力 偏 量 o 受到 材料 届 服 条 
件 的 限制 ,即使 考虑 到 材料 的 所 谓 塑性 硬化 效应 时 ,其 值 也 是 不 会 太 高 的 , 故 在 压 
力 p 远 高 于 应 力 偏 量 o' 各 分 量 的 数值 时 ,材料 中 的 应 力 状态 将 可 近似 地 视 作 流 体 
动力 学 压力 状态 。 因 此 在 高 压 下 的 固体 也 常 可 作为 流体 来 近似 处 理 , 这 就 是 对 高 
压 下 固体 的 流体 动力 学 近似 。 因 此 , 当 不 考虑 介质 中 的 内 摩擦 效应 时 ,流体 和 高 压 
下 的 固体 都 可 以 作为 热 弹性 流体 来 看 待 。 热 弹性 流体 本 构 方程 的 一 种 形式 就 是 刚 
才 所 指出 的 式 (6.3.1) 。 由 于 式 (6.3.1) 中 因 变量 是 压力 p, 自 变量 除了 比 容 v 之 
外 , 另 一 个 是 温度 T, 故 我 们 将 式 (6. 3. 1) 称 为 温度 型 的 状态 方程 (equation of 
state) ,根据 下 面 (本 小 节 最 后 一 段 ) 要 讲 的 理由 我 们 又 将 之 称 为 一 种 所 谓 的 “ 非 完 
全 状态 方程 ”。 与 此 相 平行 ,根据 另 一 个 自 变量 的 不 同 , 人 们 又 引入 了 另外 三 种 形 
式 的 非 完 全 状态 方程 ,将 这 四 种 非 完 全 状态 方程 分 别 写 出 来 , 即 


p= PCvT) (6.3.1) 
p= PCvs) (6.3.2) 
p=p'(v,u) (6.3.3) 
p= p(v,H) (6.3.4) 


它们 中 的 每 一 个 都 是 以 压力 p 为 其 因 变 量 , 且 都 以 比 容 v 作为 其 一 个 自 变量 ,而 
另 一 个 自 变 量 则 分 别 为 温度 T、 比 粹 s、 比 内 能 u 和 比 烩 五 ,故我 们 分 别称 (6.3.1) 
式 (6.3.2) 式 《6.3.3) 式 (6.3.4) 式 为 温度 型 . 粹 型 .内 能 型 . 人 型 状态 方程 。 比 
烩 五 的 定义 见 下 面 的 公式 ， 
H=u+pv 
温度 型 状态 方程 (6.3.1) 式 可 以 从 准 静 态 的 等 温 实验 得 出 ,典型 的 例子 如 普通 
物理 中 所 讲 过 的 理想 气体 状态 方程 以 及 实际 气体 的 范 德 瓦尔 斯 (Van der Waals) 
方程 
pr= RT, (p+&)(v-b)= RT (6.3.5) 
粹 型 状态 方程 可 以 由 等 粹 波动 实验 得 出 并 在 求解 连续 波 的 问题 中 广泛 应 用 ， 
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因为 连续 波 的 波 速 是 由 其 等 焙 弹 性 模 量 决定 的 。 这 里 介绍 几 种 常见 的 入 型 状态 方 
程 。 根 据 人 型 状态 方程 (6.3.2) 式 定义 等 炉 弹 性 模 量 ( 或 称 等 粹 体积 压缩 模 量 )k 为 


大 =- 3592 (a) 
莫 纳 汉 (Murnagham) 假 设 材料 的 等 炉 弹性 模 量 是 其 压力 的 线性 函数 , 即 
k=ko+np (b) 
其 中 ko 和 nn 为 常数 。 将 式 (b) 代 入 式 (a) 之 中 ,并 以 起 始 条 件 
pl,=:,, = pols) (0) 
进行 积分 ,可 得 
p= &[(%) (I+ nl)-1] Cko#0n#0) (6.3.68) 
p= poCs) +koln() Cko #0,n=0) (6.3.6b) 
p= paC) (WE) Cko = on 天 0) (6.3.6c) 


式 (b) 称 为 Murnagham 假设 , 式 (6.3.6a) 称 为 Murnagham 状态 方程 , 式 (6.3.6b) 
称 为 对 数 流体 状态 方程 , 式 (6.3.6c) 称 为 多 方 型 状态 方程 ,它们 分 别 是 高 压 下 固体 
的 状态 方程 .液体 的 状态 方程 和 气体 的 状态 方程 。 式 (6.3.6) 的 三 个 公式 是 最 典型 
的 炉 型 状态 方程 。 

内 能 型 和 迷 型 状态 方程 可 以 通过 冲击 波 实验 得 出 并 在 求解 冲击 波 的 问题 中 应 
用 ,因为 冲击 波 阵 面 上 的 能 量 守恒 条 件 中 含有 内 能 和 烩 。 基 于 统计 物理 学 的 考虑 
得 出 的 一 个 固体 在 高 压 下 的 内 能 型 状态 方程 是 所 谓 的 格 吕 内 森 (Griineisen) 状 态 
方程 ; 


p= PC + LTu - we] (6.3.7) 

其 中 的 pi《v) 和 wi《v) 分 别称 为 冷 压 和 冷 能 , 即 绝对 零度 时 的 压力 和 内 能 。 如 果 
我 们 按照 内 能 型 状态 方程 定义 所 谓 的 Griineisen 系数 : 

7(vz) = v ape) (d) 


在 一 般 情 况 下 显然 它 是 v 和 uw 的 二 元 函数 ,Griineisen 假定 它 只 是 比 容 v 的 函 
数 , 即 
vap rs) = y(v) (6.3.8) 
以 绝对 零度 下 的 初始 条 件 
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plro = pr(v), wl|r=o = ur(v) (e) 
积分 方程 (6.3.8) 式 即 得 Griineisen 状态 方程 (6.3.7) 式 。 可 见 Griineisen 状态 方 
程 (6.3.7) 式 包含 3 个 比 容 v 的 任意 函数 pi《v)、ui(v) 和 7y(v), 人 们 通常 是 通 
过 以 下 的 三 个 方程 来 确定 它们 : 


= dux 
pr =- (6.3.9a) 
pu pr= Tun ur) (6.3.9b) 
2 -于 和 Be / dpe (6.3.9c) 


7 3 2 dv/ dv 

式 (6.3.9a) 是 能 量 守恒 定律 Tds = du + pdv 在 绝对 零度 下 的 体现 ,或 者 说 是 热力 
学 第 三 定律 的 结果 (绝对 零度 时 焙 为 常数 ); 式 (6.3.9b) 中 的 pn《v)、un《v) 是 由 
平板 撞击 实验 数据 所 得 出 的 p 一 "\& 一 * 的 冲击 波 Hugniot 关系 ; 式 (6.3.9c) 称 
为 斯 莱特 (Slater) 公 式 ,是 Slater 根据 统计 力学 和 量子 力学 的 一 些 假定 提出 的 , 详 
细 的 说 明 可 见 有 关 文献 。 当 然 也 有 用 其 他 的 一 些 假定 来 代替 Slater 公式 而 连同 式 
(6.3.9a) 和 式 (6.3.9b) 来 确定 函数 pt(y) .xxk(v) 和 y(v) 的 。 

Griineisen 状态 方程 是 在 爆炸 力学 和 穿 破 甲 等 高 速 冲击 力学 问题 中 常用 的 一 
种 固体 高 压 状 态 方程 。 

我 们 把 式 (6.3.1) 一 式 (6.3.4) 所 表达 的 以 上 四 类 状态 方程 都 称 为 非 完全 的 状 
态 方程 (imperfect equation of state) ,这 是 因为 它们 都 不 是 所 谓 的 热力 学 势 函数 ， 
即 单 由 这 样 的 状态 方程 并 不 能 简单 地 通过 微分 和 代数 运算 的 方法 而 确定 系统 的 全 
部 热力 学 量 。 为 了 由 非 完全 状态 方程 之 一 确定 系统 所 有 的 热力 学 函数 ,还 必须 辅 
以 额外 的 热力 学 数据 和 信息 。 说 明 这 一 点 的 一 个 例子 就 是 ,由 温度 型 状态 方程 p 


= PCw,T)( 即 "= YCP,T)) 出 发 ,我 们 还 需 加 上 实验 测量 所 得 的 某 一 固定 压力 po 
下 的 定 压 比 热 Cw 为 初始 条 件 而 对 有 关 的 方程 进行 积分 才 可 求 得 一 个 热力 学 势 ， 
然后 再 通过 微分 和 代数 运算 的 方法 而 求 得 其 他 全 部 热力 学 量 。 对 其 他 非 完全 状态 
方程 也 有 类 似 情况 ,只 不 过 所 需要 的 附加 信息 即 积分 初始 条 件 各 不 相同 而 已 。 但 
Massien 证 明了 ,在 独立 变数 的 适当 选择 下 ,只 要 有 一 个 热力 学 函数 确定 之 后 , 即 
可 通过 对 它 求 导 而 得 出 全 部 的 热力 学 状态 变量 。 我 们 称 这 样 的 热力 学 函数 为 热力 
学 势 (thermodynamics potential) 或 特性 函数 (characteristic function) ,而 由 热力 
学 势 所 表达 的 状态 方程 称 为 完全 的 状态 方程 。 在 第 4 章 中 我 们 曾 由 许可 性 原理 导 


出 过 微分 关系 罗 = po 3 岂 、。= -3 风 , 这 说 明 当 把 工 氏 应 变 巨 和 温度 了 选 为 自 变 
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量 时 , 比 自由 能 少 是 一 个 热力 学 势 ,=%(E,T) 就 是 一 种 完全 的 状态 方程 ,在 热 
弹性 流体 的 情况 中 这 将 表现 为 = YCv, 了 T)。 


6.3.2 完全 状态 方程 


以 单位 质量 的 介质 为 研究 对 象 时 最 重要 的 热力 学 势 有 比 自由 能 (free energy) 

少 . 比 内 能 (internal energy) u、 比 烩 (enthalpy)H 和 比 自由 烩 (free enthalpy) G 
( 即 Gibbs 函数 ) ,它们 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 

p=u-Ts, H=utpv, G=H-Ts=u+t+pv-Ts (6.3.10) 

而 且 我 们 容易 证 明 , 以 下 各 式 左 端的 量 作为 其 右 端 自 变量 的 函数 时 都 是 热力 学 势 ， 


因此 它们 分 别 给 出 完全 的 状态 方程 : 
u = (vs) (6.3.11) 
$= %(v,T) (6.3.12) 
H= H(p,s) (6.3.13) 
G = CCp,T) (6.3.14) 
事实 上 ,由 热力 学 第 一 定律 和 平衡 态 可 逆 过 程 的 热力 学 第 二 定律 以 及 式 (6.3.10)， 
容易 得 到 如 下 的 微分 关系 : 
du =- pdv+ Tds (6.3.15a) 
dy =- sdT — pdv (6.3.15b) 
dH = vdp + Tds (6.3.15c) 
dG = vdp - sdT (6.3.15d) 


将 式 (6.3.11) 一 式 (6.3.14) 中 四 个 函数 的 全 微分 关系 分 别 与 式 (6.3. 15a) 一 式 
《6.3.15d) 进 行 对 比 ,并 由 右 端 自 变量 微分 的 任意 性 , 即 可 得 到 如 下 的 关系 : 


T= (至 ) ， p =- ( 噬 (6.3.16) 
= =-( 台 ) ， p =- (加), (6.3.17) 
7 ( 吕 ),， "= (名) a 
a 侣 )， y= 全)， (6.3.19) 


由 式 (6.3.16) 可 见 :T 和 p 可 分 别 作 为 “热力 学 力 ” 由 函数 羡 (s,v) 分 别 对 “ 热 
* 268， 


第 6 章 热 弹性 材料 


力学 距离 ”s 和 v 求 导 而 得 出 , 即 当选 择 s 和 v 为 自 变量 时 函数 如 (s,v) 为 热力 学 
势 ,而 式 (6.3.16) 为 一 种 完全 的 状态 方程 。 对 式 (6.3.17) 和 式 (6.3.19) 也 可 有 类 
似 的 结论 。 

由 以 上 讨论 可 知 , 与 非 完 全 状态 方程 相 比 ,完全 状态 方程 有 其 优点 。 但 是 热力 
学 势 函数 的 概念 比较 抽象 ,而 且 它 们 大 都 是 难以 直接 测量 的 量 , 而 为 了 得 到 它们 ， 
我 们 还 是 需要 由 一 些 比较 容易 测量 的 量 通过 积分 而 导出 它们 。 这 些 容易 测量 的 量 
是 如 下 一 些 表征 介质 热力 学 特性 的 物理 量 : 


cz 便 ， cz 便 ) 

避 =-v( 吕 =-v() 

基 了 (号 )， K, =- 二 ( 兄 )， (6.3.20) 
?m= ( 强 ，ro = (如) 

es +(F), 

二 "(加 ) 


其 中 最 后 一 式 中 的 压力 是 作为 比 容 和 比 内 能 的 函数 p= p'《v, uw) 而 求 导 的 。 如 果 
将 式 (6.2.30) 中 右 端 各 微分 量 写成 为 相应 过 程 中 的 两 个 微分 量 之 比 , 则 容易 看 出 


它们 各 自 的 物理 意义 是 : C, = (了 区) 表示 单位 质量 介质 的 等 容 热 容量 即 等 容 比 
热 ;C, = 7( 器) , 表示 单位 质量 介质 的 等 压 热 容量 即 等 压 比 热 1k7 = (一 427 ) ， 
表示 介质 的 等 温 体积 压缩 模 量 ; k, = ( 一 27 ) 表示 介质 的 等 炳 体积 压缩 模 量 ; 
K+ = (二 吾 全 ) ,表示 介质 的 等 温 体积 压缩 采 度 ;天 ,= (二 和 任 ) 表示 介质 的 等 


粹 体积 压缩 乘 度 ;pen = ( 8 ) 表示 介质 的 (等 容 ) 温 度 压力 系数 ;9 = ( 息 ) 去 


示 介质 的 (等 容 ) 二 压力 系数 ;acn = (时 从 )， 表示 介质 的 (等 压 ? 温 度 体 胶 系 数 ; 
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ds 
(等 容 ) 热 压力 系数 , 即 单位 体积 介质 在 等 容 条 件 下 吸收 单位 热量 引起 的 压力 增加 ， 
简称 为 单位 体积 介质 的 Griineisen 系数 。 通 过 直接 代入 法 容易 证 明 它 们 是 与 各 特 
性 函数 的 2 阶 导数 相 联系 的 : 


ac = ( 晓 人 ) 表示 介质 的 (等 压 ) 境 体 联 系数 ;y= (2), 表示 单位 体积 介质 的 


Ce" 
-Fk oi 
WE 
avas 一 ?9 
PR ks 
av? v 
3 -Cr 
7 T 
99 
vaT = Pn 
Fy kr 
av vy 
2 
5 CC (6.3.21) 
Et 人 
apas 《3) 
2E 
3 三 一 VK。 
9P2 
Vv 
2G -_ Ce 
aT? T 
V 
FG 
apaT wn 
Vv 
2G 
pe 7 
2_ V9 Fn 
了 TavoT 9s 


式 (6.3.21) 的 前 12 个 公式 很 容易 通过 将 式 (6.3. 20) 直 接 代入 式 (6.3.10) 一 式 
(6.3.13) 的 各 式 而 证 明 , 而 其 中 的 最 后 一 个 公式 则 可 以 由 7y 的 定义 以 及 对 函数 p 
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= p'(v,u) 求 导 并 利用 复合 函数 求 导 的 链 锁 法 则 和 式 (6.3.16) 、 式 (6.3.17) 而 得 
出 。 式 (6.3.20) 中 共 包 含 11 个 热力 学 特性 量 ,它们 中 的 大 多 数量 都 是 可 以 以 某 种 
方式 测量 的 。 但 是 事实 上 我 们 并 不 需要 分 别 独立 地 测量 它们 ,因为 我 们 不 难 证 明 
它们 之 间 存 在 着 如 下 的 一 些 关系 : 


区 Kr 
Sl 

k, = 六 
cm - Ce 

ac 了 
pe 全 

Yo 有 (6.3.22) 
Pen = Kracm 
Pon = Kacn 
En 

v C, 
Cp-C,= TvpnKrpr 
名 -rrm 生 = 息 


这 些 公式 是 容易 证 明 的 ,读者 可 自行 完成 之 。 由 于 式 (6.3.22) 中 有 8 个 关系 
《如 前 8 个 关系 ) 是 独立 的 , 故 式 (6.3.20) 所 定义 的 11 个 热力 学 特性 量 中 只 有 3 个 
是 独立 的 ,所 以 我 们 只 需要 测量 出 其 中 的 3 个 即 可 。 
在 这 里 我 们 指出 ,如 果 从 本 构 关系 理论 的 许可 性 原理 即 炉 不 等 式 出 发 ,同样 可 
以 得 到 热力 学 势 函 数 式 (6.3.11) 一 式 (6.3.14) 的 一 阶 微分 关系 式 (6.3.16)~ 式 
(6.3.19) ,读者 可 自行 证 明之 。 
最 后 我 们 对 前 面 所 讲 的 四 个 热力 学 势 的 物理 意义 以 及 它们 在 不 可 逆 过 程 中 的 
演变 趋势 做 一 简单 说 明 。 
内 能 u 的 物理 意义 是 比较 容易 理解 的 ,根据 热力 学 第 一 定律 ,内 能 u 表示 介 
质 所 储藏 的 可 以 用 来 对 外 做 功 和 放出 热量 的 全 部 能 量 ,或 者 反 过 来 说 内 能 等 于 介 
质 接受 外 功 和 外 热 而 将 之 储藏 起 来 的 能 量 : 
du=dw+dQ=-pdv+Tds (6.3.23) 
在 习惯 上 人 们 常 把 Ts 称 为 热 约束 能 ,而 自由 能 = u - Ts 是 内 能 u 扣除 热 
约束 能 Ts 之 后 剩 下 的 “自由 ”的 一 部 分 ,所 以 称 之 为 自由 能 。 由 于 
dy= du-Tds-sdT (6.3.24a) 


* 271 。 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 


而 对 于 等 温 过 程 ,有 
dy=du-Tds=du-dQ= dW (等 温 过 程 ) (6.3.24b) 
所 以 作为 内 能 一 部 分 的 自由 能 是 在 等 温 过 程 中 由 外 部 的 变形 功 储藏 起 来 的 那 部 分 

能 量 。 
根据 迷 的 定义 ,我 们 有 

dH= du+pdv+vdp (6.3.25a) 

而 对 于 等 压 过 程 , 有 
dH = du + pdv = dQ (等 压 过 程 ) (6.3.25b) 


所 以 烩 表示 介质 在 等 压条 件 下 吸收 外 热 而 储藏 起 来 的 能 量 , 故 和 也 常 称 为 热 始 。 
类 似 于 自由 能 与 内 能 的 关系 ,我 们 也 可 以 把 自由 烩 G = 五 - Ts 视 之 为 始 中 扣除 热 
约束 能 Ts 之 后 所 剩余 的 能 量 , 但 这 个 解释 显然 只 是 一 种 形式 上 的 解释 而 已 。 
在 不 可 逆 过 程 中 ,我 们 有 
du= dw+dQ<- pdv+ Tds (6.3.26a) 
dy= du-Tds-sdT=-pdv+dQ- Tds- sdT<- pdv- sdT 
(6.3.26b) 
dH=du+pdv+vdp =- pdv+dQ+ pdv+vdp 
<Tds+vdp (6.3.26c) 
dG = du+pdv+vdp- Tds- sdT 
=- pdv+dQ+pdv+ vdp- Tds- sdT 
<vdp-sdT (6.3.26d) 
由 以 上 四 式 可 见 : 对 于 初 终 态 比 容 科 都 相等 的 不 可 逆 过 程 必 有 duw 委 0, 即 在 保持 
初 终 态 比 容 和 粹 都 不 变 的 不 可 逆 过 程 中 ,内 能 必然 碱 小 ,所 以 在 比 容 和 都 保持 不 
变 的 情况 下 平衡 态 的 内 能 最 小 ;对 于 初 终 态 比 容 和 温度 都 相等 的 不 可 逆 过 程 必 有 
dy<0, 即 在 保持 初 终 态 比 容 和 温度 都 不 变 的 不 可 逆 过 程 中 , 自由 能 必然 减 小 ,所 
以 在 比 容 和 温度 都 保持 不 变 的 情况 下 平衡 态 的 自由 能 最 小 ;对 于 初 终 态 压 力 和 炳 
都 相等 的 不 可 逆 过 程 必 有 dF 和 0, 即 在 保持 初 终 态 压力 和 炉 都 不 变 的 不 可 逆 过 程 
中 , 烩 必然 减 小 ,所 以 在 压力 和 灶 都 保持 不 变 的 情况 下 平衡 态 的 答 最 小 ; 对 于 初 终 
态 压 力 和 温度 都 相等 的 不 可 逆 过 程 必 有 dG 二 0, 即 在 保持 初 终 态 压力 和 温度 都 不 
变 的 不 可 挝 过 程 中 ， 自由 烩 必然 碱 小 ,所 以 在 压力 和 温度 都 保持 不 变 的 情况 下 平衡 
态 的 自由 始 最小。 这 样 我们 就 找到 了 保持 v、s、P、T 中 的 两 个 力 热 对 偶 量 不 变 的 
四 种 特殊 类 型 的 不 可 逆 过 程 ,在 这 些 不 可 逆 过 程 中 相应 的 某 个 热力 学 势必 然 只 能 
减 小 而 不 能 增加 。 这 就 是 由 热力 学 势 的 演化 特征 所 给 出 的 对 自发 热力 学 过 程 不 可 
逆 性 的 方向 性 描述 。 值 得 注意 的 是 ,这 里 所 说 的 力 热 对 偶 量 和 相应 热力 学 势 之 间 
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的 对 应 关系 恰恰 是 与 式 (6.3.11) 一 式 (6.3.14) 的 配套 关系 相 一 致 的 。 


6.4 热 弹性 固体 


6.4.1 非 完全 状态 方程 


与 热 弹性 流体 的 非 完 全 状态 方程 相 类 似 ,以 第 二 类 P-K 应 力 的 本 构 关系 为 例 ， 
人 们 通常 所 用 的 热 弹性 固体 的 非 完全 状态 方程 如 式 (6.4.1) 一 式 (6.4.4) 所 示 ， 


= BE,T) (6.4.1) 
5 = EE,s) (6.4.2) 
号 = 2(E,u) (6.4.3) 
5 = 5(E,H) (6.4.4) 


它们 是 将 式 (6.3.1) 一 式 (6.3.4) 中 的 比 容 " 改 为 工 氏 应 变 巨 , 将 压力 p 改 为 第 二 
类 P-K 应 力 古 而 得 出 的 。 式 (6.4.1) 一 式 (6.4.4) 分 别称 之 为 温度 型 炉 型 .内 能 
型 . 和 型 的 非 完 全 状态 方程 。 

对 热 弹性 固体 可 以 进行 和 热 弹 性 流体 平行 的 讨论 。 对 热 弹 性 固体 , 比 自由 能 
人 少 . 比 烩 娓 和 比 自由 烩 G 由 下 式 定义 : 

p=u-Ts, H=u-B:E/p, G=H-Ts (6.4.5) 

它们 类 似 于 热 弹性 流体 中 各 量 的 定义 ,只 不 过 由 于 在 固体 中 通常 以 拉 应 力 为 正 , 故 
比 烩 五 和 比 内 能 v 关系 中 的 第 二 项 增加 了 一 个 负 号 。 


6.4.2 完全 状态 方程 
如 果 我 们 引入 &、 少 .五 、G 的 如 下 本 构 函数 : 


u = u(E,s) (6.4.6) 
y= YE,T) (6.4.7) 
H= H(E,s) (6.4.8) 
G = G2,7) (6.4.9) 


则 与 热 弹性 流体 的 情况 相 类 似 ,由 平衡 态 热力 学 基本 原理 的 热力 学 第 一 和 第 二 定 
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律 ,容易 证 明 如 下 的 一 阶 微分 关系 : 


= 2 sp au 
于 55， 互 = Po aE (6.4.10) 
99, p=p29 
5 =- a7’ 互 = 2o aE (6.4.11) 
2238, E-=- p28 
T= 3 E=-po a5 (6.4.12) 
3 a 
5s=- a7 E= oo a5 (6.4.13) 
事实 上 ,例如 我 们 有 
du =de@+dW=Tds+ 互 :dE/oo (a) 
dy = du-Tds-sdT 
= Tds+B:dE/po - Tds- sdT = 5:dE/po - sdT (b) 


dH= du -五 :dE/poo -EE:dy/po 
= Tds + 加 :dE/po -五 :dE/oo- 巨 :dZ/poo = Tds — E :dE/po (c) 
dG= dH-Tds-sdT= Tds-E:dzE/p6 -Tds- sdT 


=—-E:dE/po- sdT (d) 
而 对 本 构 关系 (6.4.6) 式 一 (6.4. sh 则 可 得 到 
du = SEqs + 弦 : : dE (a)” 
dy = 98:dE+9% 39ar Cb)’ 
dH = 2 dE (3 
dG = a: :dp+ aear (dg) 


et 
一 阶 微分 关系 (6.4.10) 式 一 (6.4.13) 式 。 而 式 (6.4.10) 一 式 (6.4.13) 即 说 明了 由 
本 构 函数 式 (6.4.6) 一 式 (6.4.9) 通 过 求 导 即 可 确定 其 他 的 一 切 热力 学 状态 函数 ， 


这 就 说 明了 .让 、 玉 . 必 确 是 热力 学 势 函数 ,而 式 (6.4.6)、 式 (6.4.7)、 式 (6.4.8)、 
式 (6.4.9) 都 是 完全 的 状态 方程 。 与 热 弹 性 流体 情况 类 似 ,可 引入 热 弹 性 固体 的 如 
下 热力 学 特性 量 : 
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v 
= T2925 = 了 fa5 
ce=T( 了 过)。，c: = 了 ( 茂 ), 
Ea = (下 
kr = ( 引 ),，*s = (给 ), 
y 了 
aE _ /aE 
Kr = (三 ),，K: = (55), 
- (名 25 
cm = (5 )。， 9 = ( 实 ) 
V Es 
= (2E 3E 
i ( 均 ),， Qs = ( 完 )， 
= 1 (22 
po u ); 
与 流体 情况 类 似 , 易 证 它们 也 是 与 热力 学 势 的 2 阶 导数 相 联 系 的 : 
Fu I 
9s: Cs 
让 = 9.5 /Po 
Fu 1 天 
aE3 互 po Ss 
Pp Ce 
aT? bP 
9 _1 
aE3T = 9 
09 -1k 
aEaE po 了 
Ed :gp 
952 Cs 
oH 
3535 和 CC) 
oH 1 
3Z3 互 po 


热 弹性 材料 


(6.4.14) 


(6.4.15) 
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FG Cs 
Ey 

Ed 
350T 二 Poem 

y (6.4.15) 

6 
3Z3 互 J 

= Fp FR 
7 = 3E97 as7/ 


式 (6.4.14) 和 式 (6.4.15) 中 的 Cs 和 Cs 分 别 是 定 应 变 和 定 应 力 比 热 ( 为 标 
量 ),kr 和 ks 分 别 是 等 温 弹 性 模 量 张 量 和 等 炉 弹 性 模 量 张 量 (为 4 阶 完全 对 称 张 
量 ),Kr 和 Ks 分 别 是 等 温柔 度 张 量 和 等 炉 柔 度 张 量 (为 4 阶 完全 对 称 张 量 ), gc7， 
和 9s 分 别 是 (等 应 变 ) 温 度 应 力 张 量 和 (等 应 变 ) 炉 应 力 张 量 ( 为 2 阶 对 称 张 量 )， 
Qn 和 co 分 别 是 (等 应 力 ) 温 度 应变 张 量 和 (等 应 力 ) 箭 应 变 张 量 (为 2 阶 对 称 张 
量 ),y 是 Griineisen 张 量 (为 2 阶 对 称 张 量 )。 可 以 证 明 , 这 11 个 热力 学 量 之 间 也 
存在 着 与 热 弹性 流体 情况 中 式 (6.3. 22) 相 类 似 的 关系 。 为 了 简化 书写 方式 ,人 们 
常常 采用 张 量 的 Voigt 记 法 , 即 把 三 维 空间 中 的 2 阶 对 称 张 量 看 做 六 维 空间 中 的 
矢量 ,把 三 维 空间 中 的 4 阶 完全 对 称 张 量 看 做 六 维 空间 中 的 2 阶 对 称 张 量 (为 了 保 
证 变形 功 共 思 表 达 式 的 不 变性 , 取 对 应 关系 为 Zu 一 Zi 、Zz 一 3 、 Za 一 3 .Za 一 
3 Za 一 35、 Su2~Ee.En~E .Ez~E.Es~E.2Ea~E.2En~Es.2E~ 
Es)。 以 Voigt 记 法 来 表达 时 , 式 (6.4.14) 所 定义 的 这 11 个 热力 学 量 间 的 关系 可 
由 以 下 方程 表示 : 
kr. Kr=1 
ks». Ks=I 


Cs 
Qn = 了 ae 


cm = Se 


9r = kr: a 
9s = ks* @cs) 
poy = 9.n/Ce 


(6.4.16) 


Cz- Ce = 过 wo “Kr: 9.n 
0 
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ks ~ kr = REPn pn 


Ce _ det(kr) 
Cs ™ det(ks) 


对 比 6.4 节 和 6.3 节 中 有 关 的 公式 可 见 , 除 了 弹性 流体 中 有 关 标 量 改 成 为 弹 
性 固体 中 的 相应 2 阶 对 称 张 量 和 4 阶 完全 对 称 张 量 以 外 ,它们 的 相应 公式 是 可 以 
进行 类 比 的 ,只 需 将 流体 中 的 压力 p 改 为 固体 中 的 应 力 台 ,将 流体 中 的 比 容 " 改 为 
固体 中 的 E/po 即 可 。 
最 后 我 们 指出 一 个 特殊 的 情况 。 当 (等 应 力 ) 温 度 应 变 张 量 ger =0 时 ,由 式 
(6.4.16) 各 式 , 易 证 有 
Qn = a = Pn = 9 =7=0, C=Ce, ks= kr, Ks= Kr 


(6.4.16) 


(6.4.17) 
故 
ak Ee as 
em = ( 均 )， -PBT Po ( 强 ); FE 
因此 ,我 们 必 有 
E=E(z) (或 = 52(E)) (6.4.18) 
s=s(T) (或 T= TCD)) (6.4.19) 


即 力学 效应 与 热效应 完全 互 不 未 合 ,我 们 称 此 种 材料 为 力 性 的 (piezotropic) 材 料 。 
此 时 ,对 方程 了 CE) = po ( 3 ) 进行 积分 ,可 得 
u = ur(E) + ur(s) 


= PodE (6.4.20) 


ds 
即 力 性 材料 的 内 能 可 分 解 为 冷 能 wx ( 巨 ) 与 热能 ur(s) 之 和 , 冷 能 只 与 变形 有 关 ， 
热能 只 与 粹 (或 温度 ) 有 关 。 


6.4.3” 炉 不 等 式 .热流 矢量 的 本 构 关 系 和 热传导 张 量 


如 果 从 本 构 理 论 的 许可 性 原理 即 粹 不 等 式 出 发 ,同样 可 以 证 明 一 阶 微分 关系 
(6.4.10) 式 (6.4.11) 式 (6.4.12) 式 (6.4.13) 式 。 以 自由 能 少 为 例 , 设 简单 材料 
自由 能 本 构 关系 为 =(F,T,G), 易 证 其 满足 构架 无 关 原理 要 求 的 本 构 方程 的 
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最 一 般 形 式 必 为 (请 读者 证 之 ) 
$= YE,T,G) 
对 此 式 求 随 体 导数 ,并 将 之 代 人 以 自由 能 表达 的 炉 不 等 式 ( 见 4.3 节 式 (4.3.26)) 


po8 = po T$: =— po(Y+ Ty)+E:E-#H.G>0 
之 中 ,可 得 


pn8=- po( 强 -2): -po( 针 +s)i- p96- 1.6>0 


aE po 
(6.4.21) 
此 式 对 任意 的 宏观 微 过 程 都 成 立 , 即 对 任意 的 下.T、G 都 成 立 , 故 可 得 
粥 = :=- 轩 ， -022 (6.4.11) 


其 中 的 第 一 式 说 明 自 由 能 少 与 温度 梯度 G 无 关 , 而 后 两 式 正 是 式 (6.4.11), 这 说 
明了 =(E,T) 确 为 热力 学 势 。 对 其 他 的 热力 学 势 、 厅 、G ,也 可 进行 类 似 的 推 
理 并 得 出 与 式 (6.4.10) , 式 (6.4.12) , 式 (6.4.13) 相 同 的 一 阶 微分 关系 。 这 说 明 引 
人 热力 学 势 可 以 有 两 种 不 同 的 途径 ,一 是 通过 平衡 态 可 逆 过 程 热力 学 的 第 一 和 第 
二 定律 ,一 是 通过 不 可 逆 过程 热 力学 的 炳 不 等 式 即 许可 性 原理 ,这 两 种 方法 殊 途 同 
归 , 所 得 出 的 结果 是 完全 相同 的 。 

将 式 (6.4.11)“ 代 入 式 (6.4.21), 可 得 简化 的 焙 不 等 式 如 下 : 


ob=-JH.G>>0，Tps=-H.G>0 (6.4.22) 


式 (6.4.22) 即 是 热传导 不 可 道 性 的 体现 :热量 自发 地 向 温度 梯度 相反 的 半空 间 
传递 。 
需要 说 明 的 是 ,由 以 上 的 推理 ,我 们 只 能 得 出 比 自由 能 、 比 炉 和 应 力 卫 与 
温度 梯度 G 无 关 的 结论 ,但 是 我 们 并 不 能 得 出 热流 矢量 互 与 温度 梯度 无 关 的 结 
论 ,简化 的 粹 不 等 式 将 是 对 热流 矢量 互 与 温度 梯度 G 之 间 关 系 的 一 个 限制 性 条 
件 。 下 面 我 们 来 对 此 做 一 简要 说 明 。 设 热流 矢量 构架 无 关 的 本 构 关系 为 H = 
H(E,T,G), 由 于 G=0 时 po7T3= 一 有 G=0, 所 以 式 (6.4.21) 说 明 对 一 定 的 变 
形 E 和 温度 T,Po 7T3 在 G=0 时 有 一 极 小 值 , 故 必 有 
A =0 (6.4.22a) 
G G=0 


2 
Ni (2 | ) . N 宇 0 (对 任意 矢量 N) (6.4.22b) 
9G’ lo-o 
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式 (6.4.22b) 说 明 2 2) | ， 为 半 正 定 的 2 阶 张 量 。 由 于 

poT8 =- H.G=- HG 

9(p0T6) __ /| ar 

GT Hidmx 3Gxo! Hr-G 3Gx 

(po0T3) __ a9Hx aHis __aH G 
9GraGx aGr 3GCk * 9GraGx”! 9Gr 9Gk 9GraGxr”! 
即 


_9Hx _ 9GL Hi 


9 9 
PpoT8) __9H _ (小 六 _G.2H 
aG’ aG \aG aG’ 
所 以 式 (6.4.22a) 和 式 (6.4.22b) 分 别 给 出 
H(E,T,0)=0 (6.4.23a) 


N.[- 强 -( 强 ) “信之 0 (对 任意 矢量 N) (6.4.23b) 


定义 下 列 对 称 张 量 为 热传导 张 量 (thermal conductivity tensor) : 


k= KE,T,G)=- 亏 [路 + ( 强 )] (6.4.24a) 


它 是 介质 的 热力 学 性 质 , 则 (6. 4. 23) 式 说 明 , k 在 G=0 处 是 半 正 定 的 , 式 
《6.4.23) 可 写 为 


H(E,T,0) =0 (6.4.25a) 

N .ACE,T,0)。N 达 0 (对 任意 矢量 N) (6.4.25b) 

式 (6.4.25a) 说 明 : 在 温度 梯度 等 于 0 时 热流 矢量 为 0。 式 (6.4.25b) 则 说 明 ， 

在 温度 梯度 矢量 等 于 0 的 地 方 热传导 张 量 必须 是 半 正 定 的 ,这 是 热力 学 第 二 定律 


T 


在 热 弹性 固体 情况 下 的 体现 。 物 理 上 通常 有 (3 号 ) = 3 红 对 称 ,此 时 有 
| (6.4.24b) 


我 们 指出 两 种 特别 的 情况 : 当 介质 的 k(E,T,G) =0 恒 为 零 张 量 时 ,我 们 恒 有 
五 =0( 积 分 式 (6.4.24b) 并 利用 初始 条 件 式 (6.4.23a) 即 可 得 也 =0) ,这 说 明 不 
管 G 是 否 为 0 介质 都 不 传 热 ,此 种 介质 称 为 非 导 体 或 绝缘 体 (nonconductor) ; 当 
k(E,T,G) 为 正定 对 称 张 量 时 ,热传导 耗 散 恒 正 ,此 种 介质 称 为 定 导体 (definite 


conductor) 。 
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6.4.4 关于 热力 学 势 的 进一步 说 明 


前 面 在 6. 3 节 中 我 们 主要 从 热力 学 的 角度 对 热力 学 势 的 物理 意义 进行 了 说 
明 , 为 了 加 深 理 解 ,现在 我 们 再 就 纯 力学 的 情况 对 它们 的 意义 和 之 间 的 关系 做 一 些 
解释 。 在 纯 力学 的 情况 下 Ts 为 常数 ,在 忽略 这 一 常数 的 情况 下 , 比 自由 能 即 等 于 
比 内 能 , 比 自由 迷 即 等 于 比 烩 。 根 据 各 热力 学 势 间 的 关系 (6.4.5) 式 以 及 纯 力 学 情 
况 下 的 能 量 守恒 ,我 们 有 


e 1 
4+m=x=| 二 :dE (6.4.26a) 
0 


E 也 
-H=-G-T -375:E-u=25:E-| 5:dE = 上 EE:d5 
(6.4.26b) 
式 (6.4.26) 说 明 , 在 纯 力学 的 情况 下 , 比 自由 能 和 比 内 能 即 是 比 应 变 能 (strain 
energy) ,如 图 6.1 中 曲线 三 角形 OBD 的 面积 所 示 , 比 迷 的 负 值 和 比 自由 烩 的 负 值 
即 是 力学 中 所 谓 的 比 余 能 (complementary energy) ,如 图 6.1 中 曲线 三 角形 OCD 
的 面积 所 示 。 


图 6.1 比 应 变 能 和 比 余 能 
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习 题 


6.1 设 E 为 L 氏 应 变 张 量 , 试 证 明 :E?、E? 都 是 E 的 各 向 同性 张 量 函数 。 

6.2， 试 利用 凯 来 -哈密 尔 顿 定理 导出 各 向 同性 张 量 函 数 的 表达 式 (6.2.5) 式 。 

6.3 试 将 书 中 对 各 向 同性 张 量 函数 表达 定理 的 证 明 由 三 维 空间 推广 到 n 维 
空间 。 

6.4 设 简单 弹性 材料 Cauchy 应 力 本 构 关系 为 = 5CF), 试 由 构架 无 关 原 理 
证 明 : 必 有 a=RR" ol(U)。R™。 设 材料 又 是 各 向 同性 的 , 试 证 明 :a( 可) 必 为 U 的 
各 向 同性 张 量 函数 。 

6.5 设 各 向 同性 简单 弹性 材料 Cauchy 应 力 本 构 关系 为 = cCF), 试 由 材料 
对 称 性 原理 证 明 : 必 有 a=oCV)。 再 由 构架 无 关 原理 ,证 明 :ol(V) 必 为 V 的 各 向 
同性 张 量 函数 。 

6.6 设 简单 弹性 材料 第 一 类 P-K 应 力 本 构 关系 为 $= 仿 (F), 试 由 构架 无 关 
原理 证 明 : 必 有 S= R$CU)。 设 材料 又 是 各 向 同性 的 , 试 证 明 :$SCU) 必 为 U 的 
各 向 同性 张 量 函数 。 

6.7 设 各 向 同性 简单 弹性 材料 第 一 类 P-K 应 力 本 构 关 系 为 S= SCF), 试 由 
材料 对 称 性 原理 证 明 : 必 有 S= 人 $C(V)，R。 再 由 构架 无 关 原 理 ,证 明 :$C(V) 必 为 
V 的 各 向 同性 张 量 函数 。 

6.8 设 简单 弹性 材料 第 二 类 P-K 应 力 本 构 关 系 为 马 = 包 (FE), 试 由 构架 无 关 
原理 证 明 : 必 有 允 = 包 (U)。 设 材料 又 是 各 向 同性 的 , 试 证 明 : 玄 (U) 必 为 U 的 各 
向 同性 张 量 函数 。 

6.9 设 各 向 同性 简单 弹性 材料 第 二 类 P-K 应 力 本 构 关系 为 瑟 = 鱼 (F), 试 由 
材料 对 称 性 原理 证 明 : 必 有 五 = RT， 名 (V)。，R。 再 由 构架 无 关 原 理 ,证 明 : 多 (V) 
必 为 V 的 各 向 同性 张 量 函数 。 

6.10 设 热 弹性 材料 自由 能 的 本 构 关 系 为 炙 = 宣 (E,T,G)。 

(1) 试 由 平衡 态 可 逆 过 程 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 证 明 : 必 有 更 = 化 ( 忆 ， 
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张 量 初 步 和 近代 连续 介质 力学 概论 中 中 ;人 
7), 且 为 热力 学 势 , 即 赣 =0,s= -3 裤 ,z=m 3G， 

(2) 试 由 不 可 道 过 程 热力 学 第 二 定律 的 炉 不 等 式 ,证 明 同 样 的 结论 。 

6.11 设 热 弹性 材料 比 内 能 的 本 构 关系 为 &=E(E,s,G)。 

(1) 试 由 平衡 态 可 逆 过 程 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 证 明 : 必 有 & = 五 (五 ， 
9), 且 为 热力 学 势 , 即 引 =0,T= 22, 也 = po 3 

(2) 试 由 不 可 道 过 程 热 力学 第 二 定律 的 粹 不 等 式 ,证 明 同 样 的 结论 。 

6.12 ， 设 热 弹性 材料 烩 的 本 构 关系 为 妞 = 互 ( 瑟 ,s,G)。 

(1) 试 由 平衡 态 可 逆 过 程 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 证 明 : 必 有 H=H(DE， 
9), 且 为 热力 学 势 , 即 3 攻 =0,T= 3 号,E= -oo 强 ， 

(2) 试 由 不 可 逆 过 程 热力 学 第 二 定律 的 箭 不 等 式 ,证明 同 样 的 结论 。 

6.13 设 热 弹性 材料 自由 烩 的 本 构 关系 为 G = CD,T,G)。 

(1) 试 由 平衡 态 可 逆 过 程 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 证 明 : 必定 有 G = 

二 Vv V 
CD,T), 且 为 热力 学 势 , 即 3 =0s= -39,E= -po 全 

(2) 试 由 不 可 道 过 程 热力 学 第 二 定律 的 炉 不 等 式 ,证 明 同 样 的 结论 。 

6.14 设 自 变量 A、B 和 因 变 量 F、G 都 是 2 阶 张 量 ,而 F(A) 和 G(B) 都 是 
各 向 同性 张 量 函数 , 试 证 明 F(A)。G(B) 也 必 为 各 向 同性 张 量 函数 。 

6.15 设 超 弹 性 材料 Cauchy 应 力 的 本 构 方程 具有 形式 @ = PBf( 1 , 1, 1;)， 
其 中 有 1、12、1 为 左 伸缩 张 量 B 的 3 个 主 不 变量 ,函数 jn ,了 ,zs) 称 为 内 能 函 
数 。 定 义 张 量 B* = B- 了 , 则 有 f(D,12,13)=f* CR ,12 ,13), 其 中 T2213 
为 了 "的 3 个 主 不 变量 。 试 将 方程 vc= PBf (7,1, 1s) 展开 至 张 量 B* 的 2 阶 项 。 
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当 外 载 移 去 后 材料 中 仍 保持 有 残余 变形 的 性 质 称 为 塑性 (Plasticity), 具 有 此 
种 塑性 的 材料 称 为 塑性 体 。 由 于 各 种 材料 只 有 当 应 力 较 小 时 才 会 表现 出 变形 可 完 
全 恢复 的 纯 弹 性 性 质 ,而 当 应 力 超过 一 定数 值 后 都 会 表现 出 以 上 所 说 的 这 种 可 塑 
性 ,所 以 从 实用 的 角度 上 说 ,研究 材料 的 弹 塑性 本 构 关 系 具有 非常 重要 的 意义 。 但 
是 由 于 理论 上 的 困难 ,在 塑性 本 构 关系 理论 的 领域 内 仍 有 许多 问题 尚 在 争论 之 中 ， 
这 里 我 们 只 对 小 变形 假定 下 的 经 典 弹 塑性 理论 给 以 简要 介绍 。 这 里 ,我 们 先 对 材 
料 在 简单 拉 压 条 件 下 应 力 - 应 变 曲 线 的 特征 做 一 概括 性 的 说 明 , 并 引入 一 些 塑性 理 
论 中 的 基本 概念 ,以 作为 在 复杂 应 力 状态 下 将 之 进行 推广 和 引申 的 基础 。 

大 多 数 材料 的 简单 拉 压 应 力 -应 变 曲线 如 图 7. 1 所 示 。 根 据 其 变形 的 特征 可 
将 之 划分 为 如 下 的 四 个 阶段 : 


图 7.1 典型 的 简单 拉 压 应 力 -应 变 曲 线 
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(1) 弹性 加 载 (elastic loading) 阶 段 OA 
在 忽略 弹性 极限 和 比例 极限 区 别 的 情况 下 ,此 阶段 的 应 力 - 应 变 曲 线 可 由 如 下 
的 线性 关系 来 表达 ,而 且 材料 只 发 生 可 逆 的 弹性 变形 : 
o=E (o<Y) (7.0.1) 
其 中 互 是 材料 在 简单 拉 压 条 件 下 的 弹性 模 量 , 习惯 上 称 之 为 杨 氏 模 量 (Young's 
modulus); Y 称 为 材料 在 简单 拉 压 条 件 即 一 维 应 力 条 件 下 的 屈服 极限 或 初始 屈服 
应 力 (original yielding stress) 。 
(2) 塑性 加 载 (plastic loading) 阶 段 ABCDE 
当 应 力 超过 初始 届 服 极限 Y 时 ,材料 发 生 不 可 逆 的 塑性 变形 ,其 应 力 -应 变 曲 
线 可 由 实验 测 得 的 下 述 方程 所 表达 : 
o=0a(e) (过 YY) (7.0.2) 


和 一 0 对 应 递减 硬化 材料 ,全 9 >0 对 应 递增 硬化 材料 ,和 8 = 0 对 应 线性 硬化 材 


料 。 在 4BCD 段 由 于 变形 的 发 展 需要 应 力 的 提高 , 故 称 为 硬化 阶段 (hardening 
stage) ,而 在 DE 段 中 虽然 应 力 下 降 了 但 材料 的 变形 仍 可 继续 发 展 , 故 称 为 软化 阶 
段 (softening stage) 或 失 稳 阶 段 (instable stage)。 对 某 些 材料 , 当 可 以 将 曲线 
ABCD 近似 为 平台 时 , 则 称 此 种 材料 为 理想 塑性 材料 (ideal plastic materials) 。 

(3) 弹性 印 载 (elastic unloading) 阶 段 BB， 

从 任 一 塑性 状态 B 印 载 时 ,进入 弹性 印 载 阶段 BB ,一 般 而 言 其 斜率 与 E 相 
同 ,可 见 B 对 应 的 应 变 等 于 可 恢复 的 弹性 应 变 e* = Bs Bs 和 残余 的 塑性 应 变 ep = 
OB4 之 和 。 当 外 载 斜率 与 此 前 已 产生 的 塑性 应 变 有 关 时 称 为 弹 塑性 耦合 材料 , 否 
则 称 为 弹 塑性 非 耦合 材料 。 当 从 直线 B; B 上 任 一 中 间 状 态 重 新 加 载 时 将 沿 弹性 
加 载 线 B; B 返回 (忽略 过 滞 效 应 ), 而 至 B 才 进 入 新 的 塑性 硬化 , 故 历史 上 的 最 大 
塑性 应 力 cs 称 为 后 继 届 服 应 力 。 弹 塑性 非 耦合 材料 在 弹性 外 载 阶段 的 应 力 - 应 
变 曲线 可 表达 为 

og-0. = El(e-e.) (os 和 co 和 cs) (7.0.3) 

其 中 c, 、ol、e. 分 别 是 B 点 的 应 力 、B1 点 的 应 力 .B 点 的 应 变 。 

(4) 反 向 届 服 (backward yielding) 阶 段 B; C， 

从 B 点 的 弹性 印 载 过 程 达 至 某 一 状态 Bi 时 ,材料 便 进 入 反 向 届 服 阶段 。 对 大 
多 数 的 材料 而 言 ,通常 有 | oa | 小 于 正 向 后 继 届 服 应 力 os = o. ,这 称 为 包 辛 格 
《Baushinger) 效 应 。 作 为 对 实际 问题 的 近似 和 简化 ,人 们 在 理论 上 有 时 完全 忽略 
这 一 效应 ,而 假定 印 载 至 Bz 时 (op = - ca= 一 o.) 材 料 才 进入 反 向 届 服 , 且 设 
BsC2 与 BC 形状 相同 ,这 称 为 各 向 同性 硬化 (isotropic hardening) 模 型 或 等 向 硬化 
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模型 ;有 时 人 们 则 夸大 这 一 效应 而 假定 印 载 至 Bs 时 (os - cm =2Y) 材 料 才 进入 反 
向 届 服 , 且 设 B: Cs 与 4B 形状 相同 ,这 称 为 随 动 硬化 (kinematic hardening) 模 型 。 
实际 的 情况 Bi 在 B: 和 Bs 之 间 。 但 为 了 简化 问题 ,人 们 通常 总 是 采用 模型 化 的 方 
法 , 即 采用 等 向 硬化 或 随 动 硬化 模型 ,它们 的 主要 区 别 是 :等 向 硬化 模型 中 材料 弹 
性 变 载 的 最 大 范围 是 2c . ,而 随 动 硬化 模型 中 材料 弹性 变 载 的 最 大 范围 是 2Y。 

由 以 上 我 们 对 典型 的 简单 拉 压 应 力 -应 变 曲 线 的 分 析 可 见 , 塑 性 应 力 应 变 关系 
不 同 于 弹性 应 力 应 变 关系 的 最 大 特点 是 不 存在 应 力 和 应 变 间 的 单 值 对 应 关系 , 因 
此 应 力 不 单 依赖 于 应 变 而 且 依赖 变形 历史 。 这 是 塑性 变形 不 可 逆 性 的 结果 。 在 塑 
性 理论 中 ,人 们 计 及 材料 变形 历史 影响 的 方法 即 是 引入 对 历史 有 记忆 作用 的 内 变 
量 。 常 用 的 内 变量 是 塑性 应 变 和 塑性 功 ,我 们 将 在 7.3 节 中 加 以 介绍 。 

将 以 上 对 简单 拉 压 情况 的 分 析 推 广 到 复杂 应 力 状 态 之 下 ,经 典 的 弹 塑 性 本 构 
理论 向 人 们 提出 如 下 的 任务 :(1) 给 出 在 复杂 应 力 状态 之 下 判定 和 描述 材料 进入 
初始 届 服 的 条 件 , 这 称 之 为 屈服 准则 (yielding criterion);(2) 给 出 反映 材料 塑性 
硬化 特性 的 准则 , 即 给 出 材料 的 后 继 届 服 面 随 其 塑性 变形 发 展 而 演化 的 描述 方法 ， 
这 称 之 为 后 继 届 服 准 则 ;(3) 给 出 在 每 一 微小 过 程 中 增 量 应 力 和 增 量 应 变 间 的 关 
系 , 即 增 量 型 弹 塑 性 应 力 应 变 关系 。 由 于 在 一 般 情况 下 ,发 生 塑性 变形 的 材料 中 并 
不 存在 应 力 和 应 变 间 的 单一 对 应 关系 ,所 以 弹 塑 性 本 构 关系 从 本 质 上 讲 应 该 是 增 
量 型 的 本 构 关系 ,我 们 必须 针对 给 定 的 变形 过 程 将 各 微 过 程 中 的 增 量 本 构 关系 进 
行 积分 才能 得 到 对 应 最 终 应 变 的 应 力 。 只 有 对 某 些 特 殊 类 型 的 加 载 过 程 ,或 者 人 
们 对 加 载 过 程 做 出 某 些 特定 的 近似 之 后 ,我 们 才能 得 出 应 力 和 应 变 间 的 单一 对 应 
关系 ,这 就 是 塑性 力学 中 的 所 谓 全 量 理论 。 在 本 书 中 我 们 将 只 介绍 在 理论 上 和 应 
用 上 都 更 加 重要 的 增 量 型 弹 塑性 本 构 关系 。 


7.1 屈服 准则 


7.1.1 概述 


在 复杂 应 力 状态 下 ,最 一 般 的 届 服 准则 可 写 为 
ec) = fc) =0 站 和 
在 数学 上 式 (7.1.1) 表 示 应 力 空间 (cy ) 中 的 一 个 超 曲面 , 它 将 应 力 空间 分 为 两 部 
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分 ,其 内 部 了 一 0 表示 弹性 状态 ,外 部 了 > 0 代表 塑性 硬化 后 的 可 能 应 力 状 态 。 如 
果 材 料 是 初始 各 向 同性 的 , 则 函数 f(g) 应 是 自 变量 e 的 各 向 同性 张 量 函数 ,因此 
容易 证 明 , 它 应 只 依赖 于 e 的 主 不 变量 或 主 应 力 ci, 即 可 有 

fc) = fc) =0 (7.1.2) 
这 里 ec 表示 主 应 力 空间 中 点 的 矢 径 ,og = ciei,ei 表示 主 应 力 轴 方 向 的 单位 矢量 。 
将 主 应 力 ci 分 解 为 静水 压力 p 和 应 力 偏 量 o: 之 和 : 


or=-p+ oi 
p=- 者 (a + 02 + 03) (7.1.3) 
a +a +a =0 
并 记 
n= 却 。 +ez+es)，a = oiei (7.1.4) 
则 有 


Go= oe =(-p+to)e+t+(-p+os)et+(- p+os)es =-vV3pn+a 


0 "n= (oael+aaes+ases) 让 + ez + e3) = 识 o +aaz+as)=0 
即 
o=-V3pn+o’ (7.1.5a) 
on=0 (7.1.5b) 
矢量 n 与 三 个 主 应 力 轴 成 等 倾角 , 恰 是 通过 原点 表示 
静 压 为 零 的 如 下 平面 : 


已 =- 寺 (mt+o+o) =0 (7.1.6) 


的 单位 法 矢量 ,此 平面 称 为 x 平面 。 式 (7.1. 5b) 说 
明 , 偏 应 力 矢量 垂直 于 r 平面 的 法 矢量 mn 而 与 x 平 
面 平行 ;而 式 (7.1. 5a) 则 说 明 , 主 应 力 矢 量 a 可 分 解 
为 平行 于 x 平面 的 偏 应 力 矢量 of 和 沿 平面 法 线 n 
图 7.2 式 (7.1.5) 的 图 示 的 静 压 部 分 -V3pn。 这 可 以 由 图 7.2 来 表达 , 即 


o= OM= 00’ +OM=-V3pn+o (7.1.5c) 


O00’ =-V3pn, OM=¢e (7.1.5d) 
如 将 表示 应 力 状态 的 点 M 的 矢 径 c 在 r 平面 内 的 投影 的 长 度 即 偏 应 力 矢量 
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0 的 长 度 记 为 p, 则 如 下 面 7.1.2 节 所 指出 的 , 它 恰恰 是 与 应 力 偏 量 第 二 主 不 变量 
Jz 和 应 力 强度 z 以 如 下 形式 相 联系 的 : 


二 |e|= Voi + az +or = V2 = V5 (7.1.7) 
J 和 a 分 别 由 下 式 定义 (参见 下 面 的 7.1.2 节 ): 


J = 守 (a” + g2? + as 2) = [Ca 一 az)2 + (02 -oa)2 + (as — 01)*] 


bs 
三 了 [ci +og+og-ooz 一 azos 一 asol] 


5 = V3Jz (7.1.8) 
在 利用 (7.1.5) 式 之 后 , 届 服 准则 (7.1.2) 式 可 写 为 
fc) = fa' -VS3pn) = 0 (7.1.9) 
实验 证 明 ,对 大 多 数 金 属 材料 ,在 压力 不 太 高 时 ,静水 压力 p 只 产生 纯 弹 性 的 
体积 变形 而 并 不 产生 塑性 变形 , 故 可 以 认为 静 压 p 不 影响 屈服 。 在 塑性 理论 中 广 
泛 采 用 这 一 假定 ,此 时 届 服 准则 (7.1.9) 式 将 简化 为 
flo)=0 (7.1.10a) 
考虑 到 材料 的 各 向 同性 性 质 以 及 应 力 偏 量 e 的 第 一 主 不 变量 几 1 = c + oo + oa = 
0, 则 屈服 准则 (7.1.10a) 式 又 可 写 为 
za) = 0 (7.1.10b) 
对 于 满足 届 服 准则 (7.1.10) 式 的 材料 ,如 果 应 力 点 o? 在 届 服 面 上 , 则 释 加 任 
意 一 静水 压力 p 的 点 也 必然 在 届 服 面 上 , 即 点 : 
a=o-p, ，o=o-p ，o=o-p (o=o -vy3pn) 
也 必然 在 届 服 面 上 。 这 表示 一 个 经 过 点 o? 而 方向 沿 n 的 直线 ,所 以 届 服 面 
(7.1.10) 式 必 是 一 个 母线 沿 x 平面 法 线 n 的 柱 面 。 因 此 ,为 了 讨论 届 服 面 
(7.1.10) 式 的 性 质 ,我 们 只 需 讨论 该 届 服 柱 面 与 静 压 为 零 的 x 平面 的 交 线 的 形状 
就 可 以 了 。 为 此 ,我 们 来 研究 任意 应 力 点 M(c) 与 其 沿 着 x 平面 的 法 线 n 在 r 平 
面 内 的 投影 点 M' 之 间 的 关系 。 
容易 证 明 , 表 示 简 单 拉 伸 状 态 的 主 应 力 点 沿 方向 n 投影 到 x 平面 上 之 后 ,其 尺 


度 将 收缩 为 原 长 度 的 \/ 3 倍 。 事 实 上 ,由 于 矢量 n 与 三 个 主 应 力 轴 成 等 倾角 ,其 三 


个 方向 余弦 稍为 去 ,所 以 表示 简单 拉 伸 的 主 应 力 状态 cl 轴 与 矢量 n 夹 角 的 余弦 
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为 cosa= /村 , 故 m 轴 与 它 在 x 平面 


内 的 投影 线 夹 角 的 余弦 为 cos8=\/ 急 ， 


这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 这 一 论断 如 
图 7.3 所 示 。 以 01、02、03 分 别 表示 3 
5 个 主 应 力 坐标 轴 在 x 平面 上 的 投影 线 
民 a“ (由 对 称 性 知 它们 必 互 成 120 的 夹 角 )， 
建立 如 图 7.4 所 示 的 平面 直角 笛 卡 尔 坐 

图 7.3 主 应 力 点 在 平面 内 的 投影 ”” 标 系 (x, y) 和 极 坐标 系 (Pp, 9), 其 中 

轴 取 为 与 主 应 力 轴 c 的 投影 线 01 间 的 

夹 角 为 30 ,与 主 应 力 轴 cs 的 投影 线 02 间 的 夹 角 为 90 ,与 主 应 力 轴 cs 的 投影 线 


03 间 的 夹 角 为 150"。 由 于 每 个 应 力 状态 点 的 矢 径 Di = ec 等 于 3 个 主 应 力 矢 径 之 
和 ,而 每 个 主 应 力 矢 径 分 别 投影 到 x 平面 上 的 01、02、03 方向 并 都 收缩 为 原 长 度 的 


/受信 , 故 矢 径 0 让 在 x 平面 上 的 投影 拓 径 0 六 为 


OM’ = So icos30° + jcos120°) + oz(icos90 + jcos0 ) 
+ osa(icos150`” + jcos120°)] 
其 中 i 和 j 分 别 表示 x 轴 和 y 轴 方向 的 单位 矢量 。 于 是 , 矢 径 GM 在 平面 上 的 投 
影 矢 径 OM' 的 坐标 将 为 


xX= co, 一 as) (7.1.11a) 
y= 让 2 — 01 -03) (7.1.11b) 
p= VTy = Va = /5 (7.1.11a)” 

Y= 1(20-0-0) -wo ’ 
i 二 从 (7.1.11b) 


其 中 


Ks = (202 -ol — og3)/(01 一 os) 
称 为 Lode 参数 ,显然 它 只 与 2 个 主 应 力 之 比 全 和 学 有 关 。 当 吕 之 oz 之 03 时 ,有 0 
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>p 过 -1, -30 和 及 ?<30。 容 易 说 明 ,图 7.4 中 其 他 几 个 张 角 为 60 的 扇形 区 域 
将 对 应 ci as os 的 其 他 排序 情况 (最 大 和 最 小 主 应 力 的 轴线 离 应 力 点 分 别 为 最 近 
和 最 远 ) 。 

我 们 再 次 强调 说 明 : 图 7.4 中 的 射线 01.02.03 上 的 点 对 应 一 维 拉 伸 状态 ,而 
相反 方向 射线 上 的 点 则 对 应 一 维 压缩 状态 。 例 如 在 01 线 上 有 o1=o1,0z= os=0， 


所 以 由 (7.1.11) 式 可 给 出 x = ,y= -np = /ovane = = 


一 30", 这 就 是 射线 01, 而 cy = Y( 一 维 应 力 届 服 应 力 ) 时 即 对 应 图 中 的 A 2 轴 
以 及 其 他 5 条 按 60` 而 在 原点 平分 x 平面 的 射线 上 的 点 , 则 对 应 纯 剪 切 状态 ,例如 
其 中 一 个 纯 剪 切 状态 为 o1 = raz = 0,os = 一 r+, 由 (7.1.11) 式 可 给 出 x=V2r,y= 
0,o =V2r,?g=0", 这 就 是 x 轴 , 当 人 恰 为 纯 剪 切 届 服 应 力 时 即 对 应 图 中 的 下 点 。 


7.1.2 应 力 偏 量 的 主 不 变量 和 应 力 强度 


由 于 在 理论 和 应 用 上 的 重要 性 ,我 们 再 特别 对 与 应 力 偏 量 张 量 相关 的 某 些 物 
理 量 加 以 特别 说 明 , 其 中 特别 重要 的 就 是 应 力 偏 量 张 量 第 二 主 不 变量 J 和 应 力 强 


度 5。 
对 应 力 张 量 e 进行 如 下 的 所 谓 球形 压力 和 偏 量 分 解 : 
o=-plt+o, oy=- py+o'y (7.1.12) 
其 中 
p=- 半 =-2+t + (7.1.13) 


厂 是 应 力 张 量 的 第 一 主 不 变量 。 在 固体 力学 中 人 们 通常 将 p 简单 地 称 为 静水 压 
力 (hydrostatic pressure) ,而 在 黏 性 流体 中 为 了 避免 混乱 则 通常 将 之 称 为 球形 压 
力 或 流体 动 压 (hydrodynamic pressure) ,因为 它 不 仅 包 含 了 黏 性 流体 静止 不 流动 
时 的 纯粹 的 所 谓 静 压 ,而 且 也 包含 了 其 运动 时 的 恭 性 球形 摩擦 压 力 。o'; 称 为 应 力 
偏 量 (deviatoric stress) 。 由 球形 压力 的 定义 (7.1. 13) 式 及 应 力 张 量 的 分 解 公式 
〈7.1.12) 式 ,显然 有 应 力 偏 量 的 如 下 性 质 : 
Ji=or=0 oo = or (i¥)) (7.1.14) 
即 应 力 偏 量 张 量 o 的 第 一 主 不 变量 1 为 0, 而 其 非 对 角 元 素 与 应 力 张 量 的 非 对 角 
元 素 相 等 。 
容易 证 明 (请 读者 证 明之 ) ,应 力 偏 量 张 量 e' 与 应 力 张 量 c 有 相同 的 主 方向 ,而 
其 特征 值 (也 称 为 主 偏 量 )o 则 恰恰 等 于 应 力 张 量 的 特征 值 s 加 上 p, 即 o =o+p。 
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当然 ,应 力 偏 量 张 量 a 的 特征 值 即 主 偏 量 o 及 其 相应 的 主 方向 n 也 可 由 特征 值 问 
题 的 一 般 方法 求 出 。 主 偏 量 o 由 oa 的 如 下 特征 方程 给 出 : 

le -oll = 10%-o6l =0 (7.1.15) 
将 之 展开 即 有 如 下 形式 : 

-os+Jo?+Jo +J =0, os-jhc2-yac -J=0 (7.1.16) 
注意 ,应 力 偏 量 e 的 第 二 主 不 变量 J 与 以 前 关于 应 力 张 量 a 第 二 主 不 变量 1 的 
记 法 差 一 符号 。 

应 力 偏 量 的 第 一 主 不 变量 如 (7.1.14) 式 所 述 为 0, 而 应 力 偏 量 ef 的 第 二 主 
不 变量 则 为 

Js=- (cgs + og20’3 + 0301) 

=- (go1+p)(oz + p)- (oc2 + p)(ca+p)- (os + p)(o+p) 
=- (olos + g203 + g301)— 2p(01 + 02 + og3)- 3p’ 
=- 1+3p’ 
即 
Jaz =3p2- I; (7.1.17) 
类 似 可 有 应 力 偏 量 o 的 第 三 主 不 变量 为 
J3= oo0203 = (go1+p)(c2 + p)(o3+p) 
= alazas + plg1g2 + g203 + ga01)+ P2(al +o2+o3)+p’ 
=1+pl-3p+p = I+pl-2p = lt+p+p’ 
即 
Js= 1 +pl-2p = I+p+p’ (7.1.18) 
其 中 12、1 分 别 为 e 的 第 二 和 第 三 主 不 变量 。 

利用 应 力 偏 量 a 第 一 主 不 变量 为 0 的 公式 〈7.1.14) 式 ,可 通过 恒 等 变换 证 明 
以 下 一 些 在 一 般 坐 标 系 中 对 J 的 各 种 形式 的 表达 式 : 
az on o's oa 


1/ 1 
ou ow 


=- - 


oa az aa aa aa on 
=- (onoz+o20n+onon)+oit+o%+o (7.1.19a) 

将 (7.1.19a) 式 的 有 端 加 上 言 (on + o's+o'm)?=0, 可 得 
帮 二 直 (o 征 +o 多 +o 入 )+o 和 名 +o 入 +o 入。 (7.1.19b) 


将 (7.1.19a) 式 的 右 端 加 上 站 (oa + o'z + oz)2= 0, 可 得 
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上 


Jaz = 言 [cm op) + (onon) +(on on) Jto+o+ oa 
(7.1.19c) 
或 
Ja = 填 [Con — gz) + (oz - on) + (own 一 on)2]+oP +o 加 +o 和 
(7.1.19d) 


式 (7.1.19b) 显 然 可 由 约定 求 和 写 为 
J 0 (7.1.20) 


式 (7.1.19) 的 各 式 以 及 式 (7.1.20) 在 塑性 力学 中 有 极为 重要 的 应 用 。 此 外 ， 
在 塑性 力学 中 ,人 们 还 常常 引入 一 个 具有 应 力量 纲 的 量 5, 称 之 为 应 力 强度 (stress 
intensity) 或 所 谓 的 Mises 等 效应 力 (Mises effective stress), 它 与 J; 以 下 式 相 


联系 : 
a = V3 = Mo's0's (7.1.21) 


容易 说 明 , 在 单 轴 简 单 拉 压 状态 之 下 它 恰恰 就 等 于 受 载 方向 的 轴 向 应 力 ou ,而 由 
于 这 一 点 ,人 们 常常 把 简单 拉 压 状 态 之 下 实验 应 力 应 变 关系 中 的 ou 推广 为 复杂 应 
力 状 态 之 下 的 5, 而 这 也 正 是 将 之 称 为 Mises 等 效应 力 的 理由 。 

式 (7.1.19) 和 式 (7.1.20) 是 jz 在 一 般 应力 状 态 下 的 表达 式 , 当 以 三 个 么 正 的 
应 力主 方向 为 坐标 系 时 , 即 在 主 坐标 系 中 ,我 们 可 以 得 到 其 更 为 简单 的 表达 式 ,其 
中 式 (7.1.8) 就 是 一 些 这 样 的 简单 表达 式 。 


7.1.3 常用 的 屈服 准则 


第 一 种 最 常用 的 届 服 准则 是 Mises 届 服 准则 ,也 即 是 在 材料 的 工程 强度 理论 
中 人 们 常 说 的 弹性 畸变 能 准则 ,该 准则 认为 单位 体积 介质 的 弹性 畸变 能 Eo。 达到 
某 一 常数 时 材料 即 进 入 届 服 。 如 果 以 4 表示 材料 的 弹性 剪 切 模 量 , 以 sy 表示 应 
变 偏 量 , 则 材料 的 弹性 畸变 定律 可 写 为 


CE 
1 二 3524 


于 是 我 们 有 
Eo = fa “dey = 也， ci = ap = Gh 
即 Eo 与 J 或 与 5? 成 正比 ,所 以 Mises 准则 可 写 为 
.291 ， 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 OOOOCOOSCmDOo. 


P= 3 = Bp = 二 [Co 0) + (oro) + (os -0)] = 
(7.1.22) 
其 中 ki 为 材料 常数 , 可 以 由 例如 简单 拉 伸 实验 或 者 纯 前 切实 验 来 确定 。 式 


《7.1.22) 说 明 ,Mises 准则 代表 一 个 半径 为 p= 和 /也 的 圆柱 面 。 如 以 了 和 = 分 


别 表示 材料 的 简单 拉 伸 届 服 应 力 和 纯 剪 切 届 服 应 力 , 则 当 以 简单 拉 伸 实验 确定 常 
数 时 ,例如 对 其 中 一 个 简单 拉 伸 届 服 状态 ol = 了 ,oz = cs = 0, 由 (7.1.22) 式 可 得 
kk1 = Y; 当 以 纯 前 切实 验 确 定常 数 时 , 例如 对 其 中 一 个 纯 剪 切 届 服 状态 ci = r, os 
=0,03= -~zr, 由 (7.1.22) 式 可 得 k1 =V3r。 故 对 于 能 够 精确 满足 Mises 屈服 准则 
的 所 谓 Mises 材料 , 必 有 Y=V3r。 

另 一 种 最 常用 的 屈服 准则 是 Tresca 届 服 准则 ,也 即 是 在 材料 的 工程 强度 理论 
中 人 们 常 说 的 最 大 切 应 力 准则 ,该 准则 认为 当 介质 的 最 大 切 应 力 达到 某 一 常数 时 
材料 即 进入 届 服 。 如 以 ci ,cz \cs 表示 材料 届 服 时 的 三 个 主 应 力 , 则 Tresca 准则 
可 写 为 


Max (e313 ,30 = ko (7.1.23) 
或 者 可 以 更 清楚 地 将 之 写 为 
2 =k (o> o> 0) (7.1.23a) 
和 = kz ( 当 os 之 ol 过 os 时 ) 《7.1.23b) 
= Kk。 ( 当 oz 之 03 之 oi 时) (7.1.23c) 
5 = ka ( 当 gs 这 02 之 oi 时 ) (7.1.23d) 
于 本 二 = ks。 ( 当 os 之 a 之 oz 时 ) (7.1.23e) 
3 =k (a> o> or 时) (7.1.23f) 


式 (7.1.23) 中 的 6 个 式 子 分 别 代表 母线 平行 于 n( 因 为 式 (7.1.23) 的 各 式 均 
不 依赖 于 静水 压力 p) 的 正六 棱柱 面 的 一 个 棱 面 ,所 以 Tresca 届 服 准则 在 应 力 空 
间 中 的 图 像 是 一 个 母线 平行 于 n 的 正六 棱柱 面 , 它 在 x 平面 上 的 投影 恰 是 一 个 正 
六 边 形 。 由 式 (7.1.11) 和 式 (7.1.11) 容易 说 明 , 式 (7.1.23a) 一 式 (7.1.230) 在 
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平面 上 的 投影 分 别 表 示 如 下 的 直线 段 (请 读者 自行 证 明之 ): 


去 Co 一 oa) = x. =ks, -30°<pS30 (noo0) (7.1.23a)’ 
3 = EHD ,30 p< Goa 0) (07.1.23b/ 
G0 = XY = 名 ，90 过 9 雪 150 (oo (7.1.230) 
人 =- 史 : = 局，150 芝 9 入 210 (oo (7.1.23d)’ 
Fp SE 210 < p<270 (gao0) (7.1.23e)’ 


0s = 工 -J37 -= ja， 270° < p<330 (a oF0) (7.1.23f)’ 


如 图 7.4 所 示 , 当 以 简单 拉 压 实验 确定 常数 时 ,例如 对 其 中 一 个 简单 拉 压 届 服 
状态 mn = 了 ,as = os=0, 由 式 (7.1.23a) 可 得 ka = 蔚 ; 当 以 纯 前 切实 验 确定 常数 


时 ,例如 对 其 中 一 个 纯 剪 切 届 服 状态 oc = r,oz = 0,os = - r, 由 式 (7.1.23a) 可 得 
kz = r, 故 对 于 能 够 精确 满足 Tresca 屈服 准则 的 所 谓 Tresca 材料 , 必 有 了 = 2r。 
当 对 这 两 个 准则 同时 用 简单 拉 压 实 
验 确定 常数 时 ,它们 应 该 在 代表 一 维 应 力 
状态 的 直线 01 等 处 相 重合 ,所 以 , 当 以 简 
单 拉 压 实验 确定 常数 时 , 在 x 平面 上 
Tresca 准则 将 是 Mises 圆 的 内 接 正六 边 
形 ; 当 对 这 两 个 准则 同时 用 纯 剪 切实 验 确 
定常 数 时 ,它们 应 该 在 代表 纯 剪 切 的 直线 
轴 等 处 相 重合 ,所 以 , 当 以 纯 剪 切实 验 确 
定常 数 时 ,在 r 平面 上 Tresca 准则 将 是 
Mises 圆 的 外 切 正六 边 形 ,如 图 7.4 所 示 。 
以 上 两 个 常用 的 屈服 准则 都 是 与 静水 压力 p 无关 的 (而 且 是 拉 压 对 称 的 ) ,这 
对 大 多 数 的 金属 材料 在 其 承受 的 压力 不 太 高 (如 十 几 万 大 气压 以 下 ) 时 是 比较 符合 
实际 的 。 但 是 在 金属 承受 很 高 的 压力 时 ,我 们 则 必须 考虑 静水 压力 对 届 服 准则 
的 影响 。 另 外 对 岩石 混凝土 以 及 陶瓷 等 一 类 的 脆性 材料 ,即使 压力 不 太 高 时 其 静 
水 压力 对 届 服 准则 的 影响 一 般 也 是 不 可 忽略 的 。 这 时 我 们 就 需要 考虑 静水 压力 p 
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对 届 服 准则 的 影响 , 即 需要 考虑 所 谓 的 压力 相关 的 届 服 准则 。 其 中 比较 常用 的 是 
Drucker-Prager 届 服 准则 ,该 准则 认为 材料 的 Mises 等 效 届 服 应 力 a 随 着 其 静水 
压力 p 线性 增加 , 故 在 数学 上 该 准则 写 为 

f=o-ap= ks (7.1.24) 

如 果 我 们 要 求 (7.1.24) 式 在 p=0 的 x 平面 上 与 Mises 圆 相 重合 , 则 有 材料 常 
数 ks = ki = Y( 因 为 对 这 类 脆性 材料 主要 是 考虑 其 压 剪 届 服 特性 ,所 以 通常 取 压 
应 力 为 正 , 故 这 里 的 Y 是 材料 的 简单 压缩 届 服 极限 )。 式 (7.1.24) 中 的 材料 常数 
a 可 以 通过 一 系列 不 同 围 压条 件 下 的 材料 届 服 实验 结果 而 拟 合 回归 得 出 。 
Drucker-Prager 届 服 准则 不 但 引 和 人 了 材料 Mises 等 效 届 服 应 力 的 线性 压力 硬化 效 
应 ,而 且 也 在 某 种 程度 上 引入 了 材料 的 拉 压 届 服 的 不 对 称 性 质 。 容 易 理解 
Drucker-Prager 届 服 准则 (7.1. 24) 式 表示 一 个 在 应 力 空间 中 轴线 沿 n 的 圆锥 面 ， 
该 圆锥 面 在 x 平面 上 给 出 Mises 圆 ,而 圆锥 面 的 半径 随 着 静水 压力 p 的 增加 而 线 
性 增 大 。 

对 岩石 和 土壤 一 类 材料 还 有 所 谓 的 Coulomb 前 破 准则 ,各 种 不 同形 式 的 
Mohr 包 络 准则 、 盖 帐 准则 以 及 由 材料 的 整个 弹性 变形 能 (包括 弹性 畸变 能 和 弹性 
体 变 能 ) 所 控制 的 所 谓 Lemeitre 准则 等 等 。 这 些 准 则 多 半 都 是 在 Mises 准则 的 基 
础 上 引入 压力 的 塑性 屈服 效应 ,可 以 统一 地 写 为 

s=f(p) (7.1.25) 

此 外 对 这 类 脆性 材料 还 有 同时 计 及 ,yz Js 影响 的 各 种 形式 的 届 服 准则 ,这 

里 不 再 装 述 ,读者 可 参阅 有 关 文 献 。 


7.2 后 继 屈 服 准则 


后 继 届 服 准则 (也 有 研究 者 将 之 称 为 加 载 准则 ) 指 的 是 材料 进入 塑性 屈服 以 
后 ,后 继 届 服 面 ( 即 有 的 研究 者 所 说 的 加 载 面 ) 的 形状 和 尺寸 随 塑 性 变形 发 展 而 发 
展 和 变化 的 规律 。 如 在 应 力 空间 中 研究 后 继 届 服 面 , 则 材料 的 硬化 效应 表现 为 后 
继 届 服 面 随 着 塑性 变形 的 发 展 而 增 大 ,理想 塑性 表现 为 后 继 届 服 面 就 是 其 初始 届 
服 面 ,而 软化 效应 则 表现 为 后 继 届 服 面 随 着 塑性 变形 的 发 展 而 缩小 ; 材料 的 
Baushinger 效应 则 表现 为 在 应 力 空间 中 某 一 方向 上 后 继 届 服 面 的 扩大 将 伴随 着 相 
反方 向 附近 各 方向 上 后 继 届 服 面 的 缩小 。 但 是 ,在 数学 上 要 精确 地 表述 材料 的 这 
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些 性 质 则 是 很 复杂 的 ,故人 们 常常 需要 抓 住 材 料 在 塑性 变形 方面 的 某 些 主要 特征 
而 提出 各 种 简化 模型 。 这 些 简化 模型 从 其 基本 特点 方面 来 讲 ,主要 包括 理想 塑性 
模型 .各 向 同性 硬化 模型 (或 称 等 向 硬化 模型 ) 和 随 动 硬化 模型 。 


7.2.1 理想 塑性 模型 (ideal plastic model) 


理想 塑性 模型 完全 忽略 材料 的 硬化 效应 ,认为 材料 的 初始 届 服 面 也 就 是 其 后 
继 届 服 面 , 而 且 只 要 表达 材料 应 力 状 态 的 应 力 点 达到 并 且 保 持 在 此 屈服 面 之 上 移 
动 则 材料 的 塑性 变形 便 可 以 任意 发 展 (如 果 材 料 单元 不 受到 某 种 周围 的 约束 时 )。 
因此 理想 塑性 材料 的 后 继 届 服 准则 在 形式 上 非常 简单 ,也 就 是 其 初始 届 服 准则 : 
flo)=0 


7.2.2 各 向 同性 硬化 模型 或 称 等 向 硬化 模型 (isotropic hardening model) 


各 向 同性 硬化 模型 认为 后 继 届 服 面 的 扩大 在 应 力 空间 中 是 各 向 同性 的 (注意 
这 里 的 各 向 同性 并 非 指 在 反应 材料 性 质 的 几何 空间 中 的 各 向 同性 ) ,用 一 句 更 精确 
的 力学 语言 讲 , 就 是 在 应 力 空间 中 各 不 同方 向 上 的 应 力 变化 过 程 对 后 继 届 服 面 扩 
大 的 贡献 是 可 以 在 量 的 方面 进行 等 量 转 换 的 , 即 只 要 这 些 不 同 的 应 力 变化 过 程 所 
产生 的 随 塑 性 变形 发 展 而 单调 增加 的 某 一 标量 型 历史 记忆 量 的 积累 值 是 一 样 的 
话 , 则 它们 所 引起 的 对 后 继 届 服 面 扩 大 的 贡献 便 是 相同 的 。 我 们 可 把 刻画 各 向 同 
性 硬化 特征 的 这 一 随 塑 性 变形 发 展 而 单调 增加 的 这 类 标量 型 历史 记忆 量 称 为 各 向 
同性 硬化 内 变量 。 根 据 上 面 的 令 述 我 们 可 以 得 出 结论 ,各 向 同性 硬化 模型 所 确定 
的 后 继 届 服 面 必然 是 其 初始 屈服 面 在 应 力 空间 中 的 相似 扩大 ,同时 我 们 可 以 通过 
各 向 同性 硬化 内 变量 的 某 个 函数 来 反映 后 继 届 服 面 的 这 一 相似 扩大 特征 和 规律 。 
在 理论 和 实践 上 人 们 最 常用 的 各 向 同性 硬化 内 变量 有 累积 塑性 功 W? 和 累积 塑性 
应 变 强 度 a? ,它们 分 别 由 以 下 公式 定义 : 
WP = Je: dg? (7.2.1) 


a = [dz = [VSdsr :der (7.2.2) 


式 (7.2.1) 表 示 单 位 体积 介质 的 应 力 塑 性 功 的 累积 量 ,而 对 式 (7.2.2) 所 定义 的 量 
如 , 则 容易 证 明 ,在 一 维 应 力 条 件 下 如 = \/ (1 + 2v8)e?( 其 中 v 为 塑性 变形 泊 松 
比 ,ef 为 轴 向 邮 性 应 变 ) ,而 对 塑性 变形 不 可 压缩 材料 (v= 去 ) 在 一 维 应 力 条 件 下 
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E? 恰恰 等 于 其 轴 向 塑性 应 变 ef 。 这 一 点 常常 被 作为 将 一 维 应 力 实验 中 的 量 ef 推 
广 为 复杂 应 力 状 态 下 的 量 a? 从 而 获得 更 一 般 性 结果 的 基础 ,因此 习惯 上 人 们 也 常 
常 把 累积 塑性 应 变 强度 a? 称 之 为 累积 等 效 塑 性 应 变 。 

设 材料 的 初始 届 服 面 为 户 (c) = Ko，, 则 各 向 同性 硬化 模型 的 后 继 届 服 准则 可 
写 为 以 下 二 式 中 的 任何 一 个 

万 (a) = 天 (WP) (7.2.3) 
filg) = K( a?) (7.2.4) 

习惯 上 常 将 满足 式 (7.2.3) 和 式 (7.2.4) 的 材料 分 别称 之 为 功 硬化 材料 和 应 变 
硬化 材料 ,两 式 右 端的 函数 K(W?) 和 K( a?) 满 足 K(0) = Ko, 与 初始 届 服 面 重合 。 
而 这 两 个 函数 KCW?) 和 K( er?) 的 具体 形式 可 由 材料 塑性 变形 的 一 维 应 力 实验 或 
纯 剪 切 实验 等 的 实验 数据 而 得 出 。 例 如 , 设 材料 在 一 维 应 力 条 件 下 应 力 c 和 塑性 
功 W? 的 实验 曲线 为 c = c(W?) ,将 之 代入 (7.2.3) 式 之 中 并 注意 应 力 e 只 有 一 个 
应 力 分 量 cu = c, 则 可 得 

K(W?) = 户 (c) 三 Fo) = Fl(o(W?)) 
其 中 函数 F(c) 是 由 函数 f(g) 令 o = on (其 他 cy = 0) 而 得 到 的 o 的 函数 。 类 似 
地 , 设 材料 在 一 维 应 力 条 件 下 应 力 。 和 轴 向 塑性 应 变 e4 的 实验 曲线 为 "= (ef)， 
将 之 代入 式 (7.2.4) 之 中 , 则 可 得 
K(er) = fi(g)=F(o) = F(a(e?)) = Fl(o(e?)) 

与 前 面 一 样 其 中 函数 F(c) 是 由 函数 户 (c) 令 o = on (其 他 cy =0) 而 得 到 的 o 的 
函数 ,而 最 后 一 式 则 利用 了 塑性 变形 不 可 压缩 材料 在 一 维 应 力 条 件 下 恰 有 e? = e? 
( 轴 向 塑性 应 变 ) 的 结果 。 

我 们 顺便 指出 ,对 应 变 硬 化 的 描述 有 的 学 者 不 取 式 (7.2.2) 所 表达 的 累积 等 效 
塑性 应 变 ,而 取 由 下 式 给 出 的 所 谓 的 有 限 等 效 塑 性 应 变 : 


EP 二 V3 :er (7.2.2)" 
需要 注意 , 式 (7.2.2) 和 式 (7.2.2)' 所 定义 的 内 变量 虽然 在 一 维 应 力 情况 下 是 相等 
的 ,但 在 一 般 的 复杂 应 力 状态 之 下 显然 它们 是 不 同 的 。 

7.2.3” 随 动 硬化 模型 (kinematic hardening model) 


各 向 同性 硬化 模型 完全 没有 顾及 Baushinger 效应 的 存在 , 随 动 硬化 模型 则 将 
之 夸大 ,认为 塑性 变形 发 展 时 ,后 继 届 服 面 的 形状 和 大 小 并 不 改变 ,只 是 在 应 力 空 
间 中 做 刚性 平移 ,其 移动 的 距离 则 与 塑性 变形 历史 有 关 , 数 学 上 可 写 为 
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floy -ay)=0 (7.2.5) 
其 中 aj 是 塑性 变形 历史 的 某 种 函数 ,表示 后 继 屈服 面 的 中 心 。 特 别 地 , 当 我 们 假 
设 后 继 屈服 面 中 心 的 移动 速度 正比 于 塑性 应 变 率 时 , 即 设 
ay = Ce (7.2.6) 
时 ,其 中 C 为 常数 , 则 以 初始 条 件 se =0 时 ci =0 对 (7.2.6) 式 进行 积分 ,可 得 ay 
= Ce$ ,于 是 式 (7.2.5) 成 为 


fo -ce) =0 (7.2.5)’ 

由 式 (7.2.5)' 表 达 的 模型 称 为 线性 随 动 硬化 模型 ,其 中 的 常数 C 可 以 通过 一 

维 应 力 条 件 下 线性 随 动 硬化 的 应 力 -应 变 实验 曲线 来 求 出 ,读者 可 作为 练习 尝试 求 
解 之 。 


7.2.4 ”联合 的 塑性 硬化 模型 {combined isotropic-kinematic hardening model) 


各 向 同性 硬化 模型 完全 没有 考虑 到 材料 的 Baushinger 效应 的 存在 ,而 随 动 硬 
化 模型 则 夸大 了 材料 的 Baushinger 效应 ,真实 材料 的 塑性 硬化 规律 一 般 是 介 于 二 
者 之 间 的 ,所 以 我 们 可 以 采用 对 两 种 模型 的 线性 内 插 的 方法 来 求 取 ,例如 
fila — Cher) = 天 (WP(GL- PB)) (7.2.7) 
就 是 对 线性 随 动 硬化 模型 和 各 向 同性 硬化 模型 的 线性 内 插 硬化 模型 ,其 中 0<B< 
1, 而 B=0 和 B=1 则 分 别 代表 各 向 同性 硬化 模型 和 线性 随 动 硬化 模型 。 
但 是 ,从 理论 上 讲 更 一 般 的 时 率 无 关 塑 性 理论 的 硬化 模型 则 是 所 谓 的 Prager 
硬化 模型 , 它 可 以 表达 为 
jc,ep,K) = 0 (7.2.8) 
其 中 后 继 届 服 面 同时 与 硬化 参数 K (或 其 他 标量 型 硬化 参数 ) 和 塑性 应 变 gp 有 关 ， 
它们 都 可 视 为 塑性 变形 中 的 内 变量 ,前 者 作为 随 塑 性 变形 发 展 而 单调 增加 的 某 一 
标量 型 累积 量 的 函数 ,可 刻画 材料 的 各 向 同性 硬化 效应 ,后 者 则 可 刻画 材料 的 随 动 
硬化 效应 。 式 (7.2.3) , 式 (7.2.4) . 式 (7.2.5) 和 式 (7.2.7) 都 可 视 为 式 (7.2.8) 的 
特例 。 因 此 ,在 后 面 几 节 讲 解 增 量 型 塑性 本 构 关 系 的 时 候 我 们 将 从 后 继 届 服 准则 
《7.2.8) 式 出 发 进行 讨论 。 
需要 说 明 的 是 ,在 一 般 的 后 继 届 服 准则 (7.2.8) 式 中 虽然 硬化 参数 KK 和 塑性 
应 变 s? 都 是 内 变量 ,但 是 塑性 应 变 a? 才 是 最 基本 和 最 重要 的 内 变量 , 增 量 型 塑性 
本 构 关系 的 任务 就 是 给 出 它 的 演化 方程 ;而 作为 各 向 同性 硬化 参数 的 内 变量 K 并 
不 是 一 个 独立 的 内 变量 , 它 是 内 变量 塑性 应 变 张 量 s? 的 某 种 取 标 量 值 的 函数 ,这 
种 函数 可 以 根据 我 们 对 材料 塑性 硬化 特性 的 理解 和 应 用 上 的 方便 而 进行 选取 ,而 
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这 既 给 出 了 内 变量 K 的 定义 ,同时 也 就 决定 了 内 变量 K 的 演化 方程 。 在 实践 上 
人 们 常常 假定 内 变量 K 的 演化 率 K 是 塑性 应 变 率 张 量 ep 的 一 次 齐 次 函数 , 即 

K = g(g?), g(ag?) = ag(s?) (7.2.9) 
其 中 a 为 任意 的 常数 。 这 就 保持 了 内 变量 K 的 简洁 性 。 此 外 ,这 还 可 以 保证 当 塑 
性 应 变 ep 停止 发 展 时 (sp = 0) 内 变量 K 也 停止 发 展 (K = 0) 的 条 件 。 例 如 式 
(7.2.1) 和 式 (7.2.2) 所 定义 的 内 变量 Wr? 和 se 的 演化 方程 分 别 为 


Wr = el:ip， 各 = /有 各 :i (7.2.10) 
就 具有 这 种 ge 的 一 次 齐 次 性 质 ,它们 的 函数 K 的 演化 率 分 别 为 
K-02.1) 


当然 也 具有 这 种 gp 的 一 次 齐 次 性 质 。 


K= 


7.3 应力 空间 中 表述 的 塑性 本 构 关系 


为 了 在 理论 上 表述 时 更 加 清晰 和 严谨 ,7.3 节 至 7.7 节 各 节 关于 本 构 关系 的 
论述 中 我 们 采用 了 张 量 的 一 般 表 述 方法 ,即将 弹性 模 量 张 量 和 和 柔 度 张 量 作为 三 维 
空间 中 的 四 阶 完全 对 称 张 量 ,而 将 应 力 张 量 和 应 变 张 量 作为 三 维 空间 中 的 二 阶 对 
称 张 量 来 表述 。 为 了 将 这 些 张 量 表达 的 公式 易于 在 计算 实践 中 实现 ,人 们 常常 需 
要 将 这 些 公式 改写 为 张 量 的 Voigt 记 法 ,即将 三 维 空间 中 的 四 阶 完全 对 称 张 量 视 
为 六 维 空间 中 的 二 阶 对 称 张 量 ,而 将 三 维 空间 中 的 二 阶 对 称 张 量 视 为 六 维 空间 中 
的 矢量 ,并 且 保 持 功 不 变性 的 应 力 应 变 分 量 取 法 。 关 于 Voigt 记 法 的 具体 内 容 可 
参见 6.4 节 。 


7.3.1 一 般 性 说 明 


由 于 在 完全 大 变形 理论 框架 之 内 的 塑性 本 构 关系 还 存在 不 少 难点 和 争论 , 因 
此 在 本 书 中 我 们 将 仍然 在 所 谓 的 “小 变形 塑性 理论 ”的 框架 内 来 介绍 塑性 本 构 关系 
的 知识 ,但 是 实践 证 明 , 通 过 建立 在 这 一 理论 框架 之 内 的 增 量 型 塑性 本 构 关 系 以 及 
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对 任意 有 限 过 程 中 无 穷 多 微小 过 程 中 增 量 型 塑性 本 构 关系 的 积分 和 累积 计算 ,我 
们 事实 上 是 可 以 很 好 地 解决 许多 塑性 力学 大 变形 的 工程 问题 的 。 在 “小 变形 塑性 
理论 ”的 框架 内 讨论 问题 ,可 以 不 考虑 初始 密度 和 瞬时 密度 之 间 的 区 别 .Cauchy 应 
力 和 P-K 应 力 之 间 的 区 别 以 及 各 种 不 同 定义 的 应 变 之 间 的 区 别 ,因此 在 下 面 我 们 
将 笼统 地 以 @ 和 es 来 表示 应 力 张 量 和 应 变 张 量 。“ 小 变形 塑性 理论 ”框架 的 一 个 最 
重要 的 假定 (当然 也 是 最 有 争议 的 假定 ) 就 是 假设 应 变 张 量 s 可 以 分 解 为 可 恢复 的 
弹性 应 变 张 量 se* 和 塑性 应 变 张 量 s? 之 和 , 即 

=g8+er (7.3.1a) 
于 是 在 每 一 微 过 程 当中 的 增 量 应 变 ds 也 可 以 分 解 为 弹性 增 量 应 变 d s* 和 塑性 增 
量 应 变 d ge? 之 和 : 


dg = dse+dsp， 冯 = 六 + 训 (7.3.1b) 
式 (7.3.1b) 的 第 二 式 表示 任意 时 刻 的 总 应 变 率 & 等 于 其 弹性 应 变 率 8* 和 塑性 应 
变 率 8? 之 和 。 增 量 型 塑性 本 构 关系 的 任务 就 是 寻求 每 一 微 过 程 中 增 量 应 变 de 
和 增 量 应 力 da 之 间 的 关系 ,或 者 说 寻求 每 一 时 刻 应 变 率 & 和 应 力 率 6 之 间 的 
关系 。 

如 同 在 7.2 节 中 所 指出 的 ,为 了 同时 计 及 材料 的 各 向 同性 硬化 效应 和 随 动 硬 
化 效应 ,我 们 可 假设 材料 在 应 力 空间 中 满足 一 般 形 式 的 Prager 届 服 准则 : 

Fo,er,K) = 0 (7.3.2) 
其 中 届 服 函数 f(a,e?,K) 对 a 的 显 式 依赖 表示 它 是 应 力 空间 中 的 届 服 函数 ,其 对 
塑性 应 变 g? 的 显 式 依赖 表示 sg? 是 作为 内 变量 参数 而 引入 的 ,这 可 以 使 我 们 以 某 种 
方式 计 人 材料 的 随 动 硬化 效应 ,标量 型 参数 K 是 塑性 应 变 的 某 个 函数 , 届 服 函数 
f(a,e?,K) 对 它 的 依赖 可 以 使 我 们 以 某 种 方式 计 和 材料 的 各 向 同性 硬化 效应 。 

我 们 的 第 一 个 任务 是 求 出 弹性 应 变 的 演化 率 a*。 因 为 弹性 应 变 g* 是 可 逆 的 ， 
所 以 由 第 6 章 的 热 弹性 理论 可 知 , 它 可 以 由 势 函 数 余 能 (或 者 负 的 自由 烩 ) 在 内 变 
量 不 变 的 情况 下 对 应 力 e 求 导 而 得 出 。 在 不 计 温 度 效 应 的 情况 下 ,在 引入 内 变量 
g? 和 天 以 后 这 可 以 表达 为 

se = pCles sk) (7.3.3) 
i =PG:s=C:e (7:3;3)’ 


其 中 G 为 比 余 能 , - G 为 比 自由 烩 , 求 导 是 在 内 变量 a? 和 K 不 变 的 情况 下 即 在 
弹性 变 载 过 程 中 进行 的 。 式 (7.3.3) 中 的 C 是 一 个 完全 对 称 的 四 阶 张 量 ( 参 见 第 
6 章 ): 
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C=po55 = 过 (7.3.4) 

称 为 弹性 柔 度 张 量 , 对 各 向 同性 材料 它 应 是 所 谓 的 四 阶 各 向 同性 张 量 。 在 G 是 

5 的 二 次 齐 次 函数 时 C 将 为 四 阶 各 向 同性 常 张 量 , 它 只 包含 两 个 独立 的 材料 
常数 。 

我 们 的 第 二 个 任务 是 给 出 内 变量 K 的 演化 方程 。 正 如 在 7.2 节 中 所 指出 的 ， 

它 并 不 是 一 个 与 塑性 应 变 s? 完全 无 关 而 独立 的 内 变量 ,而 是 作为 对 材料 各 向 同性 

硬化 特性 的 刻画 以 某 种 方式 依赖 于 塑性 应 变 ge 的 一 个 取 标 量 值 的 函数 。 如 前 所 


述 ,人 们 通常 假定 K 的 演化 率 K 是 塑性 应 变 率 z 的 一 次 齐 次 函数 , 即 

K = 8(ip)， 8(aip) = ag(ip) (7.3.5) 
例如 , 当 K 取 为 塑性 功 We 的 某 种 函数 K( W) 或 取 为 累积 等 效 塑性 应 变 的 某 
种 函数 K(e?) 时 ,可 分 别 有 
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它们 都 具有 一 次 齐 次 性 质 (7.3.5) 式 。 这 既 保持 了 内 变量 K 的 简洁 性 ,也 可 满足 


当 塑性 应 变 sp 停止 发 展 时 (8? =0) 内 变量 K 也 停止 发 展 (K = 0) 的 条 件 。 

我 们 的 最 重要 的 任务 就 是 求 出 作为 基本 内 变量 的 塑性 应 变 ge 的 演化 方程 ,而 
这 也 就 是 增 量 型 塑性 本 构 关系 的 核心 任务 。 这 一 任务 可 以 由 如 下 的 Drucker 公设 
而 得 到 解决 。 


7.3.2 Drucker 公设 (Drucker postulate) 和 增 量 型 塑性 本 构 关系 


在 第 5 章 和 第 6 章 中 我 们 曾经 通过 不 可 逆 过 程 耗 散 非 负 的 箭 不 等 式 引 和 了 热 
力学 势 的 概念 ,例如 可 通过 烩 或 者 自由 迷 对 应 力 的 求 导 而 得 出 应 变 。 产 生 不 可 逆 
塑性 变形 的 材料 是 一 种 存在 着 内 耗 散 机 制 的 材料 ,Drucker 试图 在 形式 上 借鉴 热 
力学 势 求 导 而 得 出 应 变 的 思想 ,由 塑性 耗 散 永 远 非 负 的 事实 引出 某 种 所 谓 的 “塑性 
势 "并 由 其 对 应 力求 导 而 得 出 塑性 应 变 ee 的 演化 方程 ,从 而 解决 增 量 型 塑性 本 构 
关系 的 问题 。 对 于 存在 耗 散 机 制 的 材料 ,在 任意 热力 学 循环 中 其 耗 散 永 远 非 负 。 
与 此 相对 应 ,Drucker 提出 了 在 有 不 可 逆 塑 性 变形 出 现 的 任意 应 力 循环 中 材料 附 
加 应 力 的 功 必 然 非 负 的 要 求 ,并 把 这 一 要 求 称 之 为 Drucker 公设 。 
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Drucker 公设 可 表达 如 下 : 

设 物体 在 to 时 刻 处 于 届 服 面 之 内 或 之 上 的 菜 一 任意 应 力 状态 为 o" ,对 其 加 载 
使 其 于 某 一 时 刻 二 达 至 届 服 并 在 时 间 间 隔 [1* ,1" + 61] 之 内 产生 塑性 变形 ,然后 
对 其 印 载 使 物体 回 到 原来 的 应 力 状态 oo ,从 而 完成 一 个 应 力 循 环 , 则 由 于 不 可 北 
塑性 变形 耗 散 是 非 负 的 ,所 以 在 这 一 应 力 循环 中 附加 应 力 -or 对 物体 所 做 的 功 
W。 必须 是 非 负 的 。 我 们 称 严格 满足 此 种 要 求 的 材料 为 Drucker 材料 。 

图 7.5(a) 和 图 7.5(b) 分 别 对 简 拉 情 况 和 一 般 复 杂 应 力 状 态 情况 给 出 了 应 力 
循环 的 图 示 , 其 中 ho(to)、B(f)、 CC + 61) 和 A1(ti) 分 别 表示 初 态 、 届 服 态 、 
硬化 态 和 终 态 的 应 力 点 。 按 Drucker 公设 ,对 Drucker 材料 ,有 


w,= |" (oo) :dt =) Ce -on): +a)dt>0 (7.3.60) 
‘0 to 
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四 
图 7.5 应力 空 间 中 的 屈服 面 

由 于 弹性 变形 是 可 逆 的 ,在 加 载 过 程 中 所 产生 的 弹性 应 变 在 印 载 至 起 始 应 力 
old 时 将 会 完全 被 释放 ,附加 应 力 在 每 一 应 力 水 平 ge 处 的 微 加 载 弹性 应 变 上 之 功 将 
与 其 在 同一 应 力 水 平 c 处 的 微 印 载 弹性 应 变 上 之 功 相抵 消 ,所 以 在 整个 应 力 循环 
中 附加 应 力 的 弹性 变形 功 将 为 零 , 而 只 有 其 塑性 变形 功 才 不 为 零 , 后 者 只 在 图 
7.5(a) 中 的 BC 段 产生 ,所 以 式 (7.3.6) 也 可 以 写 为 

w= (o-oo) :sdt=). (oe-o) :idi>0 (7:3.6) 

对 一 维 应 力 的 情况 ,参见 图 7.5(a) , 当 起 始 应 力 点 4。 为 届 服 面 内 的 弹性 状态 
时 , 式 (7.3.6) 的 附加 应 力 塑性 功 积分 将 由 曲线 四 边 形 Ao BCA1 的 面积 给 出 ,在 忽 
略 二 阶 小 量 的 情况 下 , 它 近 似 地 等 于 平行 四 边 形 A。BDA, 的 面积 , 即 
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W,= (ox 一 go )de? ( 当 o 天 5 时) (a) 

其 中 de? 表示 在 [1" ,1”+ 61] 的 微 塑性 加 载 段 BC 期 间 所 产生 的 增 量 塑性 应 变 ; 当 

起 始 应 力 点 Ao 恰 为 届 服 面 上 的 塑性 届 服 状态 时 , 式 (7.3.6) 的 附加 应 力 塑 性 功 积 

分 将 由 曲线 三 角形 BCD 的 面积 给 出 ,在 忽略 高 阶 小 量 的 情况 下 , 它 近似 地 等 于 直 
线 三 角形 BCD 的 面积 , 即 

W。 = 吉 dode? ( 当 o = ox 时 ) Cb) 


其 中 do 表示 在 [1" ,1* + 61] 的 微 塑 性 加 载 段 BC 期 间 所 产生 的 增 量 应 力 。 将 以 
上 二 式 推广 到 图 7.5(b) 所 示 的 一 般 复杂 应 力 状态 ,可 将 之 写 为 张 量 的 形式 , 即 
(oo -ol) :dsp 过 0 (oo 时 ) (7.3.7) 


和 ac: dep>0 ( 当 o = oa" 时 ) (7.3.8) 


事实 上 式 (7.3.7) 和 式 (7.3.8) 也 可 以 由 式 (7.3.6) 出 发 而 直接 加 以 证 明 如 
下 :将 式 (7.3.6)“ 中 的 积分 在 ! = 上 处 展开 为 Taylor 级 数 ,可 有 


Wo=0+(G 一 o) :部 ot + Be: én+ (eo) 1 的] B12 + 
t=4% 
= (@” -oo) :der+ 直 do: der+.>0 


对 a" 关 g" 和 or = 即 起 始 应 力 点 or 在 届 服 面 之 内 和 恰 在 届 服 面 之 上 的 两 种 情 
况 ,在 略 去 相对 的 高 阶 小 量 之 后 ,分 别 可 得 
(e -op) :dgp 过 0 (oo 天 时 ) (7.3.7) 
二 dc:dep 全 0 (oo = 0" 时 ) (7.3.8) 


式 (7.3.7) 的 物理 意义 是 :塑性 增 量 应 变 de?(B) 形 成 之 点 的 应 力 o"(B) 在 de?(B) 
上 之 塑性 功 a"(B) : d s?(B) 不 小 于 届 服 面 之 内 或 之 上 (极限 情况 下 ) 任 何其 他 应 
力 状 态 (4o) 在 de*(B) 上 的 塑性 功 a* (4o) : de?(B), 故 式 (7.3.7) 也 常常 被 称 
之 为 最 大 塑性 功 原理 。 下 面 我 们 还 会 进一步 指出 , 式 (7.3.8) 将 给 出 稳定 材料 的 定 
义 ,其 意义 是 ,精确 满足 Drucker 公设 的 材料 必然 是 硬化 或 至 少 是 理想 塑性 的 稳定 
材料 而 不 能 是 出 现 软化 失 稳 的 材料 , 故 Drucker 公设 也 常常 被 简单 地 称 之 为 稳定 
公设 。 

由 最 大 塑性 功 原理 (7.3.7) 式 很 容易 证 明 并 得 出 如 下 两 点 重要 的 结论 :1) 满 
足 Drucker 公设 材料 的 应 力 届 服 面 一 定 是 处 处 外 凸 的 ,这 称 之 为 外 凸 法 则 ; (2) 在 
Drucker 材料 应 力 届 服 面 的 任意 光滑 点 处 ,塑性 增 量 应 变 ds? 一 定 指向 应 力 届 服 
面 的 外 法 线 方向 ,这 称 之 为 正 交 法 则 。 外 凸 法 则 和 正 交 法 则 是 很 容易 从 最 大 塑性 
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功 原理 出 发 经 由 反 证 法 而 得 到 证 明 的 ,这 可 以 
由 图 7.6、 图 7.7 来 说 明 。 

事实 上 ,将 增 量 塑性 应 变 dan 的 坐标 轴 与 
应 力 空间 e 中 的 坐标 轴 相 重合 ,由 于 表达 附加 
应 力 e -oo 的 矢量 和 表达 增 量 塑性 应 变 ds? 
的 矢量 可 分 别 由 图 7.6 中 的 矢量 4B 和 项 来 
表示 ,所 以 最 大 塑性 功 原理 (7.3.7) 式 也 可 以 ” 图 7.6 式 (7.3.7) 的 图 示 说 明 
表达 为 ( 左 端 为 张 量 直接 记 法 ,中 间 和 右 端 为 
Voigt 记 法 ) 


(a) 外 凸 法 则 的 证 明 (b) 正 交 法 则 的 证 明 
图 7.7 


(o -oo):der= AB. 肪 =|A0B|| 瑟 |cosp 宇 0 (7.3.7)/ 


即 不 管 起 始 应 力 点 A。 处 于 应 力 届 服 面 之 内 或 之 上 的 何 处 ,矢量 308 和 项 的 夹 角 
9 都 不 是 钝 角 。 不 妨 设 d e? 如 图 7.7(a) 中 所 示 , 过 产生 此 d se 的 应 力 点 B 做 此 
矢量 的 法 平面 MBN , 则 式 (7.3.7) 的 几何 意义 表示 : 届 服 面 之 内 和 极限 情况 下 届 服 
面 之 上 的 任何 点 都 必须 位 于 法 平面 MBN 的 同一 侧 (而 且 是 相对 于 矢量 de? 而 言 
的 内 侧 ), 即 应 力 屈服 面 在 B 点 处 必然 是 外 凸 的 ,这 是 因为 如 果 它 是 内 凹 的 , 则 我 
们 总 可 以 找到 一 些 起 始 应 力 点 4。 而 使 得 夹 角 9 为 钝 角 。 这 就 证 明了 外 凸 法 则 。 
对 于 如 图 7.7(b) 所 示 的 外 凸 的 应 力 屈服 面 , 以 n 表示 其 在 光滑 点 B 处 的 外 法 矢 
量 , 则 由 式 (7.3.7) 容易 说 明 , 不 管 增 量 塑性 应 变 d e? 指向 何 处 ,只 要 它 不 与 n 的 
方向 相 一 致 , 则 我 们 总 可 以 找到 一 些 起 始 应 力 点 4 而 使 得 夹 角 9 为 钝 角 。 这 就 
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证 明了 正 交 法 则 。 
在 应 力 届 服 面 的 每 一 光滑 点 处 ,塑性 增 量 应 变 一 定 沿 着 屈服 面 外 法 向 的 正 交 
法 则 ,在 数学 上 可 以 表达 为 


da? = dA af (di>0) (7.3.9) 
G 
或 将 之 写 为 率 形式 , 即 
=if Gi>0 (7.3.9)’ 
0 


待定 因子 dA> 之 0 或 1 之 0 称 之 为 塑性 流动 因子 ,它们 大 于 零 表明 塑性 变形 在 发 展 ， 
而 且 增 量 塑性 应 变 d s? 或 塑性 应 变 率 a? 必然 沿 着 应 力 届 服 面 的 外 法 线 方 向 , 故 正 
交 法 则 (7.3.9) 式 或 (7.3.9)“ 式 也 常常 被 称 之 为 塑性 流动 法 则 。 式 (7.3.9) "在 形 
式 上 类 似 于 由 弹性 势 G 对 应 力 g 求 导 而 得 出 弹性 应 变 率 e* 的 式 (7.3.3), 故 由 
Drucker 所 创建 的 这 一 塑性 理论 也 常常 被 称 之 为 “塑性 位 势 理论 ”, 而 将 届 服 函数 f 
称 之 为 “塑性 位 势 ”, 并 将 式 (7.3.9) 或 式 (7.3.9)' 称 为 与 届 服 函数 相关 联 的 塑性 
流动 法 则 (工程 塑性 力学 中 有 时 以 届 服 函数 以 外 的 其 他 函数 为 “塑性 位 势 " 而 代替 
届 服 函数 f, 则 称 之 为 非 相 关 的 塑性 流动 法 则 )。 但 是 ,我 们 强调 指出 ,这 里 将 式 
(7.3.9) 或 式 (7.3.9)' 中 的 f 称 之 为 塑性 位 势 只 是 一 种 术语 上 的 借用 ,其 实 是 并 不 
恰当 的 ,因为 它们 只 是 通过 求 导 给 出 了 微 过 程 中 的 塑性 增 量 应 变 d s? 或 塑性 应 变 
率 &?, 而 并 不 是 求 出 任意 状态 的 塑性 应 变 g? 本 身 ;同时 ,Drucker 所 提出 的 应 力 循 
环 过 程 只 是 实现 了 应 力 状 态 o 本 身 的 循环 ,而 并 未 实现 介质 全 部 状态 量 (例如 内 变 
量 K 和 和 e?) 的 循环 ,所 以 并 不 是 精确 意义 上 的 热力 学 循环 ,可 称 之 为 所 谓 的 准 热力 
学 循环 。 
将 正 交 法 则 (7.3.9) 式 代 人 (7.3.8) 式 , 有 


1 


ee 过 
到 da : de" 二 dc : du 3 


Bd :de>0 (7.3.8)’ 
塑性 变形 的 发 展 对 应 着 dA 之 0, 所 以 由 式 (7.3.8) ”可见 , 塑 性 变形 发 展 (dA 之 0) 时 
必 有 9f= 站 : do 之 0, 即 后 继 应 力 届 服 面 必 然 是 向 外 扩大 (硬化 ) 或 至 少 是 保持 其 


尺寸 的 (理想 塑性 ) ,而 不 可 能 是 向 内 缩小 (软化 ) 的 。 我们 把 包括 理想 塑性 材料 在 
内 的 硬化 材料 简称 为 稳定 的 材料 ,而 将 软化 的 材料 称 之 为 非 稳定 的 材料 ,所 以 式 
(7.3.8) 和 式 (7.3. 8) 的 物理 意义 是 :满足 Drucker 公设 的 材料 必然 是 稳定 的 材 
料 , 所 以 Drucker 公设 应 称 之 为 稳定 公设 (但 文献 上 常常 简称 为 硬化 公设 )。 这 就 
是 我 们 在 前 面 曾 指 出 过 的 结论 。 
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现在 我 们 剩 下 的 核心 任务 就 是 求 出 式 (7.3.9)' 中 的 塑性 流动 因子 +。 只 要 逆 
性 变形 在 发 展 , 则 新 的 应 力 点 就 会 仍然 保持 在 新 的 后 继 届 服 面 上 , 即 仍 有 
fla,sr,K)=0 (7.3.2) 
这 在 数学 上 可 以 表达 为 对 后 继 届 服 面 (7.3.2) 式 求 对 时 间 的 导数 时 仍 应 成 立 ,于 是 
对 时 间 t 求 导 可 得 


j= :ota :+ak=0 (7.3.10) 
在 利用 了 K 的 演化 方程 (7.3.5) 式 之 后 ,此 式 可 写 为 
A: G+ 沾 : :E+ Agar) =0 (7.3.10)" 


式 (7.3.10) 或 式 (7.3.10) Ms 位 灯 件 (ecodilio2 of consistency) 。 将 正 交 
法 则 (7.3.9)“ 式 代入 一 致 性 法 则 (7.3. 10)“ 式 之 中 , 并 利用 函数 g 的 一 次 齐 次 特 


性 ,可 得 塑性 流动 因子 i 的 表达 式 如 下 : 


i = 让 (7.3.11) 
其 中 标量 参数 h 为 
n=- 2 :A -Be(A) (7.3.12) 


可 由 后 继 届 服 准则 C7.3.2) 式 和 内 变量 K 的 演化 方程 (7.3.5) 式 或 (7.3.5)' 式 而 
求 出 。 将 (7.3.11) 式 代入 正 交 法 则 (7.3.9)' 式 之 中 ,得 


i = af(a:s)= + (M9):e (7.3.13) 


h gg \90 da 90 
式 (7.3.13) 给 出 了 内 变量 s? 的 演化 方程 即 塑 性 应 变 率 a? 的 表达 式 , 再 利用 弹性 应 
变 率 的 表达 式 (7.3.3) 式 , 即 可 得 


三 19f9f 
a=8+2= (C+ 二) (7.3.14) 


式 (7.3.14) 是 gz 和 ga 间 的 线性 齐 次 关系 ,所 以 它 表达 的 其 实 就 是 时 率 无 关 型 的 材料 
弹 塑 性 本 构 关系 ,可 称 之 为 亚 弹 塑 性 本 构 关系 。 将 式 (7.3.13) 和 式 (7.3.14) 分 别 
写 为 增 量 形式 ,可 有 


der = 1 2 (2 : do)= 于 (站 只 ): de (7.3.13) 
de=de+de= (C+ HA): ac (7.3.14)7 


式 (7.3.13)" 和 式 (7.3.14)' 分 别 给 出 了 由 任意 微 过 程 中 的 增 量 应 力 de 求 其 增 量 
， 305 。 
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塑性 应 变 d e? 和 增 量 应 变 ds 的 公式 ,它们 即 是 在 应 力 空间 中 所 表达 的 增 量 型 塑 
性 本 构 关系 。 四 阶 张 量 


= 19fof 1 of of 
0 CO as 6 CC 


分 别称 为 材料 的 弹性 季度 张 量 .塑性 柔 度 张 量 和 弹 塑 性 柔 度 张 量 。 
对 各 向 同性 硬化 材料 和 随 动 硬化 材料 ,分 别 有 引 5 = 0 和 引 = 0。 如 对 届 服 准 


则 为 f(a) = K(W?) 的 各 向 同性 功 硬化 材料 ,可 有 
fs 


de 
K'CWp)a : 2 
ag 


可 


af i (7.3.15) 
8p = 这 之 癌 这 = -六 
K'C WP : df oo 
9 
特别 地 , 当 届 服 函数 为 o 的 次 齐 次 函数 时 , 即 对 任意 常数 a 都 有 (oo) = 
"f(a) 时 (Mises 准则 是 一 特例 ), 利 用 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 即 a : 引 = nf(o), 则 
式 (7.3.15) 可 写 为 
引言 
(7.3.16) 


i da“ a 
7 HOR (CW?) ac 
在 这 里 我 们 特别 指出 ,尽管 式 (7.3.13)” 和 式 (7.3.14) 给 出 了 由 任意 微 过 程 
中 的 增 量 应 力 de 求 其 增 量 塑性 应 变 de? 和 增 量 应 变 ds 的 公式 ,但 是 对 于 理想 塑 


性 材料 ,它们 则 是 无 法 应 用 的 。 这 是 因为 ,对 理想 饪 性 材料 而 言 ,有 并 : 5=0,26 
=0, 牙 = 0( 因 为 屈服 面 保持 尺寸 , 故 (7.3. 12) 式 给 出 h=0, 所 以 (7.3.11) 式 给 


出 和 型 的 外 而 不 能 确定 ,从 而 增 量 塑性 应 变 d s? 和 增 量 应 变 de 也 便 都 不 能 确定 。 


这 在 物理 上 表达 的 是 如 下 的 事实 :对 于 理想 塑性 材料 而 言 ,只 要 应 力 点 保持 在 届 服 
面 上 移动 , 则 当 材料 微 元 周围 不 受 几何 约束 时 ,其 塑性 变形 便 可 以 任意 发 展 , 故 其 
塑性 应 变 和 整个 应 变 便 是 不 能 确定 的 (这 在 一 维 应 力 条 件 下 是 一 目 了 然 的 ) 。 

对 理想 塑性 材料 我 们 可 以 通过 由 增 量 应 变 倒 过 来 确定 增 量 应 力 的 方法 来 解决 
塑性 本 构 关系 的 问题 ,在 7.5 节 中 我 们 将 对 包括 理想 塑性 材料 在 内 的 各 种 材料 详 
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细 介 绍 这 一 由 增 量 应 变 倒 过 来 确定 增 量 应 力 的 一 般 方法 ,在 本 节 中 我 们 则 作为 一 
个 特例 ,只 对 满足 Mises 届 服 准则 的 材料 来 介绍 一 个 特殊 方法 。 对 于 满足 Mises 
屈服 准则 

fo =F=Y 
的 材料 , 求 畸变 功 增 量 ,有 
dWo =o:de' =0’: (把 +3q0')= 起 di +6dhrs = 25 dA = 272dh 


2G 
即 
3 = 3 (7.3.17) 
Fe 7 
de = dA = 3dio = 3 eo (7.3.18) 


这 便 由 增 量 应 变 确定 了 塑性 增 量 应 变 , 从 而 也 可 确定 出 增 量 应 力 ; 
| ldo = de’ -Be He 


24 (7.3.19) 
dp =— kdes 
其 中 yk 分 别 为 弹性 剪 切 模 量 和 体积 压缩 模 量 。 


7.4 应 变 空 间 中 表述 的 塑性 本 构 关 系 


7.4.1 问题 的 提出 


在 7.3 节 中 我 们 以 应 力 空间 中 的 加 载 画 数 和 Drucker 公设 为 基础 得 到 了 由 任 
意 微 过 程 中 增 量 应 力 do 表达 其 增 量 应 变 ds 的 增 量 型 塑性 应 力 应 变 关 系 。 同 时 我 
们 在 上 节 曾 指出 ,严格 满足 Drucker 公设 的 材料 必定 是 稳定 材料 (包括 硬化 材料 和 
其 特例 理想 塑性 材料 ) ,因此 如 果 严 格 以 Drucker 公设 作为 讨论 问题 的 基本 出 发 点 
的 话 , 则 我 们 只 能 说 对 于 稳定 的 材料 我 们 已 经 得 到 了 上 节 所 给 出 的 增 量 型 塑性 应 
力 应 变 关系 。 对 于 稳定 材料 ,塑性 变形 的 发 展 和 应 力 加 载 面 的 扩大 ( 即 硬化 ) 或 保 
持 ( 即 理想 塑性 ) 是 一 致 的 , 因 之 Drucker 公设 又 称 为 硬化 公设 ,更 确切 地 说 应 称 之 
为 稳定 公设 。 如 果 材 料 发 生 软 化 即 失 稳 , 则 上 节 所 表述 的 Drucker 公设 不 再 严格 
地 成 立 ,我 们 便 无 法 得 出 上 一 节 所 给 出 的 有 关 结 果 。 对 简单 拉 伸 的 情况 这 可 以 由 
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图 7.8(a) 来 加 以 说 明 : 图 中 应 力 应 变 曲 线 右 半 部 的 BC 段 材料 出 现 了 软化 失 稳 ,在 
从 失 稳 届 服 面 上 的 点 B 出 发 塑性 流动 到 C 点 的 微 过 程 中 ,do= o(C) - o(B)<0， 
de*=do/E= -DiD<0,de=BDi>0,der=de-de =BD+DD=EBD>0， 
去 dode <0, 不 满足 上 节 所 给 出 的 稳定 材料 的 定义 (7.3.8) 式 ,我 们 无 法 从 B 点 出 


发 完成 Drucker 公设 所 要 求 的 真实 的 应 力 循 环 ,而 只 能 设想 一 个 虚假 的 应 力 循环 
BC-D, 


图 7.8 应 变 空间 中 的 届 服 面 


为 了 克服 软化 材料 Drucker 公设 不 再 成 立 的 困难 ,Hpiourmn 注意 到 了 如 下 的 
事实 :不管 是 稳定 材料 还 是 非 稳定 材料 ,在 任意 一 个 微 塑 性 变 载 的 过 程 中 ,塑性 应 
变 的 发 展 都 总 是 和 整个 应 变 的 发 展 相 一 致 的 , 即 de? 之 0 和 ds 之 0 永远 都 是 同时 存 
在 的 ( 见 上 面 BC 段 的 微 塑 性 变 载 过 程 )。 以 此 为 启发 ,Himpioura 提出 了 在 应 变 空 
间 中 讨论 届 服 面 的 设想 ,他 还 提出 了 一 个 Hamiomrmaa 公设 并 以 此 为 基础 ,导出 了 增 
量 型 的 塑性 本 构 关系 。 


7.4.2 应变 空间 中 的 屈服 面 
材料 的 弹性 应 变 s*、 塑 性 应 变 e? 与 其 应 力 e 是 由 下 式 相 联系 的 : 
oc=M:se:=M:(se- er) {75431 
其 中 M = C-!( 柔 度 张 量 C 的 逆 张 量 ) 是 材料 的 弹性 模 量 张 量 。 将 (7.4.1) 式 代 人 
7.3 节 应 力 空间 中 的 加 载 面 fCo,s?,K)=0 之 中 , 即 可 得 
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fM: (sg— sr),sr,K)=F(e,er,K) =0 (7.4.2) 
这 样 ,我 们 就 把 应 力 空间 中 的 加 载 面 转换 成 了 应 变 空 间 中 的 加 载 面 ,应 变 届 服 函数 
虽然 仍 以 塑性 应 变 se? 和 各 向 同性 硬化 参数 K 为 内 变量 ,但 是 却 是 以 应 变 s 作为 其 
基本 外 变量 的 。 
根据 第 6 章 中 热 弹性 理论 的 结果 知 ,应 力 e 可 由 自由 能 少 对 弹性 应 变 g* 求 导 
而 得 出 , 故 有 
= pF :i = M: i (7.4.3) 


其 中 完全 对 称 的 四 阶 张 量 M 为 弹性 模 量 张 量 , 求 导 是 在 内 变量 a? 和 K 不 变 的 条 
件 下 也 就 是 在 弹性 变 载 的 条 件 下 进行 的 ,所 以 也 可 以 写 为 


Cd 
M= Pag9s =- 9g Ki 


式 (7.4.3) 给 出 了 应 力 演化 率 ga 和 弹性 应 变 演化 率 a* 之 间 的 关系 。 
与 7.3 节 类 似 ,各 向 同性 硬化 内 变量 K 的 演化 方程 仍 假设 为 塑性 应 变 率 的 一 
次 齐 次 函数 , 即 


K = g(ip)， g(aér) = ag(é?) (7.4.5) 
我 们 剩 下 的 核心 任务 仍然 是 求 得 塑性 应 变 的 演化 方程 即 a? 的 表达 式 , 这 可 以 由 如 
下 的 Hnptounn 公设 来 解决 。 


7.4.3 WMnblouwh 公设 和 应 变 空 间 中 表达 的 增 量 型 塑性 本 构 关系 


Hnpiomun 公设 (Hnpiouran postulate) 的 内 容 是 :从 应 变 届 服 面 内 或 面 上 任意 
一 个 应 变 点 出 发 ,对 物体 进行 加 载 使 其 产生 塑性 变形 ,然后 印 载 使 其 回 到 原 应 变 点 
从 而 完成 一 个 应 变 循环 , 则 在 此 应 变 循环 中 ,应力 (或 附加 应 力 ) 所 做 的 总 变形 功 必 
非 负 。 

图 7.8(a) 和 图 7.8(b) 分 别 给 出 了 一 维 应 力 情况 下 和 一 般 情况 下 应 变 空 间 中 
应 变 循环 的 示意 图 。 设 ! = to 时 材料 的 起 始 应 变 状态 和 应 力 状态 分 别 为 s? 和 中 ， 
如 应 变 空间 中 的 4, 点。 加 载 到 1" 时 应 变 点 达到 B, 应 变 和 应 力 各 为 a* 和 ea" 。+* 
到 1* + 6t 期 间 进行 塑性 加 载 ,产生 增 量 塑性 应 变 ds? , 1”+ 6t 时 应 变 点 达到 C 点 
《这 里 的 塑性 加 载 是 指 材料 的 塑性 应 变 连同 其 整个 应 变 都 在 发 展 , 即 应 变 届 服 面 在 
扩大 ,而 并 不 要 求 材 料 稳定 即 应 力 届 服 面 的 扩大 或 不 缩 )。 设 从 C 点 发 生 弹 性 印 
载 至 时 刻 忆 时 ,应 变 点 达到 A1, 具 有 与 ho 同样 的 应 力 ol ,但 材料 中 尚 有 残余 的 塑 
性 应 变 ds? ,此 残余 塑性 应 变 是 从 B 到 C 期 间 产生 的 。 为 了 清除 4: 具 有 的 残余 应 
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变 ds 而 使 材料 的 应 变 回 到 其 原 出 发 应 变 状态 a? 从 而 完成 一 个 应 变 循环 ,我 们 需 
要 继续 按 弹性 印 载 规律 印 去 由 下 式 所 表达 的 量 d oa?: 
der = Mi:dsr (= Mi = Cion) (7.4.6) 
其 中 C= M- :为 材料 的 柔 度 张 量 。 我 们 称 量 do? 为 “塑性 增 量 应 力 ”, 显 然 它 等 于 
印 除 材料 的 变形 而 完成 应 变 循环 时 材料 中 所 存在 的 残余 应 力 (一 d me) 的 负 值 , 见 
图 7.8(a)。 可 以 看 到 塑性 应 变 的 演化 率 a? 是 可 以 由 塑性 增 量 应 力 的 演化 率 a? 来 
确定 的 。 设 t 时 刻 材料 的 应 变 点 到 达 4: 而 完成 了 应 变 循环 , 则 Hpioummn 公设 可 
表达 为 
W, = fe: idt = -oo :idt>0 (7.4.7) 


由 于 在 应 变 循环 中 应 变 恢复 原状 ,所 以 应 力 a 所 做 的 功 和 附加 应 力 g - a? 所 做 的 
功 相 等 。 在 一 维 应 力 的 情况 中 ,由 图 7.8(a) 可 见 , 不 管材 料 是 否 失 稳 , 我 们 总 有 


W, = W,+ 寺 dorder (Au 天 B 或 ho = B) Ca) 
W, = (e* - er)dor (Ao 关 B 时 ) (b) 
W, = 去 dede (Mo = B 时 ) (© 
将 之 推广 到 一 般 情况 下 ,并 利用 Hpiomma 公设 , 则 可 有 
W, = W, + 二 der :de (4o 天 有 或 4 = B) (7.4.8) 
W. = (sa* -so) :do 之 0 (Ao 关 B 时 ) (7.4.9) 
W. = ide :dor>0 (Ao = 有 时 ) (7.4.10) 


2 
其 中 W。 和 你 。 分别 表示 附加 应 力 c- o 在 应 变 循环 和 应 力 循环 中 的 变形 功 。 当 
然 我 们 也 可 以 直接 由 (7.4.7) 式 而 推出 这 些 式 子 , 读 者 可 尝试 之 。 因 为 任何 过 程 的 


弹性 变形 功 恒 非 负 ,外 去 de? 时 印 载 应 力 da? 之 功 也 恒 非 负 , 即 恒 有 去 d :de 


= 过 de : M : d er 之 0CM 半 正定 ), 所 以 式 (7.4.8) 说 明 :如 果 W, 之 0( 满 足 


Drucker 公设 而 稳定 ), 则 必然 有 W, 之 0, 即 满足 Drucker 公设 的 稳定 材料 必然 也 

满足 Hpiomm 公设 ;但 是 , W. 之 0 则 不 一 定 有 W。 之 0, 即 满足 Hpxonraa 公设 的 

材料 未 必 是 满足 Drucker 公设 的 稳定 材料 ,这 便 是 材料 出 现 软化 即 应 力 失 稳 的 情 

况 。 所 以 Hnbioumn 公设 比 Drucker 公设 更 为 普遍 ,满足 Hpionran 公设 W. 之 0 

的 材料 可 以 包含 更 为 广泛 的 稳定 和 不 稳定 材料 , 它 给 出 了 材料 塑性 变形 发 展 (伴随 
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材料 整个 变形 发 展 ) 的 定义 ,所 以 Hnpiommn 公设 也 称 为 塑性 公设 。 与 7.3 节 中 的 
推理 相 类 似 , 由 式 (7.4.9) 中 起 始 应 变 点 go 在 应 变 届 服 面 之 内 或 之 上 的 任意 性 可 
以 得 出 结论 :应 变 空间 中 的 加 载 面 一 定 是 处 处 外 凸 的 (外 凸 法 则 ); 而且, 由 式 
(7.4.6) 所 定义 的 塑性 增 量 应 力 d o? 必然 是 指向 应 变 加 载 面 的 外 法 线 方向 的 ( 正 
交 法 则 )。 正 交 法 则 在 数学 上 可 以 表达 为 
do =dr 吾 
其 中 塑性 流动 因子 dw>0 表示 塑性 应 力 在 发 展 (d me 天 0) 或 材料 的 塑性 应 变 在 发 
展 (d gp 天 0) 。 由 于 

F(g,sp,K) 三 FM:(CE 一 sp),spK) =0 (7.4.2) 


(dt>0) (7.4.11) 


所 以 有 


a9F _ 9f .90 _ 9f. A 
36 -0.96 a0: :M=M: (7.4.12) 


这 里 用 到 了 M 的 完全 对 称 性 。 所 以 


dor = M:dsr= M:dif = da (7.4.13) 
o 9e 
将 式 (7.4.13) 和 式 (7.4.11) 对 比 ,可 知 有 

dx =dA， 产 = 以 (7.4.14) 


即 在 应 力 空间 中 以 引 为 单位 庆 量 的 塑性 应 应 变 的 发 展 速度 和 和 在 应 变 空 间 中 以 经 


为 单位 度量 的 塑性 应 力 的 发 展 速度 六 是 相同 的 ,下 面 我 们 将 使 用 记号 4。 将 正 交 
法 则 (7.4.11) 式 代入 式 (7.4.10) 之 中 ,可 得 


W, = de : da 9E = $d :de>0 (7.4.15) 


由 式 (7.4.15) 可 见 :材料 塑性 应 力 da? 的 发 展 即 塑性 变形 的 发 展 (dh 之 0) 必 然 是 和 
材料 整个 变形 的 发 展 即 应 变 加 载 面 的 扩大 (3F= 绎 : de>0) 相 一 致 的 , 故 


Hpiouran 公设 也 称 为 塑性 公设 。 塑 性 流动 因子 可 由 塑性 应 变 发 展 时 应 变 点 必 
然 保 持 在 应 ee ee 数学 上 即 是 必 有 
¥: + 中 :i +RK = 9 ta: 如 + 次 Fg(ip) = 0 


(7.4.16) 


F= 


由 式 (7.4.6) 和 正 交 法 则 (7.4.11) 式 可 得 
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=C:om=ic: 疆 (7.4.17) 
将 塑性 应 变 率 的 公式 (7.4.17) 式 代 人 一 致 性 法 则 (7.4.16) 式 并 利用 函数 g(a?) 的 
一 次 齐 次 性 质 ,可 求 出 塑性 流动 因子 i 为 


i= 工 3F:t 
i (7.4.18) 
其 中 参量 
-_aF.c:aF_aFfc:aF 
ji (7.4.19) 


可 由 应 变 届 服 面 (7.4.2) 式 和 内 变量 K 的 演化 方程 (7.4, 5) 式 而 求 出 。 由 此 可 得 
塑性 应 变 率 a? 由 整个 应 变 率 # 表 达 的 公式 如 下 ， 


ar = iC:BFE = lc:9FoF.; 
=iCc:ge pC:ge es (7.4.20) 


而 应 力 率 g 由 整个 应 变 率 表达 的 公式 则 为 


o=M:[s-2]= [M-aEE]:s (7.4.21) 
将 式 (7.4.20) 和 式 (7.4.21) 写 为 增 量 的 形式 , 即 有 
da? = diC :aE = Cc:9F9F .ge 《7.4.20)/ 


age jh” asga3s 


do = Mi[de-de]= [M- El]: de (7.4.21)” 


式 (7.4.20) 和 式 (7.4.21)“ 即 是 应 变 空间 中 所 表达 的 增 量 型 塑性 本 构 关系 ,它们 
分 别 给 出 了 由 任意 微 过 程 中 的 增 量 应 变 ds 表达 其 中 的 增 量 塑 性 应 变 d e? 和 增 量 


应 力 do 的 公式 。 张 量 Me = M ~ 天 引 强 称 之 为 材料 的 弹 逆 性 模 量 张 量 . 


7.5 Drucker 公设 的 进一步 讨论 和 塑性 本 构 关系 的 改进 形式 


7.5.1 问题 的 提出 


塑性 本 构 关系 的 探求 一 直 是 固体 力学 的 重要 研究 课题 之 一 。 人 们 和 希望 所 得 到 
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的 本 构 关系 既 在 理论 上 有 坚实 的 基础 和 广泛 的 适用 性 ,又 在 实际 应 用 上 有 其 方便 
性 。 在 7.3 节 和 7.4 节 中 ,我 们 先后 以 Drucker 公设 和 Hnpiounn 公设 为 基础 ,得 
到 了 时 率 无 关 材 料 的 塑性 本 构 关系 。 

从 Drucker 公设 出 发 讨论 塑性 本 构 关系 的 优点 是 : 它 所 依据 的 是 人 们 通常 由 
实验 所 得 到 的 并 在 理论 上 惯 于 采用 的 应 力 空间 中 的 加 载 函 数 。 其 缺点 是 :Drucker 
公设 所 涵盖 的 材料 必然 是 稳定 材料 ,因而 不 能 处 理 非 稳定 的 软化 材料 (对 软化 材 
料 , 当 应 力 初 态 在 届 服 面 上 时 ,应 力 循环 甚至 无 法 实现 ) ,同时 正如 在 7.3 节 中 所 指 
出 的 ,对 理想 塑性 材料 而 言 , 它 所 给 出 的 由 增 量 应 力 所 确定 的 塑性 流动 因子 d4 将 


是 和 型 的 ,因而 是 无 法 确定 的 。 此 外 , 它 所 得 到 的 以 增 量 应 力 表达 增 量 应 变 的 本 构 


关系 ,对 动态 数值 方法 来 说 ,应 用 起 来 并 不 方便 ,这 是 因为 一 切 动态 的 有 限 元 或 有 
限 差分 程序 ,总 是 基于 以 下 的 计算 流程 运行 的 : 先 由 一 个 时 刻 上 的 应 力 场 和 运动 方 
程 求 出 加 速度 和 上 + At 时 刻 的 速度 场 ; 再 由 连续 方程 求 出 At 期 间 的 增 量 应 变 ; 继 
之 由 增 量 形式 的 本 构 方程 求 出 At 期 间 的 增 量 应 力 , 从 而 得 到 + + At 时 刻 的 新 应 
力 场 ; 最 后 根据 稳定 性 条 件 求 出 保证 计算 稳定 进行 的 时 间 增 量 At; 然 后 重复 前 面 
的 步 又 把 问题 向 前 推进 。 由 此 可 见 , 对 动态 计算 的 应 用 更 为 方便 的 ,不 是 给 出 由 增 
量 应 力 dc 表达 增 量 应 变 ds 的 本 构 关系 ,而 是 给 出 由 增 量 应 变 ds 表达 增 量 应 力 
dc 的 增 量 本 构 关系 。 

从 Hnpiommn 公设 出 发 讨论 塑性 本 构 关 系 的 优点 是 : 它 能 够 同时 处 理 稳定 材 
料 和 非 稳定 材料 ,而 且 所 得 到 的 以 增 量 应 变 表达 增 量 应 力 的 本 构 关系 ,对 动态 数值 
方法 来 说 ,应 用 起 来 是 较为 方便 的 。 但 其 缺点 是 , 它 所 应 用 的 是 应 变 空间 中 的 屈服 
面 ,而 通常 由 实验 所 得 到 的 以 及 在 实践 上 所 应 用 的 加 载 函数 都 是 在 应 力 空间 中 表 
述 的 ,将 之 转化 为 应 变 空间 中 的 加 载 函数 实际 上 是 非常 麻烦 的 。 

国内 外 的 很 多 学 者 (如 Palmer 等 人 ) 在 深入 研究 以 上 两 个 公设 的 过 程 中 注意 
到 ,虽然 严格 满足 Drucker 公设 的 材料 必然 是 稳定 材料 ,但 是 在 7.3 节 中 人 们 导出 
正 交 法 则 (7.3.9) 式 时 所 依据 的 最 大 塑性 功 原理 (7.3.7) 式 其 实 是 并 不 需要 完全 满 
足 Drucker 公设 的 ,这 是 因为 我 们 只 需要 求 应 力 循环 的 起 始 状态 是 在 届 服 面 之 内 
的 弹性 状态 即 可 得 出 最 大 塑性 功 原理 (7.3.7) 式 从 而 也 便 可 得 出 外 凸 法 则 和 正 交 
法 则 (7.3.9) 式 。 基 于 此 点 认识 ,显然 我 们 只 需要 对 原 Drucker 公设 的 提 法 略 加 放 
松 而 进行 修正 , 便 可 使 之 同时 可 处 理 稳定 的 和 非 稳定 的 材料 ,而 正 交 法 则 (7. 3.9) 
式 的 成 立 也 仍然 是 不 受 影响 的 。 如 果 我 们 能 够 再 进行 一 些 巧妙 的 数学 处 理 ,将 由 
增 量 应 力 计算 塑性 流动 因子 dh 的 工作 转化 为 由 增 量 应 变 对 之 进行 计算 ,就 有 可 能 


克服 理想 材料 dA 为 型 的 困难 . 这 样 , 我 们 也 就 实现 了 以 应 力 空间 中 的 加 载 函数 
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为 基础 ,直接 得 到 以 增 量 应 变 表达 增 量 应 力 的 塑性 本 构 关系 的 目标 ,而 这 对 实际 应 
用 ,特别 是 对 动态 数值 方法 中 的 应 用 是 非常 方便 的 。 现 在 我 们 就 来 按 此 思路 进行 
讨论 。 


7.5.2 修正 的 Drucker 公设 和 由 增 量 应 变 表达 增 量 应 力 的 塑性 本 构 关系 


如 7.3 节 所 述 ,应 力 空间 中 的 材料 后 继 屈服 面 即 加 载 面 可 以 表达 为 
fla,er,K)=0 (7.5.1) 
其 中 oa 是 应 力 张 量 ,er? 是 塑性 应 变 张 量 ,K 为 各 向 同性 硬化 内 变量 参数 ,K 的 演化 
方程 为 


K = g(Er), g(aé?) = ag(é?) (7.5.2) 
即 gC8?) 为 sr 的 一 次 齐 次 函数 。 在 7.3 节 中 我 们 曾经 得 到 在 一 个 应 力 循环 中 附加 
应 力 g-@ 的 功 W。 可 表达 为 


Ws=0+(e-0) :én|,.,. 6 + 二 [5 Er+(g—0):er] 61? + oe 
Es 
= (0* -oo0):der+ 二 do:der+…>>0 (7.5.3) 


如 ?7.3 节 中 所 述 , 经 典 的 Drucker 公设 对 材料 有 着 较 严 苛 的 要 求 , 它 要 求 对 处 于 任 
一 应 力 状态 of 的 材料 元 及 任 一 产生 塑性 变形 过 程 的 应 力 循环 , (7. 5.3) 式 都 要 成 
立 , 对 于 处 于 应 力 加载 面 之 内 的 ao? 我 们 即 得 到 外 凸 法 则 和 正 交 法 则 (当然 由 极限 
观点 出 发 也 可 推 知 对 处 于 届 服 面 之 上 的 eo? 外 凸 法 则 和 正 交 法 则 也 是 成 立 的 ), 而 
对 处 于 应 力 加载 面 之 上 的 o 我 们 即 得 到 了 表明 材料 稳定 的 性 质 , 即 7. 3 节 中 式 
(7.3.8) 。 所 以 前 述 的 Drucker 公设 只 适用 于 稳定 材料 而 不 适用 于 随 着 塑性 变形 
发 展 应 力 加 载 面 缩小 即 软化 的 非 稳定 材料 。 

如 前 所 述 ,虽然 严格 满足 Drucker 公设 的 材料 必然 是 稳定 材料 ,但 在 7.3 节 中 
我 们 导出 正 交 法 则 (7.3.9) 式 时 所 依据 的 最 大 塑性 功 原理 (7.3.7) 式 其 实 是 并 不 需 
要 完全 满足 Drucker 公设 的 。 事 实 上 ,如 果 我 们 只 要 求 应 力 循环 的 起 始 状态 是 在 
届 服 面 之 内 的 弹性 状态 , 则 我 们 仍 可 得 出 最 大 塑性 功 原理 (7.3.7) 式 从 而 也 便 可 得 
出 外 凸 法 则 和 正 交 法 则 (7.3. 9) 式 ,而 不 管材 料 是 否 稳定 ,所 以 以 应 力 空间 中 的 加 
载 函数 为 基础 ,我 们 仍然 是 能 够 给 出 各 类 材料 (包括 非 稳定 材料 的 增 量 型 塑性 本 
构 关系 的 。 把 以 上 的 想法 更 加 系统 化 和 明确 化 ,我 们 即 可 提出 对 Drucker 公设 的 
如 下 新 表述 : 

修正 的 Drucker 公设 “对 处 于 任意 弹性 应 力 状态 a? 的 材料 元 ,施加 外 部 作用 
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使 其 产生 足够 小 的 塑性 变形 ,然后 卸 除 其 附加 应 力 而 完成 一 个 应 力 循环 , 则 在 这 一 
应 力 循环 中 附加 应 力 a 一 ar 所 做 的 功 必 须 是 非 负 的 。 

今后 将 把 对 Drucker 公设 的 这 一 新 表述 称 为 修正 的 Drucker 公设 ,而 称 具 有 
此 类 性 质 的 材料 为 广义 的 Drucker 材料 。 

对 Drucker 公设 这 一 修正 表述 的 意义 在 于 :由 于 这 里 我 们 要 求 起 始 应 力 状 态 
ol 是 在 届 服 面 之 内 的 任意 弹性 应 力 状 态 ,所 以 不 管 o? 离 届 服 面 多 么 近 , 只 要 应 力 
循环 中 所 产生 的 塑性 变形 过 程 足够 小 , 则 (7.5.3) 式 中 的 第 二 项 总 是 比 第 一 项 更 为 
高 阶 的 小 量 ,应 力 循环 中 附加 应 力 所 做 的 功 W。 便 总 是 由 其 第 一 项 来 表达 的 , 因 
此 ,由 修正 的 Drucker 公设 总 可 导出 如 下 的 最 大 塑性 功 原理 : 

(ao -0o):der>0 (7.5.4) 
这 样 ,我 们 便 可 以 和 7.3 节 中 一 样 而 得 出 应 力 加 载 面 外 凸 的 性 质 和 正 交 法 则 ,而 不 
管材 料 是 否 稳定 。 

当 我 们 规定 一 类 应 力 循环 并 要 求 材料 在 循环 中 满足 某 些 性 质 时 ,应 力 循环 所 
包含 的 “元 素 ” 越 多 , 则 对 材料 的 要 求 便 越 苛刻 ,具有 这 些 性 质 的 材料 范围 便 更 小 。 
这 里 ,由 于 我 们 按 新 的 表述 增加 了 对 Drucker 公设 中 材料 元 初 态 和 应 力 循环 形式 
的 限制 ,自然 地 就 减少 了 应 力 循 环 所 包含 的 “元 素 ”, 从 而 放松 了 对 材料 性 质 的 限 
制 , 因 而 我 们 并 不 能 由 (7.5.3) 式 中 W,。 第 二 项 的 非 负 而 导出 


de :der>0 (7.5.5) 


即 表 明 材 料 稳定 的 条 件 (7. 5. 5) 式 并 不 构成 所 述 材料 的 必要 条 件 。 所 以 ,广义 的 
Drucker 材料 同时 包括 稳定 和 非 稳定 的 材料 。 与 7.3 节 中 一 样 , 正 交 法 则 仍 可 
写 为 
der= dg (a>0) (7.5.6) 
现在 ,我 们 就 直接 利用 应 力 加载 面 (7.5.1) 式 和 正 交 法 则 (7.5.6) 式 来 对 广义 
的 Drucker 材料 导出 其 由 增 量 应 变 ds 表达 增 量 应 力 dc 的 塑性 本 构 关系 ,这 需要 
一 些 特殊 的 数学 技巧 。 
当 塑 性 变形 发 展 时 ,应 力 点 仍 应 保持 在 应 力 加 载 面 (7.5.1) 式 之 上 ,因此 不 管 
ds 如 何 发 展 ,下 面 的 一 致 性 条 件 成 立 : 


:drt ah :de taR = :de+ 2: der+ dhelder") =0 
(7.5.7) 
将 正 交 法 则 (7.5.6) 式 代入 一 致 性 条 件 (7.5.7) 式 并 注意 函数 g 的 一 次 齐 次 性 质 
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(7.5.2) 式 ,可 得 


元 ‘do = hda (7.5.8) 
o 
其 中 

-2 39f .9f _af, /af 

人 Me(¥) (7.5.9) 


到 现在 为 止 ,我 们 的 一 切 推导 都 是 和 7.3 节 中 的 推导 完全 一 样 的 ,而 且 式 
(7.5.8) 永 远 都 是 成 立 的 ,而 不 管材 料 是 硬化 、 理 想 塑 性 还 是 软化 。 但 是 ,在 7.3 节 
中 我 们 是 直接 由 (7.5.8) 式 求 出 了 由 de 所 表达 的 塑性 流动 因子 d4 ,所 以 才 导 致 了 


理想 塑性 材料 dA 为 型 而 无 法 确定 的 困难 。 为 了 避免 对 理想 塑性 和 软化 材料 求 


dh 时 的 不 确定 性 ,我 们 不 直接 由 dc 和 (7.5. 8) 式 来 确定 dX ,而 采用 如 下 的 方法 。 
考虑 弹性 应 变 s* 的 发 展 和 应 力 e 的 发 展 之 间 的 如 下 关系 : 


do = M:ds*= M:(de- de’) = M:(de- dagf) (7.5.10) 
其 中 M 是 材料 的 弹性 张 量 , 它 是 一 个 完全 对 称 的 四 阶 张 量 。 将 (7.5.10) 式 两 边 同 
时 与 引进 行 二 次 点 积 ,得 


RY A ep 
:gr = 9f:[M: (de a A)] (7.5.11) 
将 (7.5.11) 式 代 人 (7.5.8) 式 之 左 端 , 并 解 出 du, 有 
i 
dh = 走 闪 :Mi:de (7.5.12) 
其 中 
ha = nt:M: (7.5.13) 


式 (7.5.12) 给 出 了 由 微 过 程 的 增 量 应 变 ds( 而 不 是 dc) 表 达 dh 的 公式 ,将 之 代 人 
正 交 法 则 (7.5.6) 式 , 即 可 得 出 由 增 量 应 变 ds( 而 不 是 de) 表达 增 量 塑性 应 变 d ee 
的 公式 , 即 


A 
de = dA 基站 ( 臣 :M: ds) (7.5.14) 


将 (7.5.14) 式 代 人 (7.5.10) 式 ,可 得 
do=M: [se -aE (HE: mM: de)]= [mE(M: 9) (HE: M)]: as 
(7.5.15) 
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利用 M 的 完全 对 称 性 和 a 的 对 称 性 , 则 有 M : 疆 = 31 : M, 可 见 (7.5.15) 式 的 第 


oa oa 


二 项 正比 于 二 阶 张 量 红 : M 自 并 乘 所 得 到 的 四 阶 张 量 (小 : M) (路 : M)。 张 
量 Me= M- 直 (M : 红 )( 误 : M) 就 是 材料 的 弹 塑 性 模 量 张 量 。 

式 (7.5.14) 即 是 由 任 一 微 过 程 中 的 增 量 应 变 ds 确定 塑性 增 量 应 变 d s? 的 公 
式 ,而 式 (7.5.15) 则 是 由 任 一 微 过 程 中 的 增 量 应 变 ds 确定 其 增 量 应 力 do 的 公式 。 
式 (7.5.15) 的 物理 意义 是 非常 清楚 的 :对 于 任何 一 个 产生 增 量 应 变 de 的 微 过 程 ， 
我 们 可 以 先 将 其 看 成 是 纯 弹性 变 载 过 程 ,计算 出 相应 的 尝试 增 量 应 力 M : ds, 如 
果 这 一 微 过 程 并 非 纯 弹性 过 程 而 包含 着 塑性 变形 的 话 , 则 所 得 尝试 应 力 点 + de 
必然 超出 合理 的 应 力 加 载 面 之 外 ,于 是 就 应 扣除 由 塑性 变形 d a? 所 引起 的 附加 应 
力 ,这 就 是 (7.5.15) 式 中 第 二 项 的 意义 ;而 当 这 一 微 变形 过 程 确实 没有 塑性 变形 发 
生 时 , 则 应 该 令 (7.5.15) 式 的 第 二 项 为 零 。 下 面 ,我 们 写 出 判别 是 否 有 塑性 加 载 出 
现 的 数学 公式 ,以 便于 在 动态 数值 计算 中 应 用 。 

假设 前 一 时 刻 的 状态 (a,s?,K) 位 于 届 服 面 = 0 之 上 ,而 且 对 任 一 微 变形 过 
程 在 得 到 其 增 量 应 变 de 之 后 ,如 果 由 此 ds 按 式 (7.5.12) 所 算出 的 du 之 0, 则 说 明 
该 过 程 有 塑性 变形 发 生 , 可 由 式 (7. 5. 14) 算 出 其 塑性 增 量 应 变 d er 并 按 式 
(7.5.15) 计 算出 微 过 程 中 的 相应 增 量 应 力 da; 如 果 虽然 =0, 但 是 由 此 ds 按 式 
(7.5.12) 所 算出 的 d 委 0, 则 说 明 此 微 过 程 为 弹性 印 载 或 中 性 变 载 过 程 , 则 应 令 
(7.5.15) 式 中 的 第 二 项 为 零 ;如 果 前 一 时 刻 的 状态 Ce,a?,K) 位 于 届 服 面 之 内 , 即 
f<0, 则 微 过 程 必 为 弹性 变 载 过 程 ,也 应 令 (7.5.15) 式 中 的 第 二 项 为 零 。 所 以 我 们 
可 以 将 (7.5.15) 式 写 为 


de = [m= Hod) (M: 9 9: M)/ha]: de (7.5.16) 


其 中 函数 有 H(f,d4) 为 
1， 当 f = 0,d4 之 0 (塑性 加 载 ) 
H(f,d4) = | 当 f = 0,dx 三 0 (弹性 印 载 或 中 性 变 载 ) (7.5.17) 
0， 当 f 二 0 (弹性 变 载 ) 

式 (7.5.17) 事 实 上 就 是 广义 Drucker 材料 的 加 印 载 判别 准则 ,其 中 的 塑性 加 
载 条 件 是 f=0 且 dA 之 0, 这 一 条 件 是 由 一 个 微 过 程 的 增 量 应 变 ds 来 表达 的 ,同样 
适用 于 稳定 和 非 稳定 的 材料 , 比 通常 人 们 由 Drucker 公设 所 得 出 的 ,由 微 过 程 增 量 
应 力 dc 判别 塑性 加 载 的 条 件 ,更 为 合理 ,更 具 普 遍 意 义 。 此 外 ,我 们 指出 :由 塑性 
变形 发 展 时 dX 二 0 的 条 件 以 及 式 (7.5.8) ,可 以 发 现 ,对 硬化 材料 、 理 想 塑 性 材料 和 
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软化 材料 ,分 别 有 jn>>0 姑 =0 和 <0。 
7.5.3 所 得 到 的 增 量 塑性 本 构 关系 (7.5. 15) 式 的 优点 


我 们 在 前 面 给 出 了 增 量 型 的 塑性 本 构 关 系 和 计算 流程 , 它 的 主要 优点 可 概括 
如 下 : 

(1) 它 是 以 略 加 修正 的 Drucker 公设 为 基础 ,并 以 应 力 空间 中 的 加 载 函 数 为 
基础 来 进行 表述 和 运算 的 ,这 比 以 Ynpionman 公设 为 基础 的 应 变 空间 中 的 加 载 函 
数 应 用 起 来 要 更 为 方便 。 

(2) 与 经 典 的 Drucker 公设 所 建立 的 本 构 关系 只 适用 于 硬化 材料 不 同 ,我 们 
在 本 节 所 建立 的 增 量 型 塑性 本 构 关系 同时 适用 于 硬化 ,理想 塑性 和 软化 的 各 类 
材料 。 

(3) 我 们 在 本 节 所 建立 的 本 构 关系 是 以 微 过 程 中 的 增 量 应 变 ds 计算 其 增 量 
应 力 de 的 显 式 方程 ,非常 适合 各 类 冲击 动力 学 问题 的 应 用 并 便于 将 之 媒人 相应 的 
数值 软件 之 中 。 

(4) 我 们 所 给 出 的 得 到 增 量 型 塑性 本 构 关 系 的 思路 很 容易 略 加 修改 ,而 将 之 
推广 到 含 损伤 材料 和 计 及 热效应 时 材料 本 构 关系 的 研究 之 中 。 


7.5.4 与 应 变 空间 表述 的 塑性 本 构 关系 之 间 的 关系 
以 a? 和 天 为 内 变量 时 ,应 变 空间 中 的 加 载 面 可 表达 为 


下 (ssp,K) = 0 (7.5.18) 
由 于 
e=e ter=C:gote, og=M:e=M:(e-er) (7.5.19) 
所 以 加 载 函 数 f 和 FF 之 间 有 如 下 关系 : 
Flg,e?,K) = f(M : (gs— ge?),e?,K), flo,e?,K) = F(C:G+ er,er,K) 
(7.5.20) 
故 
aF gf .M, aF -af _af.m, PFIf 
EL3 9 aer ggp go ak ak (7.5.21) 


af -aF.¢c, 3f _9F ,9F 3f -9F 
a0 gge ’" gar ger 9e’ 3K 3 天 
利用 (7.5.21) 式 ,容易 证 明 : 
VR RE 7 RR) Bt RR) a) +af: Mm: af 
Es EF ac ( ac ‘90 


ag 9gerge 9 da 
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EF as a 
9f:M:ds = 9E:de (7.5.23) 
oe 【党 
M: [站 :Ma 和 = (M: 3) (LE: M): ae 
. (HL: mM) (HE: M): as E (EE): as (7.5.24) 


这 里 利用 了 C 和 M 的 完全 对 称 性 以 及 a 和 的 对 称 性 。 于 是 (7. 5. 12) 式 、 
(7.5.14) 式 和 (7.5.15) 式 可 分 别 写 为 
19F 


d= (7.5.25) 
i 

de =dc: 芝 = 下 cC: 站 站 :de (7.4.26) 
三 - 工 3F3F]. 

da = [wx 站 二 |: de (7.5.27) 


其 中 hs 可 按 (7.5.22) 式 由 应 变 加 载 面 而 求 出 , 它 与 我 们 在 7.4 节 中 所 引入 的 参数 
hi 是 完全 相同 的 ,所 以 式 (7.5.25) 、 式 (7.4.26) 和 式 (7.5.27) 也 就 是 7.4 节 中 的 
式 (7.4.18)、 式 (7.4.20) 和 式 (7.4.21) ,它们 通常 是 以 Hpbioumn 公设 为 基础 ,从 
应 变 空间 中 的 加 载 面 出 发 所 导出 的 弹 塑 性 本 构 关系 。 而 我 们 在 7.5.2 节 中 不 依赖 
于 Hpiom 公设 ,而 由 修正 的 Drucker 公设 为 基础 ,直接 由 应 力 空间 中 的 加 载 函 
数 得 出 了 普 适 的 本 构 关系 ,这 当然 是 更 为 方便 的 。 


7.6 弹 塑性 耦合 材料 的 塑性 本 构 关 系 


7.6.1 弹 塑 性 耦合 性 质 的 含义 


在 前 面 几 节 中 我 们 只 处 理 了 不 具有 弹 塑 性 耦合 性 质 的 材料 , 即 材料 的 弹性 变 
形 特性 不 受 其 塑性 变形 发 展 影响 的 材料 , 简 言 之 即 其 弹性 模 量 张 量 与 内 变量 无 关 
的 材料 。 如 果 材 料 的 弹性 模 量 张 量 受 其 塑性 变形 发 展 的 影响 因而 是 其 内 变量 的 函 
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数 时 , 则 此 种 材料 便 称 之 为 弹 塑性 耦合 材料 。 对 弹 塑性 斐 合 材料 而 言 , 其 中 最 值得 
注意 的 一 个 问题 就 是 :材料 的 弹性 应 变 和 可 逆 应 变 是 不 相同 的 两 个 量 ,材料 的 塑性 
应 变 和 不 可 逆 应 变 也 是 不 相同 的 两 个 量 。 材 料 处 于 某 一 应 力 应 变 和 内 变量 状态 
(a,g,6。) 的 弹性 应 变 s* 是 指 将 此 应 力 e 完全 印 除 至 零 应 力 时 材料 所 恢复 了 的 应 
变 部 分 ,而 其 尚未 恢复 的 残余 应 变 s- s* = a? 即 是 对 应 此 状态 (o,s,$,) 的 塑性 应 
变 。 如 果 不 考虑 材料 的 非 线性 弹性 效应 ,而 只 考虑 材料 的 弹 塑性 耦合 效应 , 则 其 弹 
性 模 量 张 量 M 和 其 柔 度 张 量 C = M -将 不 依赖 于 应 力 状态 e 而 只 是 其 内 变量 6。 
的 函数 ， 


M= M(é§.), C = C(é.) (7.6.1) 
于 是 对 应 状态 (g,s ,4,) 的 弹性 应 变 张 量 s* 将 由 下 式 定义 : 
2°=C(é,):0, go= MD) :ez (7.6.2) 
而 其 塑性 应 变 张 量 er 则 为 
sr=e-se=e-C(t):o (7.6.3) 


在 每 一 微 过 程 dt 当中 所 产生 的 增 量 弹性 应 变 张 量 d s* 和 增 量 塑性 应 变 张 量 d e? 
将 分 别 为 

dg = C(6) :dac+dC(6) : (7.6.4) 

der =de-dse:=de-C(é.):do -dC(é,):o (7.6.5) 
同时 ,每 一 微 过 程 当中 所 产生 的 增 量 应 变 ds 既 可 视 为 其 弹性 增 量 应 变 d e* 和 塑 
性 增 量 应 变 d se" 之 和 ,也 可 视 作 其 可 逆 增 量 应 变 d sx 和 不 可 逆 增 量 应变 dg 之 
和 , 即 

de =de:+der =de*+de! (7.6.6) 

微 过 程 中 对 应 增 量 应 力 dc 所 产生 的 可 逆 增 量 应 变 d ss 是 指 当 把 此 增 量 应 力 da 
完全 印 除 之 后 材料 所 恢复 的 应 变 , 故 有 


das = C(é,.) :do, da = M(é,): deR (7.6.7) 
而 此 微 过 程 中 尚未 恢复 的 应 变 部 分 则 称 之 为 不 可 逆 增 量 应 变 d a', 故 有 
ds' =de-dss=de-C(6) :dc (7.6.8) 


通过 对 比 (7.6.4) 式 和 (7.6.7) 式 以 及 对 比 (7.6.5) 式 和 (7.6.8) 式 ,显然 可 有 
de =das tdC(é.):o, der=de'-dC(é,):oe (7.6.9) 
式 (7.6.9) 说 明 : 弹 塑性 耦合 材料 中 的 弹性 增 量 应 变 d s* 等 于 可 逆 增 量 应 变 d eg 
与 附加 增 量 应 变 4C($。) : o=d e* 之 和 ,而 其 塑性 增 量 应 变 d sp 则 等 于 不 可 逆 增 
量 应 变 d s! 与 附加 增 量 应 变 dC(6.) : o==d se 之 差 。 我 们 将 此 一 附加 增 量 应 变 
dC(é.):o=de° (7.6.10) 
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称 之 为 耦合 增 量 应 变 (coupling incremental strain) 。 图 7.9 中 给 出 了 一 维 应 力 状 
态 下 塑性 届 服 状态 点 1 和 2 所 具有 的 弹性 应 变 ef 、e5 以 及 所 具有 的 塑性 应 变 ef 、 
e ,同时 还 标 出 了 在 从 点 1 到 点 2 的 塑 有 
性 加 载 微 过 程 中 增 量 应 力 dc 所 引起 的 
总 增 量 应 变 de、 弹 性 增 量 应 变 de“、 塑 
性 增 量 应 变 de?、 可 逆 增 量 应 变 dex ,不 
可 逆 增 量 应 变 ds: 以 及 耦合 增 量 应 变 
de*。 图 中 从 1 点 设想 的 弹性 印 载 线 
11' 和 从 2 点 设想 的 弹性 印 载 线 22 分 
别 是 以 1 点 和 2 点 处 的 弹性 模 量 而 外 
载 的 ,同时 为 了 几何 上 易于 理解 起 见 ， 
在 图 中 还 画 出 了 与 弹性 印 载 线 11' 平 行 
的 虚线 24。 
当 我 们 由 点 2 进行 外 载 而 印 去 由 
点 1 到 点 2 所 产生 的 应 力 增 量 dc 而 达 
至 点 3 时 ,材料 的 可 逆 增 量 应 变 dex 即 
被 全 部 印 除 ,但 材料 还 有 残存 的 不 可 逆 图 7.9 耦合 增 量 应 变 de* 及 各 增 量 应 变 的 图 示 
增 量 应 变 de:。 如 果 我 们 继续 以 2 点 的 
弹性 模 量 进行 印 载 而 印 除 此 不 可 逆 增 量 应 变 de' 使 材料 回 到 1 点 原 有 的 应 变 状态 
而 达 至 点 6, 则 材料 中 将 产生 残余 的 增 量 应 力 (- Ede') ,为 了 简洁 起 见 , 我 们 将 把 
do' = Edei (7.6.11) 
称 为 不 可 逆 增 量 应 力 , 它 恰恰 等 于 与 1 点 具有 同样 应 变 的 6 点 处 的 残余 增 量 应 力 
(- Ede') 的 负 值 。 将 之 推广 到 一 般 情 况 , 不 可 逆 增 量 应 力 de: 将 由 下 式 定义 : 
dol=MIdsgi (7.6.11a) 


于 是 ,有 
do=M:de* =M:(de-de)=M:de-do=da-do 
(7.6.11b) 
其 中 
do*=M:de (7.6.11c) 
称 为 微 过 程 中 的 可 逆 增 量 应 力 。 式 (7.6.11b) 的 含义 是 :一 个 微 过程 中 的 增 量 应 力 
dc 等 于 可 逆 增 量 应 力 da 与 不 可 逆 增 量 应 力 dc: 之 差 。 需 要 指出 的 是 :上 述 不 可 
逆 增 量 应 力 的 定义 (7.6.11a) 式 是 在 塑性 力学 中 人 们 所 惯常 采用 的 ,如 果 从 不 可 逆 
过 程 热力 学 的 观念 出 发 的 话 , 则 应 该 定义 上 述 不 可 逆 增 量 应 力 的 负 值 (- doe!) 为 所 
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谓 的 “不 可 逆 增 量 应 力 ”, 这 样式 (7.6. 11b) 则 表示 一 个 微 过 程 中 的 增 量 应 力 do 等 
于 可 逆 增 量 应 力 da 与 “不 可 递增 量 应 力 ”(- da) 之 和 , 便 与 一 个 微 过 程 中 的 增 量 
应 变 ds 等 于 可 逆 增 量 应 变 d ge 与 不 可 逆 增 量 应 变 de' 之 和 的 式 (7. 6. 6) 完 全 相 
对 应 了 。 


7.6.2 应变 空间 中 所 表达 的 弹 塑性 耦合 材料 的 塑性 本 构 关系 


， 中 国 的 投 有 泉 和 曲 圣 年 等 人 曾 在 1982 年 最 早 研究 了 弹 塑 性 耦合 材料 的 塑性 

本 构 关系 ,他 们 首先 通过 关系 : 
IC=M:s=M:(e-Esn) 
将 应 力 空间 中 的 届 服 面 化 为 在 应 变 空间 中 的 届 服 面 : 
flo,e?,€.) = f(M:(g— g?),e?,é.)=F(e,er,é.)=0 
即 应 变 空间 中 的 加 载 面 为 
Flg,er ,€.)=0 (7.6.12) 

在 这 里 除了 引 人 若 干 可 刻画 材料 各 向 同性 硬化 特征 的 内 变量 $。 之 外 ,是 以 塑性 应 
变 s?( 而 不 是 不 可 逆 应 变 g') 来 作为 对 材料 随 动 硬 化 特性 的 表征 的 ,同时 他 们 是 把 
增 量 塑性 应 变 d se? 和 增 量 不 可 逆 应 变 d ' 的 求解 一 起 作为 塑性 本 构 关系 的 核心 
内 容 来 给 以 关注 的 。 参 见 图 7.10, 由 于 应 力 在 一 个 应 变 循环 中 对 材料 所 做 的 功 等 
于 梯形 0165 的 面积 和 曲线 三 角形 126 的 面积 之 和 ,所 以 容易 证 明 在 一 维 应 力 的 情 
况 下 , 当 略 去 二 阶 以 上 的 小 量 时 ,应 力 在 一 个 应 变 循环 中 对 材料 所 做 的 功 可 以 写 为 


W = (e ~ eo)dol+ 吉 dedo! + 吉 (e ~ eo)dECe - eo) (7.6.13)’ 
将 之 推广 到 复杂 应 力 状态 ,可 有 
We = (s ~ eo) :do +$de :dol + eo) : dM : (s ~ 80) (7.6.13) 
由 于 第 二 项 是 比 第 一 项 和 第 三 项 更 高 阶 的 小 量 ,所 以 在 一 个 应 变 循环 中 应 力 功 非 
负 的 Hpromra 公设 可 以 表达 为 
Wi = (s— go) :do +$(e- so) :dM: Ce- eo) 0 (7.6.14) 
当 


aM 
3 
为 半 负 定 张 量 时 ,(7.6.14) 式 的 第 二 项 永远 非 正 ,我 们 必然 可 以 由 Humtomma 公设 
〈7.6.14) 式 而 得 出 下 式 : 
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8 =( 人 一 so):do 二 0 (7.6.15) 
于 是 ,我 们 便 可 对 此 类 弹 塑性 耦合 材料 也 得 出 应 变 届 服 面 的 外 凸 法 则 和 正 交 法 则 。 
在 这 里 , 正 交 法 则 表现 为 :在 每 一 微 过 程 中 由 式 (7.6.11) 所 表达 的 不 可 逆 增 量 应 力 
d a' 必然 沿 着 应 变 届 服 面 的 外 法 线 方向 , 即 
aF 


da = di2aE, ds'= dc: (di>0) (7.6.16) 
E 9g 


图 7.10 弹 塑 性 耦合 材料 的 应 变 循环 


般 有 泉 等 假设 内 变量 的 演化 是 塑性 增 量 应 变 演化 以 及 不 可 逆 增 量 应 变 演化 的 
线性 齐 次 函数 , 即 
dé, = M? :dgp+RMi:dgl (a=1,.,n) (7.6.17) 
其 中 M? 和 M! 为 二 阶 对 称 张 量 。 式 (7.6.17) 即 是 内 变量 的 演化 方程 ,M? 和 M: 的 
不 同 选 择 即 决定 了 内 变量 的 不 同 定义 。 将 式 (7.6.17) 代 入 式 (7.6.9) 之 中 ,可 有 


de = de'- 9M: dar+ Mi:de):e 


即 
(+ 路 四 :oj:de = (1- 续 :o):del (7.6.18)’ 
或 
dsr=K:des' (7.6.18) 
其 中 工 为 四 阶 单位 张 量 ,而 由 下 式 所 定义 的 四 阶 张 量 K: 
K= (I+ 吕 ie: (TI- 剖 有 :oa (7.6.19) 
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称 为 耦合 张 量 ,通过 它 即 建立 了 塑性 增 量 应 变 de? 和 不 可 逆 增 量 应 变 d a' 之 间 的 
关系 。 利 用 正 交 法 则 (7.6.16) 式 ,可 得 


der = diK:C:3E (7.6.20) 
5 
一 致 性 法 则 给 出 : 
_ ap ， aF . aF je _ 
dF = gE :de+2E :der+a d=0 (7.6.21) 


将 内 变量 的 演化 方程 (7.6.17) 式 代入 (7.6.21) 式 之 中 , 即 得 
dF = aF :ds + SE :der+ FM :der+ Mi:de)=0 
DE ag? a€, 


(7.6.22) 
再 将 式 (7.6.20) 和 正 交 法 则 (7.6.16) 式 代入 (7.6.22)' 式 之 中 , 即 有 
FT .roF 
dP = Ge detjm dK: CT + (M :dK:C:gs +M, :dC: 5) 
=0 (7.6.22) 
由 此 可 求 得 不 可 逆 应 力 流动 因子 d 为 
-19F. 
由 = 却 邯 :de (7.6.23) 
其 中 
=-aF:K:c:IE+ 3 :下 :C:3FE :CcC:2F 
A=-jm:iK:iC: 人 + 区 (MI:K:C: 人 +M,:C:) 
(7.6.24) 
由 于 
do = Mi:dex = M:(ds-dse)=M: (ds -dc: 9)= M:de -daaE 
(7.6.25) 
将 (7.6.23) 式 代入 (7.6.25) 式 之 中 , 即 得 
& -19F9F)\. 
do = (M- A 35):de (7.6.26) 


式 (7.6.23) 和 式 (7.6.26) 即 是 在 应 变 空间 中 所 表达 的 弹 塑性 耦合 材料 的 增 量 
型 本 构 关系 ,它们 分 别 给 出 了 由 微 过 程 中 的 增 量 应 变 ds 表达 不 可 逆 应 力 流动 因子 
dh 和 增 量 应 力 dc 的 公式 。 我 们 可 看 到 问题 的 复杂 性 主要 表现 在 耦合 张 量 玉 的 
引入 和 计算 上 。 

为 了 直观 起 见 ,我 们 对 几 种 特殊 情况 来 说 明 一 下 内 变量 演化 方程 (7.6.17) 式 
所 引入 的 内 变量 的 含义 : 
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(1) 当 取 M? =a,M: =0 时 ,我 们 有 
dé.=e:der 
此 时 dé$。 代表 微 过 程 中 应 力 e 的 塑性 功 增 量 ,$。 即 代表 累积 塑性 功 ,此 内 变量 可 以 
反映 由 累积 塑性 功 所 表征 的 材料 的 各 向 同性 硬化 效应 。 
(2) 当 取 Ms? =0,M: =g 时 ,我 们 有 
df.=e:de! 
此 时 dé$。 代表 微 过 程 中 应 力 o 的 不 可 逆 功 增 量 ,$。 即 代表 累积 不 可 逆 功 ,此 内 变量 
可 以 反映 由 累积 不 可 逆 功 所 表征 的 材料 的 各 向 同性 硬化 效应 。 
值得 注意 的 是 , 式 (7.6.17) 的 形式 无 法 反映 由 累积 等 效 塑性 应 变 或 累积 等 效 
不 可 逆 应 变 所 表征 的 材料 的 各 向 同性 硬化 效应 ,这 是 其 局 限 性 。 


7.6.3 应 力 空间 中 所 表达 的 弹 塑性 耦合 材料 的 塑性 本 构 关系 


在 上 面 我 们 给 出 了 在 应 变 空间 中 所 表达 的 弹 塑性 耦合 材料 的 塑性 本 构 关系 ， 

虽然 我 们 通过 
oc=M:s=M:(s- er) 
可 以 将 应 力 空间 中 的 届 服 面 化 为 应 变 空间 中 的 届 服 面 : 
fla,e?r,é.) = f(M:(g— Ee?),e?,é.)=F(e,er,é.)=0 

但 是 由 于 对 弹 塑性 耦合 材料 而 言 , 塑 性 应 变 a? 和 不 可 逆 应 变 g' 并 不 相等 但 也 并 
不 独立 ,而 且 它 们 的 演化 de? 和 de! 之 间 存 在 某 种 耦合 关系 ,这 就 大 大 增加 了 问题 
的 复杂 性 ,其 具体 体现 就 是 耦合 张 量 K 的 引入 。 为 了 避免 以 上 所 遇 到 的 复杂 性 ， 
我 们 特别 指出 如 下 的 重要 事实 : 增 量 型 塑性 本 构 关系 的 主要 任务 是 给 出 一 个 微 过 
程 的 增 量 应 变 de 和 其 增 量 应 力 de 之 间 的 对 应 关系 ,只 要 能 做 到 这 一 点 ,我 们 就 可 
以 不 必 关 注 每 一 状态 的 弹性 应 变 和 塑性 应 变 的 具体 计算 (如 前 所 述 ,它们 需要 由 将 
这 一 状态 的 全 部 应 力 印 除 来 确定 ), 因 此 我 们 可 以 抛弃 前 面 对 塑 性 增 量 应 变 本 身 以 
及 它 和 不 可 逆 增 量 应 变 之 间 关 系 的 细致 关注 ,而 直接 把 主要 精力 放 在 对 每 一 微 过 
程 中 可 逆 增 量 应 变 和 不 可 逆 增 量 应 变 的 分 析 上 ,其 核心 就 是 把 不 可 逆 增 量 应 变 作 
为 主要 研究 对 象 并 把 内 变量 的 演化 与 不 可 逆 增 量 应 变 的 演化 相关 联 ,从 而 使 我 们 
可 以 能 够 跳 过 炎 合 张 量 , 而 直接 建立 弹 塑性 耦合 材料 的 增 量 型 本 构 关系 。 

由 于 不 可 逆 应 变 本 身 也 可 以 被 视 作 内 变量 ,所 以 当 将 不 可 逆 应 变 也 纳入 内 变 
量 之 中 时 ,应 力 空间 中 最 一 般 形式 的 加 载 面 可 写 为 

fc, ) = 0 (7.6.27) 

其 中 oa 是 应 力 张 量 , (a =1,…,n) 是 n 个 内 变量 ,用 它们 的 值 来 记忆 弹 塑性 材料 


*。325。 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 OOOOOOORODOCoT 


不 可 逆 变 形 的 历史 , 当 它 们 的 值 固 定 不 变 时 表示 可 逆 的 弹性 变 载 过 程 , 当 它 们 的 值 
变化 时 表示 有 不 可 逆 的 增 量 应 变 (其 中 包括 塑性 增 量 应 变 ) 出 现 。 任 一 微 过 程 dt 
中 介质 的 增 量 应 变 ds 可 视 为 可 逆 增 量 应 变 de* 和 不 可 逆 增 量 应 变 dg! 之 和 ,相应 
地 微 功 dW 也 可 分 解 为 可 逆 微 功 dW” 和 不 可 逆 微 功 dW' 之 和 , 即 有 
人 =de*tde!l, dW = dW*+dW!' 
dW = ea:de, dW*=0a:des, dW'=e:det! 
如 式 (7.6.7) 所 表述 的 ,可 逆 增 量 应 变 d er 通过 材料 的 柔 度 张 量 C 或 弹性 模 
量 张 量 M 和 增 量 应 力 de 相 联系 : 
dsg = Cido, do = M:dsr, C:M=M:C=1 (7.6.29) 
M 和 C 是 两 个 互 逆 的 完全 对 称 的 四 阶 张 量 , 当 考 虑 有 非 线性 弹性 行为 的 弹 塑性 克 
合 材 料 时 ,它们 一 般 地 依赖 于 应 力 和 内 变量 所 决定 的 材料 状态 ,但 这 里 我 们 将 不 考 
虚 其 非 线性 弹性 行为 ,因而 它们 将 不 显 式 地 依赖 于 应 力 而 只 是 内 变量 6. 的 函数 : 
C = C(6)，M = ME.) (7.6.30) 
内 变量 是 一 些 反映 不 可 逆 过 程 中 材料 内 部 结构 状态 变化 的 量 ,因此 它们 的 演 
化 应 和 宏观 的 不 可 逆 变形 的 演化 相 联系 。 在 时 率 无 关 的 弹 塑 性 本 构 理论 中 ,我 们 
假设 内 变量 的 演化 率 是 不 可 逆 应 变 演 化 率 的 一 次 齐 次 函数 , 即 
,= 8.(8), ge(aX) = ag.(X), dé, = glde') (7.6.31) 
其 中 XX 为 任意 的 二 阶 张 量 ,a 为 常数 。 需 要 说 明 的 是 :在 一 般 情况 下 ,函数 8。 是 
可 以 依赖 于 应 力 c 和 内 变量 $, 的 ,但 在 (7.6.31) 式 的 写法 中 ,我 们 未 将 gc 和 $。 明 
显 写 出 以 便 突出 其 对 a' 的 一 次 齐 次 函数 关系 。 显然, 在 式 (7.6.31) 中 选取 不 同 特 
定形 式 的 一 次 齐 次 函数 g。 则 将 对 应 不 同 含义 的 内 变量 5 ,从 而 将 使 我 们 有 可 能 考 
虑 不 同 特点 的 材料 塑性 行为 。 例 如 某 一 $。 取 为 应 力 的 不 可 逆 功 积累 : 


Ww' = Jo:as =|c:ad 


(7.6.28) 


时 , 式 (7.6.31) 变 为 

.=8.=0:a (a) 
此 g。 当然 是 E: 的 一 次 齐 次 函数 ,这 样 即 可 反映 材料 的 等 向 不 可 逆 功 硬化 行为 ; 当 
某 9 个 6. 取 为 不 可 逆 应 变 累 积 : 


EL = fa s'= ad 
时 , 式 (7.6.31) 变 为 
[é.]= [8.J=# (b) 
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这 些 g。 当 然 是 &' 的 一 次 齐 次 函数 ,这 样 即 可 由 累积 不 可 逆 应 变 来 反映 材料 的 随 动 
应 变 硬 化 行为 ; 当 某 一 $。 取 为 通常 的 等 效 不 可 逆 应 变 之 累积 : 


e! = [V2ae' :de! 到 | 到 : 81dt 
时 , 式 (7.6.31) 变 为 


b= 8 各 (© 


此 时 g。 也 是 61 的 一 次 齐 次 函数 ,这 样 即 可 由 累积 等 效 不 可 逆 应 变 来 反映 材料 的 等 
向 应 变 硬化 行为 。 显 然 ,(7.6.31) 式 比 许多 研究 者 所 采用 的 如 的 狭隘 线性 函数 形 
式 ,=M : 训 更 为 普遍 ,因为 后 者 包含 不 了 (c) 。 

另外 需要 特别 说 明 的 是 :尽管 de 等 量 不 是 全 微分 ,8 也 不 是 sl 的 随 体 导数 
(而 只 是 极限 意义 下 的 ds: 与 dt 之 比 ) ,但 我 们 仍然 在 形式 上 以 el 等 来 表示 在 一 
个 过 程 中 它们 的 累积 量 , 即 在 形式 上 我 们 将 以 此 种 理解 来 看 待 如 下 各 式 ， 


Ey = as， w= [aw= Je:de, Ey = [dé., 


图 7.11 弹 塑 性 耦合 材料 的 应 力 循环 


为 了 能 够 同时 适用 于 稳定 材料 和 非 稳定 材料 ,我 们 将 假设 材料 满足 7.5 节 中 
所 述 的 修正 的 Drucker 公设 。 图 7.11(a) 和 图 7.11(b) 中 分 别 给 出 了 一 维 应 力 条 
件 下 和 复杂 应 力 状 态 下 应 力 循环 的 示意 图 。 由 于 附加 应 力 o-oo 在 一 个 应 力 循环 
中 所 做 的 功 等 于 梯形 0134 的 面积 加 上 曲线 三 角形 123 的 面积 ,所 以 可 以 证 明 : 在 
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略 去 二 阶 以 上 小 量 的 情况 下 ,在 一 维 应 力 状态 下 附加 应 力 c - ce 在 一 个 应 力 循环 
中 所 做 的 功 可 写 为 
W, = he -oo)de = (gr - oo) del+ 去 dode!- 南 (ou ~ oo)dCla -oo 
(7.6.32)’ 
将 之 推广 到 复杂 应 力 状态 , 则 有 
w, = | Ce-o) :de 


= (m0) :del+do: de! -BCo -00) :dC: (0, -om) 


(7.6.32) 
对 于 修正 的 Drucker 公设 中 的 应 力 循环 ,第 二 项 是 比 第 一 项 和 第 三 项 高 阶 的 二 阶 
小 量 , 故 附加 应 力 之 功 非 负 的 修正 Drucker 公设 可 表达 为 


W,= (o -oo):de! (os -00):dC:(g -og)>0 (7.6.33) 


在 
- aC 
dC= 基 性 


为 半 正 定 张 量 的 条 件 下 , 式 (7.6.33) 中 的 第 二 项 永远 非 负 , 故 由 修正 的 Drucker 公 
设 (7.6.33) 式 必 可 推出 由 下 式 所 表达 的 最 大 不 可 逆 功 原理 : 


(m -om) :de!>0 (7.6.34) 
由 此 又 可 推出 应 力 届 服 面 的 外 凸 性 和 由 下 式 所 表达 的 正 交 法 则 : 
de = df (>0) (7.6.35) 


即 当 不 可 逆 变 形 发 展 (dA 之 0) 时 不 可 逆 增 量 应 变 d s' 必然 沿 着 应 力 屈服 面 的 外 法 
线 方向 。 不 可 逆 变 形 发 展 时 应 力 点 保持 在 应 力 加 载 面 上 的 一 致 性 条 件 为 


df = :det =0 (7.6.36) 
将 内 变量 的 演化 方程 (7.6.31) 式 代 人 (7. 6.36) 式 ,再 将 正 交 法 则 (7. 6.35) 式 代入 
所 得 方程 之 中 并 利用 函数 g。 的 一 次 齐 次 性 质 , 有 
af . a _af. a af\、 af. af /af 
:oo + Mg.cde) = :de+ Rs. (uA)= :oo+ dx Ms. (2)= 0 
即 


i 过 
Ep do = hda (7.6.37) 
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其 中 

h =- Hs. (8) (7.6.38) 
当然 ,由 式 (7.6.37) 我 们 可 以 得 出 由 de 确定 du 的 公式 

da = :do/h (7.6.39) 


但 是 正如 7.5 节 中 所 指出 的 ,对 理想 塑性 材料 或 者 非 稳定 材料 即将 软化 的 临界 状 
态 , 因 为 


af. af - 二 
af :qr = 0， 器 =0, n=0 
故 式 (7.6.39) 为 革 型 而 无 法 确定 ,所 以 式 (7.6.39) 不 是 普遍 适用 的 公式 。 然 而 , 式 


(7.6.37) 确 是 普遍 成 立 的 公式 ,我 们 将 以 式 (7.6.37) 为 出 发 点 来 导出 本 构 关系 。 
顺便 指出 ,hk 二 0、h =0、h<0 分 别 对 应 硬化 、 理 想 塑 性 和 软化 材料 。 
考虑 材料 可 逆 增 量 应 变 与 增 量 应 力 的 关系 并 利用 正 交 法 则 (7.6.35) 式 ,有 


ds = M:der = M:(dse-de) = M: (de- dif) (7.6.40) 


将 (7.6.40) 式 的 两 端 与 引进 行 二 次 点 积 ,有 


RE a9f 
:do = :MmM: (ds da i) (7.6.41) 
将 (7.6.37) 式 代 人 (7.6.41) 式 的 左 端 并 对 dh 求解 ,可 得 
dA = 9 :M: ds/hs (7.6.42) 
6 
其 中 
ha =h+l: mM: (7.6.43) 
于 是 可 得 
ds' = af af : M: de/hs (7.6.44) 
gc 


i -~- 工 M:afaf:.M]: 
do=M:ds* = Mi:(ds da) = [M EM: 牙牙 :M]: de 


(7.6.45) 
式 (7.6.42) , 式 (7.6.44) 和 式 (7.6.45) 分 别 给 出 了 以 微 过 程 中 的 增 量 应 变 de 
表达 dX .ds 和 de 的 公式 ,这 就 是 我 们 所 得 到 的 增 量 型 本 构 关系 。 式 (7.6.45) 只 
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对 塑性 加 载 过 程 成 立 , 即 当 微 过 程 的 初始 状态 (ac, 6. ) 位 于 加 载 面 f(o,$,)=0 之 
上 ,而 且 不 可 道 变形 在 发 展 即 dA 之 0 时 才 成 立 ; 当 微 过 程 的 初始 状态 为 弹性 状态 即 
f(a,$。)<0, 或 者 尽管 起 始 状态 为 塑性 状态 f(a,$。) = 0, 但 不 可 逆 变 形 没有 发 展 
( 必 有 d4 二 0) 时 , 微 过 程 为 弹性 或 中 性 变 载 过 程 ,应 令 (7.6.45) 式 的 第 二 项 为 零 。 
因此 增 量 型 的 弹 塑 性 本 构 关 系 应 该 写 为 


dc = [M- HO,d) (M: af 9f : M)/hs]: ds (7.6.46) 
其 中 函数 H(f,dX) 为 


1， 当 f=0,d4>0 
H(f,d4) = | 当 f = 0,d4 过 0 (7.6.47) 
0， 当 f<0 


式 (7.6.47) 实 际 上 就 是 以 微 过 程 的 初始 状态 (a,$。) 以 及 增 量 应 变 ds 所 表达 
的 加 印 载 判别 准则 , 写 得 更 清楚 些 , 即 


ee) = 0，d = 名 : M: ds/hs 之 0 (塑性 加 载 (H = 1)) 

ct) = 0，d = 红 : M : de/ 各 之 0 ( 印 载 或 中 性 变 载 (H = 0)) 

f(a,6.) 二 0 (弹性 变 载 (H = 0)) 

(7.6.48) 

式 (7.6.46) 就 是 我 们 所 需要 的 以 应 力 加 载 面 为 基础 以 增 量 应 变 表达 增 量 应 力 
的 弹 塑 性 本 构 关系 。 它 在 形式 上 和 7.5 节 中 非 弹 塑性 粳 合 情况 的 式 (7.5.15) 或 式 
(7.5.16) 完 全 类 似 ,但 是 其 中 的 弹性 模 量 张 量 M 不 是 常量 ,而 可 以 是 内 变量 的 并 
因而 是 不 可 逆 增 量 应 变 累 积 量 的 函数 。 因 此 我 们 事实 上 是 在 张 量 dC 半 正 定 这 一 
补充 条 件 下 得 出 了 有 弹 塑 性 耦合 性 质 的 广义 Drucker 材料 的 正 交 法 则 和 增 量 型 弹 
塑性 本 构 关系 。 


7.6.4 补充 说 明 


在 前 面 7.6.3 节 的 叙述 中 ,我 们 是 以 修正 的 Drucker 公设 为 基础 导出 了 弹 塑 
性 耦合 材料 在 应 力 循环 中 附加 应 力 之 功 非 负 的 不 等 式 (7. 6.32) 式 和 (7.6.33) 式 ， 
并 在 dC 半 正 定 的 附加 条 件 之 下 得 到 了 最 大 不 可 逆 功 原理 (7.6. 34) 式 ,从 而 得 出 
了 不 可 逆 增 量 应 变 沿 着 应 力 加 载 面 外 法 向 的 正 交 法 则 (7. 6.35) 式 。 需 要 指出 的 
是 :表达 附加 应 力 之 功 非 负 的 不 等 式 可 以 写 为 式 (7.6.32) 和 式 (7.6.33) 的 形式 是 
有 其 前 提 的 ,这 就 是 未 计 及 材料 的 非 线性 弹性 效应 , 即 其 弹性 模 量 和 和 柔 度 张 量 只 是 
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内 变量 6. 的 函数 而 不 显 式 地 依赖 于 材料 的 应 力 状态 se。 但 是 ,如 果 我 们 注意 到 正 
交 法 则 完全 是 最 大 不 可 逆 功 原理 (7.6.34) 式 的 直接 结果 的 话 , 我 们 就 可 以 不 必 关 
注 前 面 所 讲 的 Drucker 公设 表述 的 细节 ,在 应 力 循环 中 附加 应 力 功 非 负 的 具体 表 
达 形 式 以 及 相应 的 附加 条 件 , 而 直接 把 “在 一 个 应 力 循环 中 最 大 不 可 逆 功 原理 
《7.6.34) 式 成 立 ” 称 为 广义 的 Drucker 公设 ,并 将 满足 广义 的 Drucker 公设 的 材料 
称 之 为 广义 的 Drucker 材料 (可 以 包含 具有 非 线 性 弹性 性 质 的 材料 ) ,而 对 这 种 材 
料 正 交 法 则 就 总 是 成 立 的 ,于 是 我 们 就 可 以 参照 前 面 的 思路 而 得 出 其 增 量 型 本 构 
关系 。 在 把 最 大 不 可 逆 功 原理 成 立 本 身 作为 广义 的 Drucker 公设 和 广义 的 
Drucker 材料 定义 这 个 意义 上 ,我 们 可 以 说 前 面 所 得 到 的 本 构 关系 对 具有 非 线性 
弹性 性 质 的 材料 也 是 成 立 的 。 在 下 面 的 7.7 节 中 我 们 也 将 以 同样 的 理解 来 处 理 
问题 。 


7.7 含 损伤 热塑性 材料 本 构 关系 的 普 适 表述 和 算法 


7.7.1 引言 


在 本 节 中 ,我 们 将 以 前 面 几 节 有 关 塑 性 本 构 关系 的 知识 为 基础 ,从 实际 工程 问 
题 的 需要 出 发 ,对 更 为 普遍 的 情况 来 讨论 增 量 型 塑性 本 构 关系 及 其 计算 流程 的 问 
题 ,其 中 主要 的 就 是 引信 热 效应 和 材料 损伤 的 影响 。 损 伤 的 引入 在 原则 上 并 不 会 
增加 特殊 的 困难 ,因为 它 只 是 一 个 特殊 的 内 变量 而 已 ;对 热效应 的 考虑 ,我 们 可 以 
分 别 以 炉 或 者 温度 作为 热力 学 外 变量 而 将 之 引入 到 届 服 准则 之 中 ,可 分 别称 之 为 
入 型 和 温度 型 的 届 服 准则 。 虽 然 从 冲击 动力 学 的 角度 出 发 似乎 采用 入 型 的 届 服 准 
则 更 为 合理 ,但 是 从 实验 上 所 得 到 的 以 及 基于 某 些 假定 所 建立 的 大 多 数 的 屈服 准 
则 都 是 温度 型 的 届 服 准则 ,所 以 我 们 下 面 将 以 此 为 基础 来 进行 讨论 。 

一 个 好 的 本 构 形 式 不 但 应 有 坚实 的 理论 基础 ,可 以 包括 材料 的 各 种 热 和 力 的 
塑性 行为 ,而 且 还 应 该 和 高 速 冲击 和 波 传播 等 各 类 动 塑性 问题 的 计算 流程 相 适 应 ， 
便于 嵌入 各 类 有 限 元 和 有 限 差分 编码 程序 中 。 如 前 面 几 节 所 述 , Drucker 公设 莫 
定 了 塑性 本 构 关系 的 理论 基础 ,并 首先 给 出 了 以 增 量 应 力 表达 增 量 应 变 的 塑性 本 
构 关系 ,但 其 形式 不 适用 于 理想 塑性 本 构 材料 和 不 稳定 的 软化 材料 。Hreionmn 公 
设 导出 了 适用 于 各 类 硬 软化 材料 的 增 量 型 塑性 本 构 关系 ,并 是 以 用 增 量 应 变 表达 
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增 量 应 力 的 形式 给 出 的 ;但 其 本 构 关系 是 以 应 变 空间 中 的 屈服 面 为 基础 的 ,将 应 力 
届 服 面 转化 为 应 变 届 服 面 增加 了 问题 的 复杂 性 ,同时 对 动 塑 性 计算 问题 的 应 用 也 
是 不 方便 的 。 在 7.5 节 中 我 们 曾 对 Drucker 公设 的 表述 进行 了 修正 ,将 塑性 功 非 
负 的 应 力 循环 元 素 限制 在 从 届 服 面 内 出 发 ,产生 足够 小 塑性 变形 的 应 力 循环 ,从 而 
使 之 可 以 同时 包括 稳定 和 不 稳定 材料 ,并 且 得 到 了 以 增 量 应 变 表达 增 量 应 力 的 塑 
性 本 构 关系 ,但 是 在 那里 我 们 并 没有 涉及 具有 弹 塑性 耦合 性 质 的 材料 。7. 6. 2 节 
中 介绍 了 股 有 泉 等 人 在 应 变 空间 中 所 建立 的 弹 塑 性 耦合 材料 的 本 构 关系 ,但 由 于 
他 们 在 计算 增 量 塑性 应 变 时 引入 了 一 个 所 谓 的 弹 塑 性 耦合 张 量 , 故 使 得 本 构 关系 
的 形式 相对 比较 复杂 从 而 增加 了 应 用 的 不 便 性 。7.6.3 节 中 我 们 借鉴 7. 5 节 中 的 
方法 ,以 修正 的 Drucker 公设 为 基础 ,在 应 力 空间 中 建立 了 弹 塑性 耦合 材料 的 本 构 
关系 ,所 建立 的 本 构 关系 虽然 有 较 广泛 的 适用 性 和 应 用 的 方便 性 ,但 是 并 没有 计 及 
热效应 及 损伤 效应 。 在 本 节 中 ,我 们 将 以 7.6.3 节 中 得 到 增 量 应 变 表达 增 量 应 力 
塑性 本 构 关系 的 思想 为 基础 ,引入 材料 的 热效应 和 温度 效应 。 简 言 之 ,在 本 节 中 我 
们 将 在 考虑 材料 的 热效应 ,损伤 效应 及 弹 塑性 耦合 效应 的 前 担 下, 以 修正 的 
Drucker 公设 和 本 构 关 系 的 内 变量 理论 为 基础 ,建立 含 损伤 材料 热塑性 本 构 关系 
的 一 般 理 论 框架 ,导出 普 适 形式 的 增 量 型 塑性 本 构 关系 ,并 给 出 其 本 构 计算 流程 。 


7.7.2 含 损伤 材料 热塑性 本 构 关系 的 一 般 形 式 


在 应 力 空间 中 , 以 表 观 应 力 e 为 主 定量 ,以 内 变量 $。(a = 1,2,…,n), 损 伤 
DD ,温度 7 为 参数 表达 时 ,一 般 形式 的 时 率 无 关 材 料 的 届 服 准则 可 写 为 
flg,é.,D,T)=0 (7.7.1) 
内 变量 6。 的 演化 #。 反映 材料 微 结构 的 变化 ,应 该 与 材料 宏观 不 可 道 应 变速 率直 
相关 联 , 设 其 演化 方程 为 如 的 一 阶 齐 次 函数 : 
外 = gol@ ,ép,D,T,8') (ap = 1,2,.,n) (7.7.2) 
goo ,6p,D,T,aX) = ag, (0,éa,D, T,X) (7.7.3) 
式 (7.7.3) 中 XX 是 任意 二 阶 张 量 ,a 为 任意 的 标量 因子 。§。 可 以 包含 与 各 种 不 可 
逆 机 制 相 对 应 的 内 变量 ,而 6. 与 8。 的 不 同 选 取 可 代表 不 同 的 宏观 塑性 行为 。 例 如 
某 一 &。 取 为 应 力 的 不 可 逆 功 积累 : 
Ww! = Je:as = fe: lar 
时 , 式 (7.7.2) 变 为 
6.=8g,.=0:e! (7.7.4) 
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此 g。 当然 具有 性 质 (7.7.3) 式 ,这 样 即 可 反映 材料 的 等 向 功 硬化 行为 ; 当 某 9 个 
6。 取 为 不 可 道 应 变 累 积 : 
s'= ds = | aat 
时 , 式 (7.7.2) 变 为 
[= [g.J=e' (7.7.5) 
这 些 g。 当然 具有 性 质 (7.7.3) 式 ,这 样 即 可 反映 材料 的 随 动 应 变 硬化 行为 ; 当 某 一 
$。 取 为 通常 的 等 效 不 可 逆 应 变 之 累积 : 


a'= [VSae':da' = /$a :ddr (7.7.6) 


时 , 式 (7.7.2) 变 为 


此 时 g。 也 具有 性 质 (7.7.3) 式 ,这 样 即 可 反映 材料 的 等 向 应 变 硬化 行为 。 显 然 ， 


(7.7.3) 式 比 许多 研究 者 所 采用 的 &' 的 狭隘 线性 函数 形式 5 = M : 让 更 为 普遍 ， 
因为 后 者 包含 不 了 (7.7.6) 式 。 
作为 一 个 特殊 的 内 变量 ,损伤 D 具有 特别 重要 的 地 位 , 含 损伤 本 构 关系 的 任 
务 就 是 给 出 D 的 确定 度量 及 其 具体 的 演化 方程 。 为 使 我 们 的 理论 有 更 广泛 的 适 
用 性 , 设 其 演化 方程 具有 以 下 一 般 形式 (具体 形式 可 从 不 同 理论 模型 导出 ): 
D= Di+D:= Yo,é,,D,T) + yp(a,6pD,T,ED (7.7.7) 
其 中 第 一 项 Di = J(o,$,，D,T) 与 不 可 逆 变 形 的 发 展 站 无 关 ( 不 可 道 变形 和 损伤 


非 耦 合 ), 且 这 部 分 损伤 的 发 展 具有 不 可 逆 变 形 发 展 的 弛 珍 和 黏 滞 流 动 效应 ,d DD 
=y(g ,&,,D,T)di, 只 要 维持 其 状态 (og,§。,D,T) ,损伤 Di 就 会 随时 间 流 逝 dt 
而 发 展 ;第 二 项 D: = (Ca ,6p,D,T,esi) 是 不 可 逆 变 形 发 展 #i 而 引起 的 损伤 发 展 ， 
一 般 情况 下 , 它 是 8' 的 一 阶 齐 次 标量 函数 (不 可 逆 变 形 对 损伤 的 耦合 效应 ) ， 
9lg ,6p,D,T,ai) = aplo,éa,D,T,E!) (7.7.8) 
因此 这 部 分 损伤 和 不 可 逆 变 形 发 展 是 同步 进行 的 , 即 dD: = 9 (og, 66,D,T,d s1)。 
寻求 清和 9 的 各 种 具体 形式 , 即 是 损伤 力学 的 一 个 重要 任务 。 损 伤 演化 方程 
的 一 个 具体 例子 是 : 当 p=0, 而 
30-08 
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时 ,(7.7.7) 式 即 是 封 加 波 等 所 提出 的 损伤 演化 方程 ,其 中 o 为 材料 的 实体 拉 应 


力 ,oo 为 损伤 发 展 应 力 阔 值 ; 当 4= 0,9 = (1- D) 9' 时,(7.7.7) 式 即 是 J._ N. 
Johnson 等 提出 的 损伤 演化 方程 。 

设 应 力 在 材料 不 可 逆 变 形 上 的 绝 大 部 分 转化 为 热 ,转化 比例 因子 为 a, 则 根据 
能 量 守恒 和 转化 定律 可 以 得 到 温 升 方程 为 


T= xAT+ate:e! (7.7.10) 
其 中 人 A 为 拉 普 拉 斯 算 子 ,= 名 :是 导 温 系 数 ,C， 为 定 容 比 热 ,v 是 比 容 ,4, 是 导热 


系数 。 
把 内 变量 演化 方程 (7.7.2) 式 、 损 伤 演化 方程 (7.7.7) 式 及 温 升 方程 (7.7.10) 
式 代 和 一致 性 法 则 : 


1= :eta + aD + i=0 (7.7.1D) 
得 
:s+ Hs. + + +(eAT +t ado: #1)= 0 (7.7.12) 
将 正 交 法 则 : 


“=i (7.7.13) 
代入 (7.7.12) 式 ,并 利用 函数 g。 的 性 质 (7.7.3) 式 和 函数 9 的 性 质 (7.7.8) 式 ,得 
ori ae. + Bhs + ibe + H(AT + ite: H)=0 


即 
Bf 2 py df aR 
:stafy+ eaT = ih (7.7.14) 
其 中 
= a vaf .af 
n=- (He. 2 : 却 ) (7.7.15) 
在 式 (7.7.15) 中 ， 


g. = 8. (0 ,2,D,T,9), p= (5D,T, 红 ) 


由 于 名 是 状态 (o ,$s,D,T) 的 函数 ,所 以 g。 和 9? 仍然 是 状态 Ce ,fp，D,，T) 的 复 
合 函数 。 
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由 (7.7.14) 式 可 以 得 到 不 可 逆 应 变 流动 因子 A: 
i= (¥ 3 t+ eaT)/n 
并 进而 得 出 微 过 程 中 的 dA .d s!'、de: 


dh = (站 :do+ Mdt + uaTdi) ft (7.7.16a) 
del = (A: do + afydr + afxATdt) /fh (7.7.16b) 


s = 并 (站 : da+ Abdt + farTdt) )/ + M-! :do (7.7.16c) 


其 中 M"! 是 材料 的 弹性 柔 度 张 量 。 

(7.7.16) 式 即 是 由 微 过 程 的 增 量 应 力 dc 求解 d4、d a'、ds 的 公式 , 即 材料 的 
增 量 型 热塑性 本 构 关系 的 一 种 形式 。 但 是 由 于 (7.7.16) 式 是 由 应 力 增 量 do 计算 
dX 和 ds, 与 动态 问题 的 计算 流程 不 适应 ,因而 应 用 于 数值 计算 不 方便 ;同时 ,对 于 
“理想 材料 ”, (7.7. 16) 式 为 9 型 而 不 能 确定 (在 不 考虑 损伤 和 热效应 的 情况 下 这 是 


众所周知 的 事实 ,参见 7.3 节 ), 故 (7.7.16) 式 不 是 方便 和 普 适 的 增 量 型 本 构 关系 。 
设 冲 击 加 载 引起 的 焙 增 很 小 而 可 以 不 计 , 并 设 材 料 的 表 观 瞬 态 弹性 模 量 张 量 
RM 为 
M= M(o ,§.,D,T) (7.7.17) 
其 中 M 对 a、$。、D 、T 的 依赖 分 别 反映 了 材料 的 非 线性 效应 、, 弹 塑性 耦合 效应 、 损 
伤 和 温度 的 软化 效应 。 由 应 力 变化 率 5 和 可 逆 变 形 发 展 炙 间 的 关系 ,得 


os= M:N=M:(E-8) = M:(s-i9) .7.18) 
上 式 两 连 与 引 二 次 点 积 ,得 
fs= :Mm: (eia) (7.7.19) 
将 (7.7.19) 式 代 人 (7.7.14) 式 ,得 
:mM: (ii 中 )+ 9 + 中 Ar = in 


3D 
从 而 可 求 得 
后 (HL: M: + y+ HeAT)/ hs (7.7.20) 
其 中 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 一 人 一 


hs = A:M:d+h (7.7.21) 

dg ag 
(7.7.20) 式 与 无 损伤 无 热 软化 本 构 关系 (7.6.45) 式 在 形式 上 类 似 ,只 是 多 一 
项 中 和 只 AT, 这 与 损伤 演化 方程 (7.7.7) 式 和 能 量 方程 ( 温 升 方程)(7.7.10) 


式 有 关 。(7.7.20) 式 是 求 ; 的 显 式 方程 ,不 存在 D、T 与 ) 的 耦合 关系 (因为 已 经 
用 损伤 演化 方程 (7.7.7) 式 和 能 量 方程 (7.7.10) 式 将 DT 消去 ) ,只 要 知道 了 6， 


即 可 由 (7.7.20) 式 (并 利用 (7.7.21) 式 和 (7.7.15) 式 ) 计 算出 ji, 即 只 要 知道 ds 就 
可 得 出 dX ,从 而 可 得 出 d st\dc.dD、.dT: 


全 (A : M: de + Bfydt + afxaTat) fh: (7.7.22) 

de = f(A: M: ds + 2fpdt+ 9F fxATdt ) /hs (7.7.23) 
Se A J HP 

do = M: [de -A (a :M: 了 + 中 ardr)j]or.7.29 

dD = Yle ,é,,D,T)dt + ple ,£8,D,T,d se') (7.7.25) 

dT = kATdt tagte:de (7.7.26) 


上 面 求 应 力 增 最 的 (7.7.24) 式 只 对 塑性 加 载 过 程 成 立 , 即 只 有 当 微 过 程 初始 
状态 位 于 加 载 面 f= 0 上 ,而 且 在 这 个 微 过 程 中 不 可 逆 增 量 应 变 不 为 零 才 适用 ,为 
了 包括 弹性 变 载 和 中 性 变 载 ( 没 有 不 可 逆 变 形 发 展 ) 的 情况 ,可 以 如 7.5 节 和 ?7.6 
节 中 那样 把 (7.7.24) 式 改写 为 


do=M: [ae - an) 元 上 并 (站 : M: de + Bfvar + fuaTat)] 


(7.7.27) 
其 中 函数 H(f,d4) 的 定义 如 下 : 
1， 当 f = 0 且 dh > 0, 塑 性 加 载 
H(f,d4) = | 当 f = 0 且 d) 入 0, 中 性 变 载 (7.7.28) 
0， 当 f 二 0, 弹 性 变 载 
式 (7.7.22) 一 式 (7.7.26) 即 是 含 损伤 材料 的 塑性 本 构 关系 的 普 适 表述 , 当 给 
出 材料 的 届 服 准则 (7.7.1) 式 、 内 变量 演化 方程 (7.7.2) 式 、 损 伤 演化 方程 (7.7.7) 
式 的 具体 形式 之 后 , 即 可 在 相关 的 高 速 贯穿 和 波 传播 等 冲击 力学 问题 中 进行 具体 
计算 ,这 已 经 在 一 系列 实际 问题 中 得 到 成 功 应 用 。 
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7.7.3 小 结 


本 节 我 们 以 严格 的 力学 原理 为 基础 ,从 最 普遍 的 情况 出 发 ,建立 了 含 损伤 材料 
的 热塑性 本 构 关系 的 一 般 理论 框架 ,并 给 出 了 增 量 型 本 构 关系 的 普 适 形式 和 计算 
流程 。 我 们 的 本 构 关系 有 如 下 优点 : 

(1) 它 类 似 于 常用 的 Drucker 公设 ,是 以 应 力 空间 中 的 届 服 函数 来 表述 的 ,这 
比 以 Hatoma 公设 为 基础 的 应 变 届 服 函数 要 方便 。 

(2) 与 Drucker 公设 给 出 的 本 构 关系 只 适用 于 硬化 材料 不 同 ,我 们 的 本 构 关 
系 适用 于 硬化 ,理想 塑性 和 软化 等 各 类 材料 , 它 包含 了 内 变量 硬化 .损伤 软 化 和 温 
度 软化 等 各 类 耦合 效应 。 

(3) 它 是 由 微 过 程 应 变 增 量 ds 计算 不 可 逆 应 变 流动 因子 d4 并 继而 计算 da'、 
do、dD .dT 的 显 式 方程 , 极 易 嵌 人 各 类 动态 数值 程序 之 中 。 

(4) 我 们 的 热塑性 本 构 关系 可 以 统一 地 处 理 微 孔 洞 型 蔬 性 损伤 . 剪 切 带 韧性 
损伤 和 微 裂纹 性 脆性 损伤 等 各 类 破坏 模式 ,只 要 典 人 相应 的 损伤 演化 方程 就 可 以 
了 ,因此 我 们 的 本 构 关系 有 着 严格 的 理论 基础 和 广泛 的 适用 性 。 


习 题 


7.1 设 各 向 同性 材料 的 屈服 准则 为 fc) =0, 试 证 明 取 标 量 值 的 函数 f(g) 必 
是 应 力 张 量 e 的 各 向 同性 函数 , 即 必 可 将 之 表达 为 o 的 3 个 主 应 力 的 函数 。 
7.2， 试 证 明 : 偏 应 力 张 量 e: 与 应 力 张 量 c 有 相同 的 主 方向 ,而 其 特征 值 "'， = 


oi+ p(i=1,2,3), 其 中 p= -二 为 流体 动力 学 压力 。 


7.3 试 由 7.1 节 中 的 式 (7.1.11) 出 发 ,证 明 Trasca 准则 (7.1.23a) 式 一 
(7.1.23f) 式 在 x 平面 内 的 正 交 投影 可 以 表达 为 正六 边 形 (7. 1. 23a) 式 一 
(7.1.23f)' 式 。 

7.4 试 导出 材料 的 总 弹性 变形 能 屈服 准则 即 Lemeitre 届 服 准则 的 数学 
形式 。 
7.5 设 各 向 同性 硬化 材料 的 后 继 届 服 面 为 9= KCW?), 其 中 
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= Bey = MEL oa) + C02- os) + C03 = 01)], Wr = fovdes 
分 别 为 应 力 强度 和 塑性 功 。 又 设 材料 在 一 维 应 力 条 件 下 的 应 力 应 变 曲线 是 线性 硬 
化 的 (弹性 模 量 和 弹 塑性 模 量 分 别 为 E 和 EE), 试 以 此 为 出 发 点 求 出 各 向 同性 硬化 
函数 KCW?)。 分 别 对 塑性 变形 不 可 压 (w? = 于) 和 可 压 (光志 ) 的 情形 进行 
讨论 。 
7.6 设 各 向 同性 硬化 材料 的 后 继 届 服 面 为 5= K(ar) ,其 中 
5 = 有 oo = za 一 az)2 + (02 — as3)2 + (03 — ol)2] 


Er = 区 人 de des 


分 别 为 应 力 强 度 和 累积 等 效 塑性 应 变 。 又 设 材料 在 一 维 应 力 条 件 下 的 应 力 应 变 曲 
线 是 线性 硬化 的 (弹性 模 量 和 弹 塑性 模 量 分 别 为 E 和 E), 试 以 此 为 出 发 点 求 出 各 


向 同性 硬化 函数 KCa?)。 试 分 别 对 塑性 变形 不 可 压 (v? = 去 ) 和 可 压 (vr 云云) 的 情 
形 进行 讨论 。 

7.7 设 材料 满足 Mises 届 服 准则 f(a) 三 7- Y= 0 和 线性 随 动 硬化 模型 (a 
- Cer) = 0。 试 由 一 维 应 力 条 件 下 的 线性 随 动 硬化 规律 求 出 常数 C( 设 弹性 模 量 


和 弹 塑 性 模 量 分 别 为 E 和 E,)。 分 别 对 塑性 变形 不 可 压 ( = 去 ) 和 可 压 
(wr 考 去 ) 的 情形 进行 讨论 

7.8 以 纯 剪 切实 验 曲线 代 蔡 7.5~7.7 各 题 中 的 一 维 应 力 实验 曲线 , 试 求解 
同样 的 问题 。 

7.9 设 各 向 同性 的 内 变量 K 分 别 作为 昧 积 塑性 功 W?、 累 积 等 效 塑 性 应 变 


a?、 有 限 等 效 塑 性 应 变 e? 的 函数 : 
K= K(W?r), K = K(er), K = K(e?) 


We = fe: der, sr = [VSdsr: dsr, er = /Ser: er 
试 分 别 求 出 KCW?)、K(a?)、K(e?) 的 演化 方程 ; 设 加 载 面 为 f(o,s?,K)=0, 写 出 
其 在 应 力 空间 中 所 表达 的 增 量 型 塑性 本 构 关 系 。 

7.10 试 对 满足 Mises 型 等 向 硬化 后 继 届 服 面 ?2 = K?( W?) 的 弹 塑 性 材料 ， 
求 出 塑性 流动 因子 dk 和 由 偏 应 变 增 量 ds 表达 偏 应 力 增 量 doe’ 的 增 量 型 塑性 本 构 
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关系 。 
7.11 试 证 明 7.6 节 中 的 式 (7.6.13) 和 式 (7.6.32) 。 
7.12， 试 从 含 内 变量 的 势 函 数 概念 出 发 ,对 复杂 应 力 状态 直接 证 明 7.6 节 中 
的 式 (7.6.13) 和 式 (7.6.32) 。 
7.13 设 材 料 的 屈服 准则 为 f(oy) = 0, 以 oj、sy 和 p 分 别 表 示 应 力 张 量 、 偏 
应 力 张 量 和 压力 ,都 以 压 为 正 。 
(1) 试 证 明 : 
-af - 半 -#0 (A -A) 
go 9sy 3 gsm 9p 
(2) 设 应 力 届 服 函数 了 依赖 于 p 和 Mises 等 效应 力 材料 5, 试 证 明 上 式 可 以 化 为 


af - af ;1》 of 
aoj 9sy 343P 


而 且 必 有 
yr = i3f 
=4ap 
sen 
=43s 


其 中 如 和 全 分 别 为 塑性 体 应 变 率 和 塑性 偏 应 变 率 。 


7.14 设 有 一 平面 应 力 状 态 ol = 估 ,o = 机 "县 设 de? =c 为 常数 , 试 求 等 


效 塑 性 应 变 增 量 de = /Sdeddes 和 塑性 功 增 量 dW? = oydey 。 
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8.1 热 黏 弹 性 率 型 本 构 方程 和 现时 
构 形 中 所 表达 的 本 构 方 程 


8.1.1 热 黏 弹性 率 型 本 构 方程 


当 采 用 减退 记忆 并 假定 应 力 等 对 变形 梯度 历史 的 依赖 只 是 对 以 前 无 穷 短 时 间 
间隔 内 变形 梯度 历史 的 依赖 时 ,可 将 之 归结 为 对 变形 梯度 时 变 率 的 依赖 ,因此 我 们 
可 以 考虑 如 下 的 率 型 方程 : 


Go = 6(F,F,T,g), s= S(F,F,T,g) 
| Ye RE (8.1.1) 
h = h(F,F,T,g), $= YF,F,T,g) 
求 自由 能 的 时 间 导 数 并 代入 粹 不 等 式 : 
-pW+Ts)+to:L- Hh.g>0 (8.1.2) 


得 


ED A a _1 。 rp 
-oP-pegs°s+e(s 和 荫 )7-e[ 半 -加 * (FVD']:F- 扫 8 之 0 


(8.1.3) 
由 微 过 程 的 任意 性 ,有 
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0 疗 
即 
加 a 
$= YF,T), s= 57 = SF,7) (8.1.4) 
不 依赖 于 下 和 g, 此 时 (8.1.3) 式 成 为 
ay_1 六 下。 有 
用 3 po (F 55]: 下 + 多 5 <0 (8.1.5) 


由 于 = 5CF,F,T,8) 依 赖 于 下 ,不 能 利用 正 的 任意 性 得 出 简单 结果 。 但 (8.1.5) 
式 对 任意 的 下 和 8 成 立 , 故 有 
ay _ 1 2 a he 
flasB) =o[ -Do FT]: F+ pA <O (8.1.6) 


的 f(a,B) 在 a=0,B=0 处 必 有 极 大 值 ,从 而 


有 (0,0) = 芝 (0,0) Et ao =0 给 出 
于 =5CF,0T,0) = 0 张 .Fr (8.1.7) 
称 为 平衡 态 应 力 , 而 整个 应 力 可 视 为 rc。 和 附加 应 力 ev 之 和 : 
@ = 6.(F,T) + 0,(F,F,T,g) (8.1.8) 
其 中 cv 满足 
av(F,0,T,0) = 0 (8.1.9) 
只 | 。 =0 给 出 
jiCF,0,T,0) = 0 (8.1.10) 
利用 这 些 结果 ,得 炉 不 等 式 : 
5=0:L-#"g>0 (8.1.11) 


其 中 oa, : 工 =ev : 了 是 附加 应 力 内 耗 散 ,可 视 为 黏 性 内 耗 散 。 
以 上 讨论 说 明 热 黏 弹性 体 的 应 力 可 视 为 平衡 态 应 力 ec。 和 黏 性 应 力 o, 之 和 ， 


平衡 态 应 力 we 可 由 它 的 变形 功 积累 , 即 对 自由 能 势 少 求 导 而 得 出 , 黏 性 应 力 ov 的 
变形 功 则 是 形式 不 可 逆 的 内 耗 散 。 
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当然 也 可 讨论 本 构 方程 的 构架 无 关 形 式 及 其 材料 对 称 特性 ,这 没有 原则 上 的 
困难 。 由 于 篇 幅 所 限 , 这 些 内 容 从 略 , 读 者 可 作为 练习 尝试 之 。 


8.1.2 现时 构 形 中 所 表达 的 本 构 方程 及 对 材料 记忆 特性 的 分 析 


在 5.2 节 中 我 们 曾 根据 构架 无 关 原理 得 到 了 材料 Cauchy 应 力 本 构 泛 函 的 简 
化 式 (5.2.17a) 式 , 即 
a(X,1)= oF',T',G']= RD .oa(U',T',G'). RTL) 
(8.1.12a) 
并 指出 它 的 含义 是 :材料 在 t 时 刻 的 Cauchy 应 力 依赖 于 直至 现时 t 为 止 的 整个 右 
伸缩 张 量 历史 U' ,温度 历史 7' 、 温 度 梯度 历史 G' ,但 是 却 只 与 该 时 刻 t 的 旋转 张 
量 R(t) 有 关 。 在 利用 许可 性 原理 之 后 , 则 容易 证 明 温度 梯度 历史 G' 也 将 不 会 出 
现在 本 构 泛 函 之 中 。 而 在 不 考虑 热效应 的 纯 力学 问题 中 ,材料 Cauchy 应 力 的 本 构 
泛 函 可 写 为 (下 面 将 省 略 掉 粒 子 X 和 现时 刻 : 的 标记 ) 


o= olF']=R.o(U'). RT (8.1.12b) 
或 
a=o(U') (8.1.13) 
其 中 
= Rr.c.R (8.1.14) 


称 为 Cauchy“ 旋 转 应 力 ”。 尽管 Cauchy 应 力 是 与 初始 构 形 完全 无 关 的 ,但 上 面 各 
式 中 的 变形 量 和 旋转 量 却 都 是 以 初始 构 形 为 参考 构 形 的 。 现 在 我 们 将 有 关 的 变形 
量 和 旋转 量 转化 为 以 现时 构 形 为 参考 构 形 时 的 相应 量 ,以 便 更 深刻 地 揭示 材料 变 
形 历史 的 影响 。 任 意 时 刻 相对 于 初始 构 形 的 变形 梯度 F(1) 与 时 刻 相对 于 初 
始 构 形 的 变形 梯度 F(t) 之 间 是 由 下 式 相 联系 的 (参见 式 (2.5.18b)): 
F(t1’) = F(t). F(t) 
其 中 F,(+ ) 是 t' 时 刻 相对 于 + 时 刻 的 相对 变形 梯度 。 将 此 式 应 用 于 直至 现时 刻 t 
的 整个 历史 ,可 写 为 
F'=F:.F (8.1.15) 
于 是 我 们 有 
C= FT.F，C:=(FD)T.F' = (FI。F)T。(CF!。F) 
= FT (FD)T. Fit. F= FT.CI.F 
即 
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C=F'.F, C=F'.C!.F (8.1.16) 
利用 下 的 右 极 分 解 式 .C 及 U 的 正定 对 称 性 及 R 的 正 交 性 ,其 中 的 第 二 式 可 以 
写 为 
(U02= (RT (CUD)2 RU = UU. RT (UI) (RU) 
=U.RT.U:.:R.:RT. UI.:R.U 
= U: (RT UR). (RT UR).U 
= [CRT.U!.R).。U]. [CRrTr.U!.R).U]= [U:. UJ 
即 
(UY? = [U;. UY (8.1.17a) 
其 中 
U:= RT. UI.R (8.1.18a) 
称 为 相对 于 现时 刻 t 的 “旋转 右 收缩 张 量 ? 历 史 。 由 于 U 的 正定 对 称 性 ， 
(8.1.17a) 式 也 可 写 为 
Ur= UU (8.1.17b) 
所 以 本 构 关系 @= 6(U') 可 以 写 为 
so= a(U:.U) (8.1.19a) 
若 定义 “旋转 右 Cauchy-Green 张 量 ” 历 史 : 
Ci = (UD)? = RT UD. R=R'.C!:.R (8.1.18b) 
则 (8.1.19a) 式 可 写 为 
os= 0a(C!,C) (8.1.19b) 
虽然 我 们 用 了 同样 的 记号 6, 但 是 显然 式 (8.1.19) 两 式 中 的 6 是 不 同 的 泛 函 。 
式 (8.1.19) 就 是 以 现时 刻 构 形 为 参考 构 形 来 描述 材料 的 变形 历史 时 其 Cauchy 应 
力 本 构 泛 函 的 表达 式 , 它 对 任何 的 固体 材料 都 是 适用 的 。 但 是 ,由 于 其 中 含有 以 初 


始 构 形 为 参考 构 形 所 量度 的 现时 刻 的 C 及 隐 含 的 R, 所 以 我 们 并 不 能 完全 消除 初 
始 参考 构 形 的 影响 。 


8.1.3 各 向 同性 材料 和 各 向 同性 简单 流体 本 构 方程 的 进一步 分 析 


对 于 各 向 同性 材料 ,由 于 正 交 张 量 Q 是 满足 方程 : 
o(F'» H) = ol(F') (8.1.20) 
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同 格 群 的 元 素 , 所 以 当 以 任意 的 正 交 张 量 8 代替 式 (8.1. 20) 中 的 么 模 张 量 HH 
, 式 (8.1.20) 仍 然 是 成 立 的 ,特别 对 Q = RT, 式 (8.1.20) 也 仍然 是 成 立 的 , 故 对 
向 同性 材料 ,我 们 必然 有 


a(F'» RT) = o(F') (8.1.20) 


这 就 是 说 各 向 同性 材料 本 构 泛 函 oCF') 应 具有 这 样 的 性 质 : 当 以 F'。 RT 代替 FF' 
时 其 值 不 变 。 而 当 我 们 作 此 代 换 时 ,各 量 将 有 如 下 相应 的 代 换 关系 : 


F'>F'. RT 

F>F.R'=V 

C=F'.F>Vi.V=V=B 

C! = (FD)T. F; = (F'。F-D)T。(F' 。F-) 

> [F'. RT.(F. RD)-]'. CF. RT.(F. RD)-!] 
F:。RT.R.。F-I]T.[F'.RT.R。F-] 

F'» FJ] °C[F'. F]= CF] [FJ]= C! 
Fr-~F.Rr.(F.RIDOT=F.Rr.R.FT=F.Fr=B 


1Qrnw< 
[i 

本 
EE 
2 
可 
1 辐 
< 1 
be 
2 
用 
号 


VV=I 


nl 
be 


“CR 一 TIT。CI TIT= CI 


GG=RIc'R 一 Ia'T=a 


在 进行 了 如 上 各 量 的 代 换 后 ,本 构 关 系 (8.1.19b) 式 成 为 


go= a(C!,B) (8.1.21a) 
式 (8.1.21a) 就 是 各 向 同性 材料 本 构 关系 的 一 般 形式 , 其 中 Ct 是 以 现时 构 形 


为 参考 构 形 所 量度 的 右 Cauchy-Green 张 量 历史 ,而 B 仍然 是 以 初始 构 形 为 参考 
构 形 所 量度 的 现时 刻 t 的 左 Cauchy-Green 张 量 , 即 对 固体 而 言 我 们 仍然 不 能 消除 
对 初始 构 形 的 依赖 。 


构架 无 关 原理 要 求 泛 函 5 必须 是 各 向 同性 张 量 泛 函 , 即 对 任意 的 正 交 张 量 Q， 


都 有 


cC(0.Cc1 .00.B.00D)=0.c0r (8.1.22a) 


材料 的 变形 历史 Ci 可 以 分 解 为 现时 刻 上 之 前 的 静止 历史 工 和 非 静止 历史 C! -I 之 


和 


;相应 地 ,我 们 可 以 将 本 构 泛 函 (8.1.21a) 式 分 解 为 如 下 形式 : 
o= 0.(1,B)+o,.(C; -TB)= a.(B)+6,.(C! -TB) (8.1.21b) 
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其 中 6.(B)==o.(1,B) 是 B 的 各 向 同性 张 量 函数 , 称 之 为 材料 的 弹性 应 力 , 与 变形 
历史 无 关 ;o,(C; -了 ,B) 是 各 向 同性 张 量 泛 函 , 称 之 为 材料 的 非 弹性 应 力 , 它 是 与 
材料 的 变形 历史 有 关 的 。 对 任意 的 正 交 张 量 2 ,我们 都 有 
a(0.B.0D)=0.cc(B) .0 
a(0O.(CcI-D.0r0.B.0D)=0.c(CCcI-TB) QO (8.1.22b) 
显然 泛 函 6, 满足 ov (0,B) =0。 
式 (8.1.21a) 和 式 (8.1.21b) 是 各 向 同性 固体 材料 Cauchy 应 力 本 构 泛 函 的 数 
学 形式 ,虽然 在 其 中 我 们 引入 了 以 现时 构 形 为 参考 构 形 的 变形 历史 Ci ,但 是 我 们 
仍然 并 未 消除 初始 构 形 的 影响 , 换 句 话 说 ,我 们 只 有 在 材料 的 无 丕 斜 构 形 中 才 可 写 
出 这 种 形式 的 Cauchy 应 力 本 构 泛 函 。 但 是 ,如 果 材 料 是 各 向 同性 简单 流体 的 话 ， 
则 由 于 材料 的 对 称 群 为 么 模 群 ,材料 不 存在 优选 构 形 , 故 在 任意 等 密度 的 参考 构 形 
中 材料 的 本 构 泛 函 都 应 具有 相同 的 形式 ,而 由 于 旋转 并 不 会 改变 材料 的 密度 ,故此 
时 材料 应 力 对 B 的 依赖 将 表现 为 对 detB 的 依赖 或 者 对 材料 密度 Pp 的 依赖 。 故 各 
向 同性 简单 流体 的 Cauchy 应 力 本 构 泛 函 (8.1.21a) 式 和 (8.1.21b) 式 可 分 别 写 为 
o= a(C!i,p) (8.1.23a) 
G=ac(p)+a (CC -1,p) (8.1.23b) 


构架 无 关 原理 要 求 (8.1.23) 式 中 的 泛 函 cv 为 各 向 同性 张 量 泛 函 ,而 6。 CP) 为 各 
向 同性 张 量 函 数 , 即 对 任意 的 正 交 张 量 0, 都 有 


(0.C1 .0ro)=0.c(cio) OT (8.1.24a) 
ac.0-To)=0.o(CcI-To) QT,6.(p)= 0.co(o) .Or 
(8.1.24b) 


张 量 泛 函 c, 还 具有 性 质 o, (0,p) =0。 
式 (8.1.24b) 的 第 二 式 只 有 如 下 形式 的 解 : 
oe(p)=- po (8.1.25) 
其 中 p Cp) 是 p 的 标量 函数 。 这 种 形式 的 二 阶 张 量 ce (P) 称 之 为 二 阶 各 向 同性 张 
量 。 故 各 向 同性 简单 流体 的 Cauchy 应 力 本 构 关系 可 写 为 
a=-p(oI+o(CCI-Tp) (8.1.23c) 
在 2.6 节 中 我 们 曾 给 出 了 材料 的 相对 右 Cauchy-Green 张 量 C, (r) 以 上 时 刻 


的 Rivlin-Ericksen 张 量 仿 (1) 的 级 数 所 表达 的 公式 (2.6.22) 式 , 即 
。 M5 % 
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CHECD+D EF CHD = 1+ A 
n=1 . n= 


(8.1.26) 

如 果 我 们 将 + 取 为 + 之 前 的 各 不 同时 刻 , 则 C,(r) 也 就 是 直至 t 时 为 止 的 右 

Cauchy-Green 张 量 历史 C1。 将 此 式 代入 式 (8.1.23c) 之 中 并 只 取 n 项 ,再 假设 只 
有 现时 刻 ! 之 前 无 限 短 的 历史 才 对 : 时 刻 的 响应 有 影响 的 话 , 则 可 得 到 下 式 : 

g =- p(PT+G(A,A,., A,p) (8.1.27) 

我 们 称 本 构 关系 由 (8.1.27) 式 所 表达 的 材料 为 n 阶 的 Rivlin-Ericksen 黏 性 流体 ， 


这 里 已 经 是 通常 的 张 量 函 数 而 不 是 张 量 泛 函 了 。 特 别 说 来 ,由 于 仿 =2D( 见 2.6 
节 中 的 式 (2.6.17)) ,1 阶 的 Rivlin-Ericksen 黏 性 流体 的 本 构 关系 可 以 写 为 
ICG=-POT+a" (D,o) (8.1.28) 
由 于 Gg,(0,P) =0, 故 函数 c” (D,p) 具 有 性 质 r” (0,p) = 0, 这 就 是 说 此 种 黏 性 流 
体 在 静止 时 只 能 承受 各 向 等 值 的 应 力 - P(P)I, 故 称 P(p)I 为 弹性 静水 压力 , 简 
称 为 静水 压力 ;而 在 其 流动 之 中 除了 承受 静水 压力 之 外 还 能 承受 附加 的 所 谓 著 性 
应 力 e" (DD,P) ,不 过 要 注意 的 是 黏 性 应 力 之 中 也 可 以 包含 有 各 向 等 值 的 球形 压力 
部 分 。 在 下 一 节 中 ,我 们 还 会 对 该 种 黏 性 流体 的 本 构 关系 做 进一步 的 说 明 。 
当 流 体 完 全 没有 历史 记忆 效应 时 ,其 黏 性 应 力 为 0; 如 果 再 引入 热效应 , 则 我 
们 即 得 到 热 弹性 流体 的 本 构 方程 ; 
G=-PC2,T)T (8.1.29) 


8.2 黏 性 流体 


在 8.1 节 中 我 们 已 经 得 到 了 1 阶 Rivlin-Ericksen 黏 性 流体 即 广义 的 Stokes 
黏 性 流体 的 本 构 方程 (8.1. 28) 式 ,如 果 我 们 将 反映 热效应 的 温度 T 也 考虑 进来 ， 
则 可 以 将 其 本 构 关系 表达 为 


o=-p(p,T)I+e (D,P,T) (8.2.1) 
其 中 第 一 项 ~ pCp,T)I 是 流体 静止 时 所 表现 出 的 各 向 等 值 的 球形 应 力 状态 , 故 
p= p(P,T) (8.2.2) 


称 之 为 静水 压力 或 热力 学 压力 , 它 与 介质 的 密度 p 和 温度 T 之 间 的 依赖 关系 ,也 常 
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常 称 之 为 状态 方程 。 第 二 项 
co = 60° (D,p,T) (8.2.3) 
如 8.1 节 中 所 述 ,满足 如 下 条 件 : 
a*=0'(D=0,0,T)=0 (a) 
即 该 项 应 力 e* 是 只 有 在 材料 流动 时 才 会 伴生 的 附加 应 力 状 态 , 称 之 为 黏 性 应 力 ， 
一 般 而 言 人 们 所 关注 的 主要 是 它 与 伸缩 率 张 量 之 间 的 关系 ,因为 它 与 温度 了 的 
关系 只 有 在 较 大 的 温度 范围 内 才 是 比较 明显 的 ,而 与 密度 o 之 间 的 关系 一 般 说 来 
是 很 弱 且 通常 是 可 以 忽略 的 。 
第 一 项 - p(p,T)I 是 永远 自动 满足 构架 无 关 原理 的 要 求 的 ,而 构架 无 关 原 理 
还 要 求 黏 性 应 力 c” (D,2,T) 必 须 是 忆 的 各 向 同性 张 量 函 数 , 即 对 任意 的 正 交 张 
量 Q, 下 式 都 应 成 立 : 
o°(Q:D:Q',p,T)= Q.0°(D,p,T). QT (8.2.4) 
由 第 6 章 中 各 向 同性 张 量 函数 的 表达 定理 , 必 有 
g* (Ds,p,T)= fo Ch sa ,TOT+ f(a, IT)D + falh, Ts,13)D? 
(8.2.5a) 
@=— pl+fo Ch ,7DOI+ 访 On)D+ 户 Trayn)D: (8.2.5b) 
其 中 扩 、 有 i\fi 是 DD 的 三 个 主 不 变量 I; 和 p 及 T 的 函数 。 需 要 说 明 的 是 :由 于 各 
向 同性 流体 对 各 种 等 密度 构 形 而 言 无 优选 构 形 , 即 在 以 任何 等 密度 构 形 为 参考 构 
形 时 其 本 构 关系 完全 相同 , 故 对 各 向 同性 流体 而 言 ,构架 无 关 原 理 同时 也 就 反映 了 
材料 在 任何 构 形 中 的 各 向 同性 要 求 ,换言之 ,各 向 同性 流体 在 任何 构 形 中 都 是 各 向 
同性 的 ,这 与 各 向 同性 固体 只 在 无 焉 斜 构 形 中 才 表 现 出 各 向 同性 是 不 同 的 。 
式 (8.2.5a) 和 式 (8.2.5b) 是 一 般 各 向 同性 黏 性 流体 的 本 构 方程 。 特 别 地 ,在 
式 (8.2.5) 中 令 fo=0, 有 =2p,fo=211=4Dwu ,其 中 和 4 都 与 D 无 关 , 因 而 a* 
为 D 的 线性 函数 时 , 则 可 得 各 向 同性 线性 黏 性 流体 的 本 构 方程 如 下 : 
oa* = ADul +2uD, ¢@ =- pl+ADul +24D (8.2.6) 
可 见 各 向 同性 线性 黏 性 流体 的 本 构 方程 依赖 于 两 个 独立 的 黏 性 系数 4 和 74, 习惯 
上 分 别 将 它们 称 为 第 一 和 第 二 黏 性 系数 ,而 将 此 种 黏 性 流体 称 为 线性 黏 性 流体 或 
牛顿 (Newton) 符 性 流体 ,有 的 书 上 也 将 之 称 为 Stokes 黏 性 流体 ,为 了 术语 的 清晰 
性 ,我 们 不 妨 将 之 称 为 广义 Stokes 黏 性 流体 。 
在 常见 的 流体 力学 教科 书 中 ,人 们 常常 将 线性 的 牛顿 黏 性 流体 的 本 构 方程 写 
为 如 下 形式 ， 
oa = 4(o,T) :D，oj = Am(p,T)Du (8.2.6)" 
其 中 四 阶 张 量 4A(o,T) 称 为 黏 性 张 量 。 从 (任何 构 形 中 的 ) 各 向 同性 的 要 求 出 发 ， 
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容易 证 明 黏 性 张 量 4&(2,T) 必 是 所 谓 的 四 阶 各 向 同性 张 量 , 即 在 任何 的 笛 卡 尔 坐 
标 系 中 其 各 分 量 都 保持 不 变 的 四 阶 张 量 。 可 以 证 明 , 四 阶 各 向 同性 张 量 只 能 具有 
如 下 的 特殊 形式 : 
Aim = A6i6u + (Oud + OBx) + v (Budn ~ udx) (8.2.7) 
将 (8.2.7) 式 代入 (8.2.6)' 式 并 利用 DD 的 对 称 性 ,可 得 
oj = ADudy +2pDs, oy =- pdy+ADudy +2uD; (8.2.8) 
式 (8.2.8) 也 就 是 我 们 在 前 面 由 一 般 各 向 同性 黏 性 流体 线性 化 所 得 到 的 本 构 方程 
(8.2.6) 式 。 各 向 同性 牛顿 黏 性 流体 或 各 向 同性 线性 符 性 流体 依赖 于 两 个 独立 的 


黏 性 系数 上 和)。 
由 (8.2.8) 式 进行 缩 并 ,有 
oj =— 3p + (3X +24) Du (8.2.9) 
所 以 总 的 球形 平均 压力 p 为 
P=- 妾 =p- (+ 呈 r)pue = p+p" (8.2.10) 
其 中 
忆 王 - (4+ 2p)pu (8.2.11) 


而 新 的 黏 性 系数 上 由 下 式 定义 : 


k=)+ 和 6 (8.2.12) 


压力 p 是 蔡 性 流体 静止 时 所 表现 出 的 压力 , 即 静 水 压力 或 热力 学 压力 ;压力 
己 "是 黏 性 流体 运动 时 所 产生 的 附加 压力 , 即 黏 性 压力 ;而 总 的 球形 平均 压力 己 则 
是 运动 中 的 翻 性 流体 所 表现 出 的 总 的 压力 , 故 称 之 为 流体 动力 学 压力 。 式 (8. 2. 
10) 说 明 , 黏 性 流体 的 流体 动力 学 压力 p 由 静水 压力 p 和 待 性 压力 p* 两 部 分 组 成 ; 
式 (8.2.11) 说 明 , 黏 性 压力 p" 与 流体 的 相对 体积 压缩 率 (- divy) = - Du 成 比 


例 ,三 A+ 邹 4 即 是 产生 单位 体积 压缩 率 所 需要 的 压力 , 故 通常 将 上 称 为 体积 医 


性 系数 。 
将 伸缩 率 张 量 DD 分 解 为 球形 部 分 和 偏 量 部 分 D' 之 和 : 


D=#Dul+D, Dw=0 (8.2.13) 
则 式 (8.2.6) 可 化 为 
G* = ADul + 2p (Dal + D’) = 人 十 Sp)pal +2uD’ 
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即 
0* = kDul +24D’ =-p*I+24D’ (8.2.14) 
与 流体 的 黏 性 畸变 率 D' 成 比例 的 张 量 24D“, 既 是 黏 性 应 力 张 量 " 的 偏 量 张 量 ， 
也 是 流体 整个 应 力 张 量 e 的 偏 量 张 量 , 即 
(go') =0 =24D’ (8.2.15) 
称 之 为 黏 性 流体 的 ( 黏 性 ?畸变 应 力 张 量 , 而 相应 地 则 将 第 一 符 性 系数 4 称 为 畸变 
黏 性 系数 。 

式 (8.2.14) 说 明 , 黏 性 应 力 张 量 e* 等 于 黏 性 体积 应 力 张 量 ( - p" IT) 和 ( 黏 性 ) 
畸变 应 力 张 量 2wD' 之 和 。 于 是 ,在 式 (8.2.14) 的 基础 上 再 加 上 静水 应 力 张 量 
〈- Z1) 之 后 , 即 可 得 出 各 向 同性 牛顿 黏 性 流体 的 本 构 方程 如 下 ， 

o =- pl+kDul+24D’ (8.2.16) 
简 言 之 ,各 向 同性 牛顿 藉 性 流体 的 应 力 张 量 e 等 于 球形 的 静水 应 力 张 量 ( - PT) , 球 
形 的 体积 黏 性 应 力 张 量 上 DuaI= - p* 了 与 纯 偏 量 的 畸变 应 力 张 量 24D 之 和 。 

对 大 多 数 黏 性 流体 而 言 ,其 体积 黏 性 压力 p' 常常 是 很 小 以 致 于 可 以 忽略 的 ， 

或 者 说 其 体积 黏 性 系数 远 远 小 于 其 畸变 黏 性 系数 , 即 ky, 于 是 可 设 


k=hA+3n=0 (8.2.17) 


此 时 式 (8.2.16) 成 为 
o =- pp,DT+24(T)D’ (8.2.18) 
我 们 可 以 将 由 本 构 方程 (8.2. 18) 式 所 表达 的 流体 称 之 为 狭义 的 Stokes 黏 性 
流体 ,而 在 一 般 的 流体 力学 教科 书 中 人 们 则 常常 将 其 简单 地 称 之 为 Stokes 黏 性 流 
体 , 对 这 种 黏 性 流体 而 言 ,其 总 的 球形 平均 压力 p 也 就 是 其 静水 压力 p。 


8.3 线性 黏 弹性 体 的 微分 型 本 构 关 系 


随 着 高 分 子 材 料 以 及 复合 材料 的 广泛 应 用 ,加 上 生物 力学 的 兴起 , 黏 弹性 本 构 
关系 的 研究 越 来 越 重要 。 
在 第 5 章 中 我 们 证 明了 ,简单 材料 构架 无 关 形式 的 第 二 类 P-K 应 力 的 本 构 方 
程 可 写 为 (不 考虑 温度 效应 时 ) : 
了 = HE) = $(E,E:) (a) 
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这 里 ,我 们 将 直至 现时 刻 1 为 止 的 应 变 历史 E' 分 解 成 了 现时 值 E 和 过 去 历史 E; 
的 独立 作用 。 设 过 去 历史 一 直 维持 现时 值 , 则 得 材料 的 所 谓 的 平衡 态 响 应 : 


了 CE) 三立 (E,E) (b) 
设 过 去 历史 一 直 无 变形 , 则 得 其 瞬 态 响应 : 
$s,(E)=$(E,0) (©) 


平衡 态 响 应 和 瞬 态 响应 的 存在 是 一 切实 际 材料 的 重要 特性 。 定 义 二 种 附加 应 力 KK 
和 H: 


K(E,E;) = BS(E,E;) - Se(E) (d) 
HCE,E:) = S$(E,E:) - bi(E) (e) 
则 可 有 
= be(E)+ RK(E,E:) (f) 
= $5,(E)+ HE,E:) (g) 
其 中 泛 函 让 和 入 显然 有 性 质 : 
K(E,E) =0, H(E,0)=0 (h) 


(f) 式 说 明 应 力 可 分 解 为 平衡 态 响应 和 附加 应 力 之 和 ,此 附加 应 力 是 由 于 过 去 变形 
偏离 现时 值 E 所 引起 的 ;(g) 式 则 说 明 应 力 亦 可 分 解 为 瞬 态 应 力 和 附加 应 力 之 和 ， 
此 附加 应 力 是 由 于 过 去 变形 不 为 零 所 致 。 由 (f) 式 ,(g) 式 出 发 全 面 讨论 本 构 关系 
需要 引入 泛 函 “大 小 ”以 及 “连续 性 ”等 概念 ,由 于 篇 幅 所 限 , 这 里 不 给 以 一 般 讨论 ， 
而 只 是 从 一 维 黏 弹性 的 弹簧 和 黏 壶 模型 出 发 给 出 微分 型 黏 弹性 本 构 关系 ,从 而 了 
解 黏 弹性 材料 的 性 质 。 这 一 思想 的 产生 是 自然 的 ,因为 材料 的 平衡 态 响 应 和 有 瞬 态 
响应 都 是 由 于 其 弹性 性 质 的 存在 , 而 对 弹性 性 质 的 偏离 则 是 由 于 黏 性 内 耗 散 的 
存在 。 
在 一 维 应 力 状态 下 ,弹性 模 量 为 五 的 线 弹性 材料 本 构 关系 可 表达 为 
o=E (de=do/E) (iD 
该 本 构 关 系 的 特点 是 其 瞬 变 性 和 可 恢复 性 :在 某 一 时 刻 施加 一 定 的 应 力 a 时 ,材料 
在 该 时 刻 立 即便 产生 相应 的 应 变 es = c/E; 撤 去 o 时 ,e 也 便 立即 消失 ,而 恢复 原 
状 。 由 式 (iD 所 表达 的 一 维 线 弹性 本 构 关系 可 以 由 一 个 弹性 模 量 为 E 的 线性 弹簧 
来 表征 。 黏 性 系数 为 7 的 线性 黏 索 模型 ,其 一 维 应 力 的 本 构 关系 可 写 为 
o = 关 (ae = dt) (j) 
该 本 构 关系 的 特点 是 时 间 滞 后 效应 和 流动 性 :在 某 一 时 刻 施加 一 定 的 应 力 c 时 ,只 
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是 使 材料 在 该 时 刻 产 生 一 定 的 应 变 率 上 = 也 ,而 只 有 当 此 应 力 o 持续 时 间 dt 后 才 
可 在 材料 中 产生 一 个 应 变 增 量 de = 也 dt, 只 要 5 维持 ,其 应 变 就 会 以 等 应 变 率 上 


案 也 流动 。 弹簧 模型 和 黏 壶 模型 分 别 对 材料 的 某 种 性 质 给 出 了 最 简单 的 刻画 方 
法 ,而 实际 的 工程 黏 弹性 材料 则 可 视 为 弹性 元 件 和 黏 性 元 件 的 各 种 组 合 ,下 面 我 们 
以 典型 例子 来 加 以 说 明 。 

8.3.1 Maxwell 模型 


图 8.1 中 的 模型 是 弹簧 已 和 黏 壶 ?7 的 串联 模型 , 称 为 Maxwell 模型 。 二 元 件 
上 有 同样 的 应 力 
=oc=o 
和 各 自 的 应 变 e*、e", 而 此 二 者 之 和 等 于 其 总 应 变 : 


e=e te, 二 人 十 人 


图 8.1 Maxwell 模型 


由 于 
ee = 0o/E 
Eee = 0/E = 6o/E 
£1 = 0/7= 0o/7 
所 以 易 得 Maxwell 模型 的 本 构 关系 为 
é (8.3.1) 
或 
oaEt DBD (8.3.2) 


其 中 D = 二 为 微分 算 子 。 
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式 (8.3.2) 在 形式 上 给 出 了 模型 的 应 力 c 和 应 变 s 互 成 比例 的 关系 ,这 样 有 其 
代数 上 的 简洁 性 和 方便 性 ,便于 将 之 作为 一 个 元 件 来 进行 处 理 , 但 在 具体 理解 它们 
时 则 应 以 将 其 中 的 分 母 乘 到 其 左 端 所 得 出 的 式 子 来 理解 之 。 

1. 恒 应 力 下 的 蠕 变 特性 

设 在 t=0* 时 对 材料 突 加 应 力 oo 并 维持 此 应 力 oo 不 变 ,此 后 在 材料 中 所 出 
现 的 应 变 发 展 规律 =(t) 称 为 蠕 变 (creep) 规 律 。 由 于 在 突 加 应 力 c = oo 时 存在 变 
形 滞后 效应 的 黏 性 元 件 7 来 不 及 变形 (e”= 0) ,初始 时 刻 的 应 变 将 完全 集中 在 弹性 
元 件 巨 之 上 (e=e' = oo/E) ,所 以 此 蠕 变 规律 eC1) 可 由 下 列 常 微分 方程 的 初 值 问 
题 而 求 出 : 


:= 加 +m = 四 ，e(0*)= oo/E 
了 了 e(0*) = oo/ 


€ 
E 
解 之 即 可 求 得 恒 应 力 zoH(1) 下 Maxwell 模型 的 蠕 变 解 为 
eCD = (E+ $1) H(t) = Je)oo (8.3.3) 
其 中 H(4) 表 示 从 0* 开始 的 单位 阶梯 函数 ;系数 J.(1) 为 
Je(D) = (让 + = 2 (8.3.3)’ 


表示 在 恒 应 力 ce 作用 之 下 材料 柔 度 随 时 间 而 不 断 增 大 的 规律 , 称 之 为 Maxwell 模 
型 的 蠕 变 柔 度 (creeping compliance) , 它 是 材料 本 身 的 一 种 性 质 。 

式 (8.3.3) 所 给 出 的 Maxwell 材料 的 蠕 变 行为 如 图 8.2(a) 所 示 , 它 表 明 ; 
Maxwell 材料 确实 具有 蠕 变 行为 ,这 在 定性 上 可 以 刻画 高 分 子 材料 的 蠕 变 特性 ;但 
是 它 只 能 以 等 应 变 率 & = co/7 而 蠕 变 , 所 以 不 存在 有 限 的 “平衡 态 应 变 ”, 因 为 在 1 
一 o 时 应 变 将 蠕 变 而 发 展 为 无 穷 大 ,这 又 是 该 模型 不 能 很 好 地 刻画 高 分 子 材料 性 
质 的 缺陷 , 即 该 种 材料 不 存在 有 限 的 平衡 态 应 变 。 

2. 恒 应 变 下 的 应 力 松弛 特性 

设 于 t=0* 时 对 材料 突 加 应 变 ee 并 维持 此 应 变 eo 不 变 ,在 材料 中 所 表现 的 
应 力 发 展 规律 a (+) 称 为 其 应 力 松 弛 (stress relaxation) 规 律 。 由 于 黏 性 元 件 7 变 
形 的 延迟 效应 , 突 加 应 变 eo 在 一 开始 将 完全 集中 于 弹性 元 件 E 之 上 , 故 相当 于 其 
承受 一 个 突 加 应 力 ce = Eeo, 所 以 其 应 力 松弛 规律 e(1) 可 由 下 列 常 微分 方程 的 初 
值 问题 而 求 出 : 


0=a= i ol0*)= eoFE 


a 
E 
由 此 可 求 出 恒 应 变 eoH(1) = 人 BH(D 之 下 Maxweli 材料 的 应 力 松弛 规律 ( 见 图 
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8.2(b)) 为 

ot) = eoEe"'s H(1) = Er(t)eo (8.3.4) 
其 中 量 Ea) 为 

Er(t) = Ee-/H(1) = alt)/eo (8.3.4)7 
表示 保持 恒 应 变 eo。 时 材料 表现 出 来 的 随时 间 而 逐渐 松弛 减少 的 模 量 , 称 之 为 
Maxwell 材料 的 松弛 模 量 ;而 具有 时 间 量 纲 的 时 间 常 数 1, 为 


所 也 (8.3.5) 


称 为 松弛 时 间 (relaxation time)。zs 越 大 (小 ), 材 料 应 力 松弛 得 越 慢 ( 快 ) ,其 数学 
上 的 意义 如 图 8.2(b) 所 示 。 松 弛 时 间 t 是 材料 本 身 的 一 种 性 质 , 它 完 全 刻画 了 
Maxwell 材料 的 应 力 松弛 特性 。 


0 ca 


ms 


R=0 5 
(人 @ 


(a) 
图 8.2 Maxwell 体 的 蝎 变 ,松弛 和 恒 应 变 率 应 力 应 变 曲 线 


由 式 (8.3.4) 和 图 8.2(b) 可 见 :Maxwell 材料 确实 存在 应 力 松弛 现象 ;但 是 1 
一 o 时 材料 的 应 力 会 松弛 至 0, 而 这 一 点 是 与 高 分 子 固体 材料 存在 有 限 的 非 零 平 
衡 态 松弛 应 力 不 相 符合 的 。 

3, 恒 应 变 率 下 的 应 力 应 变 关系 

现在 我 们 来 研究 使 材料 保持 恒 应 变 率 (constant strain rate)e = R 而 变形 时 材 
料 的 应 力 应 变 关系 。 对 Maxwell 材料 突 加 应 力 oo 时 , 由 于 黏 性 元 件 7 的 变形 滞 
后 效应 ,其 全 部 应 变 将 由 弹性 元 件 E 所 承担 并 且 等 于 eo。 = co/E, 以 此 突 加 应 力 co 
和 突 加 应 变 eo = co/E 为 初始 条 件 ,Maxwell 材料 在 恒 应 变 率 = R 之 下 应 力 和 应 
变 的 发 展 规律 将 分 别 由 如 下 常 微分 方程 的 初 值 问题 来 决定 : 


E+ =E=R, o(0)=o0 


E 9 
= R, e(0')= oo/E 
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分 别 解 之 ,可 得 
g(t1) = erw[oo + ERt(e —1)], e= 的 + Ri 


消去 t 即 可 得 出 其 恒 应 变 率 下 的 应 力 应 变 曲线 。 特 别 地 ,对 于 co = 0,eo = oo/E= 
0, 我 们 即 可 由 此 得 出 Maxwell 材料 从 自然 状态 ( 零 应 力 和 零 应 变 ) 出 发 的 恒 应 变 率 
下 的 应 力 应 变 曲线 : 
o = MR[1 -eR] (8.3.6) 

对 于 从 R=0 直至 R= ~ 的 不 同 恒 应 变 率 R, 式 (8.3.6) 所 给 出 的 应 力 应 变 曲 线 如 
图 8.2(c) 所 示 。 值 得 注意 的 是 :各 条 便 应 变 率 下 的 应 力 应 变 曲 线 在 e = % 时 的 渐 
近 线 分 别 为 不 同 的 水 平 线 c= 7R ,但 是 它们 在 坐标 原点 处 的 斜率 却 都 等 于 do/de 
=E( 只 有 R=0 时 的 情况 例外 ,此 种 情况 下 的 应 力 应 变 曲 线 为 c= 0)。 

由 以 上 的 分 析 结 果 可 见 ,Maxwell 模型 可 以 以 一 定 的 方式 反映 出 应 变 率 对 材 
料 应 力 应 变 曲线 的 影响 , 随 着 应 变 率 的 提高 ,材料 的 应 力 应 变 曲线 有 上 升 的 趋势 。 


8.3.2 ”Voigt 模型 


如 图 8.3 所 示 的 弹簧 E 和 黏 这 3? 并 联 的 模型 称 为 Voigt 模型 。 二 元 件 上 有 相 
同 应 变 。: 
E= ee= et 


而 各 自 应 力 a*、o" 之 和 等 于 其 总 应 力 : 


0 =ac+on 

oo 

og 

ol 

图 8.3 Voigt 模型 

由 于 
o= FE:=F, or=R= 灾 
所 以 易 得 Voigt 材料 的 本 构 方 程 为 


o=F+ (8.3.7) 
或 
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o= (E+7D)e, ¢€ (8.3.8) 


1. 恒 应 力 下 的 蠕 变 特性 

设 在 t=0* 时 对 材料 突 加 以 恒 值 应 力 me, 7 元 件 的 变形 延迟 效应 将 使 得 初始 
时 刻 的 应 变 e” (0* ) = e(0* ) =0, 于 是 恒 应 力 oo 之 下 的 蠕 变 解 将 由 如 下 常 微分 方 
程 的 初 值 问题 来 确定 : 


a 1 
= E+ 


oo0o=E+ 交 ,，e(0*)=0 
解 之 即 可 得 恒 应 力 ooH(1) 之 下 的 蠕 变 解 为 
ECr) = 加 G1 -ee 和 JH(1) = Je(Ct)oo (8.3.9) 


其 中 蠕 变 柔 度 为 


(ho) 
E 


J.(1) = el(t)/o0 (8.3.9)" 


而 具有 时 间 量 纲 的 时 间 常 数 + 为 
tr= 7/E (8.3.10) 
称 为 推迟 时 间 (retardation time) ,作为 材料 参数 它 完全 刻画 了 Voigt 材料 的 蠕 变 
行为 。 式 (8.3.9) 和 推迟 时 间 的 几何 意义 如 图 8.4(a) 所 示 。 如 果 在 应 变 蠕 变 至 某 
一 值 es: 的 时 刻 突然 将 应 力 印 载 至 零 , 则 此 后 的 应 变 肾 变 规律 将 是 如 下 常 微分 
方程 初 值 问题 的 解 : 
0=c= 开 + 大 en) =e 
容易 解 出 此 后 继 的 蠕 变 解 为 
E = E16 TH 
2. 恒 应 变 下 的 应 力 松弛 特性 
将 e = eoH(1) 代 入 本 构 方程 (8.3.7) 式 之 中 , 即 可 得 到 其 人 恒 应 变 eoH(1) 之 下 
的 应 力 松弛 解 如 下 : 
o = Eeo H(1) + Neod(t) (8.3.11) 
其 中 6(D) 为 6 函数 , 它 的 值 处 处 为 0 而 只 在 起 始 时 刻 + = 0 处 具有 值 “。 式 
(8.3.11) 的 几何 意义 如 图 8.4(b) 所 示 。 式 (8.3.11) 表 明 :只 有 在 初始 时 刻 突 加 无 
穷 大 的 应 力 才 可 使 得 材料 获得 有 限 值 的 应 变 ,而 突 加 有 限 的 应 力 时 只 能 使 材料 产 
生 零 应 变 ,这 一 点 正 是 由 弹性 元 件 和 黏 谈 元 件 并 联 而 成 的 Voigt 模型 的 特点 。 式 
(8.3.11) 还 表明 :在 恒 应 变 eoH(1) 之 下 ,Voigt 材料 的 应 力 保持 常数 而 并 不 产生 
应 力 松弛 ,所 以 Voigt 材料 作为 一 种 模型 虽然 可 以 较 好 地 刻画 材料 的 蠕 变 行为 ,但 
是 却 无 法 很 好 地 刻画 高 分 子 材料 所 存在 的 应 力 松弛 现象 。 
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在 C2 f 


(a) (b) (©) 
图 8. 4 Voigt 体 的 里 变 、 松 弛 和 恒 应 变 率 应 力 应 变 曲 线 


3. 恒 应 变 率 下 的 应 力 应 变 关系 
由 Voigt 材料 的 本 构 关 系 (8.3.7) 式 立即 可 得 其 恒 应 变 率 & = R 下 的 应 力 应 
变 关系 为 
o=E+R (8.3.12) 
以 R 为 参数 所 表达 的 应 力 应 变 曲 线 示 于 图 8.4(c) 之 中 ,可 以 看 到 , 随 着 应 变 
率 的 提高 ,材料 应 力 应 变 曲线 有 越 来 越 升 高 的 趋势 。 


8.3.3 ”标准 线性 黏 弹性 模型 (Kelvin 模型 ) 


如 前 所 述 ,Maxwell 材料 能 定性 地 反应 材料 在 等 应 力 下 的 应 变 里 变 行为 ,但 是 
蠕 变 结果 的 平衡 态 应 变 却 等 于 无 穷 大 , 即 材料 不 存在 有 限 的 平衡 应 变 ;Maxwell 模 
型 能 较 好 地 刻画 材料 在 等 应 变 下 的 应 力 松弛 行为 ,但 是 应 力 松弛 却 为 零 , 即 材料 不 
存在 有 限 的 平衡 态 应 力 。Voigt 材料 能 较 好 地 刻画 材料 在 等 应 力 下 的 应 变 蠕 变 行 
为 ,而 且 蠕 变 结果 的 平衡 态 应 变 为 有 限 值 , 即 材料 可 存在 有 限 的 平衡 态 应 变 ; 但 是 
Voigt 材料 却 不 能 很 好 地 刻画 材料 在 等 应 变 下 的 应 力 松弛 行为 ,因为 在 等 应 变 之 
下 它 并 不 发 生 应 力 松弛 现象 ,而 且 有 限 的 瞬 态 应 力 并 不 能 在 材料 中 产生 有 限 的 肯 
态 应 变 。 以 上 的 两 种 模型 虽然 都 能 在 一 定 程度 上 反映 应 变 率 对 材料 应 力 应 变 曲 线 
的 影响 ,但 却 都 是 比较 粗浅 的 。 为 了 能 够 更 全 面 地 刻画 高 分 子 材料 的 量变 行为 .应 
力 松弛 行为 以 及 应 力 应 变 关系 的 应 变 率 效应 ,人 们 又 引入 了 各 种 更 复杂 的 材料 
模型 。 

图 8.5(a) 和 图 8. 5(b) 表 示 的 模型 称 为 标准 线性 黏 弹性 模型 ,现在 我 们 来 导出 
它们 的 本 构 方程 。 利 用 Maxwell 模型 的 本 构 方程 (8.3.2) 式 和 Voigt 模型 的 本 构 
方程 (8.3.8) 式 ,对 图 8.5(a) 和 图 8.5(b) ,我 们 可 分 别 有 
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图 8.5 ”标准 线性 黏 弹性 模型 
将 以 上 两 式 展开 ,可 分 别 将 它们 写 为 如 下 形式 的 本 构 方程 : 


5+ 且 。- (Eo + EVi+ BoEe (8.3.13a) 
Nn Nn 
So Es = Et+ pe (8.3.13b) 
1 


对 比 式 (8.3.13a) 和 式 (8.3.13b) 可 见 ,只 要 它们 的 材料 参数 间 有 如 下 的 关系 : 
Eo = E+E=b 


EE _ EF_, 
办 
Eo+E’ _E_ 
看 eh 


则 式 (8.3.13a) 和 式 (8.3.13b) 便 重合 了 。 采 用 新 的 材料 参数 co bo 和 bi ,可 将 式 
(8.3.13a) 和 式 (8.3.13b) 统 一 地 写 为 如 下 形式 : 
gt+aoo = bié + boe (8.3.14) 
还 有 一 些 元 件 的 组 合 也 可 归结 为 形 如 (8.3.14) 式 的 一 阶 微分 型 本 构 关系 ,所 
有 这 些 材料 都 称 为 标准 线性 黏 弹性 材料 或 Kelvin 材料 。 由 于 (8.3.14) 式 中 含有 
三 个 独立 的 材料 常数 ,故我 们 也 可 以 将 它们 写 为 如 下 方程 中 的 任何 一 个 : 
s+£= Ee + Ee (8.3.15) 


tiot+o= E(tre +e) (8.3.16) 
在 式 (8.3.15) 和 式 (8.3.16) 中 ,各 有 三 个 新 的 独立 材料 常数 E。、Ei、t, 和 E。、t:、 
ts。 对 比 以 上 两 式 , 易 见 四 个 材料 常数 E;、E。、t,、t: 之 间 存 在 如 下 关系 : 
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Et: = Eits (8.3.17) 
故 它 们 之 中 只 有 三 个 是 独立 的 。E; 是 突 加 应 力 和 应 变 (5 = % ,& = % ) 时 材料 表现 
出 的 弹性 模 量 ,E; = 5/e = do/de , 故 称 为 姐 态 弹性 模 量 ;E。 是 平衡 态 之 下 (5 = 0,é 
=0) 时 材料 表现 出 的 弹性 模 量 , E。 = 二 , 故 称 为 平衡 态 弹性 模 量 。 可 以 证 明 : (8.3. 


16) 式 规定 的 材料 在 恒 应 力 下 的 蠕 变 行为 . 恒 应 变 下 的 应 力 松弛 行为 以 及 从 自然 状 
态 出 发 的 恒 应 变 率 R 下 的 应 力 应 变 关系 分 别 为 


=% i 

elD = 名 [1+E.( 言 计 )s ] (8.3.18) 
oD = Eeeo[1+ 寺 CE- Ee | (8.3.19) 
ole) = Ece + (E; -已 )Rt(l- ervan) (8.3.20) 


事实 上 , 恒 应 力 oo 之 下 的 蠕 变 行为 可 由 如 下 常 微分 方程 的 初 值 问题 求 得 : 
ao = Eo(te+e)，e(0 ) = oo/E; 
解 之 , 即 可 得 蠕 变 规律 (8.3.18) 式 。 恒 应 变 eo 之 下 的 应 力 松弛 行为 可 由 如 下 常 微 
分 方程 的 初 值 问 题 求 得 : 


+E o(0* )= Eieo 


解 之 , 即 可 得 应 力 松 弛 规律 (8.3.19) 式 。 从 自然 状态 出 发 的 恒 应 变 率 R 下 的 应 力 
应 变 关系 可 由 如 下 常 微分 方程 的 初 值 问 题 求 得 : 

E=R, e(0')=0; e=Rt 

G+ + 中 = ER+ ER (0:) =0 
解 之 并 消去 t, 即 可 得 恒 应 变 率 R 下 的 应 力 应 变 关系 (8.3.20) 式 。 

式 (8.3.18) . 式 (8.3.19) , 式 (8.3.20) 分 别 如 图 8.6(a) .图 8.6(b)、 图 8.6(c) 
所 示 。 由 此 三 式 以 及 此 三 图 可 见 ,具有 时 间 量 纲 的 参数 t, 和 1; 分 别 代表 应 变 蠕 变 
中 的 推迟 时 间 和 应 力 松弛 中 的 松弛 时 间 。 同 时 还 可 发 现 , 此 种 材料 同时 具有 有 限 
的 瞬 态 响应 和 有 限 的 平衡 态 响应 :材料 的 蠕 变 规律 由 其 有 限 的 瞬 态 应 变 oo/E; 最 
后 里 变 为 有 限 的 平衡 态 应 变 co/E。, 材 料 的 应 力 松 弛 规律 由 其 有 限 的 瞬 态 应 力 
Eieo 最 后 松弛 为 有 限 的 平衡 态 应 力 Eee。 此 外 我 们 还 可 发 现 此 种 材料 确实 存在 
着 应 力 应 变 关系 的 应 变 率 效 应 :对 应 R = 0, 我 们 得 到 准 静 态 的 弹性 本 构 关系 
og= Eee, 随 着 应 变 率 R 的 增 大 ,具有 非 线性 特征 的 应 力 应 变 曲线 逐渐 上 升 , 当 应 变 
率 R 趋 于 无 穷 大 时 ,我 们 即 得 到 突 加 的 瞬 态 弹性 本 构 关系 c = Eie, 而 每 一 条 恒 应 
变 率 R>0 的 应 力 应 变 曲线 在 原点 处 的 斜率 都 等 于 其 瞬 态 弹性 模 量 已 。 
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图 8.6 标准 线性 葵 弹 性 体 的 蝎 变 松弛 和 恒 应 变 率 应 力 应 变 曲 线 


由 以 上 的 分 析 总 结 可 以 看 出 :标准 线性 黏 弹性 材料 总 体 上 可 以 比较 全 面 地 刻 
画 高 分 子 材料 的 黏 弹性 变形 特征 ,不 失 是 一 种 简洁 和 有 效 的 线性 黏 弹性 本 构 关系 。 
但 是 , 它 也 存在 缺点 ,这 就 是 它 只 含有 一 个 松弛 时 间 和 推迟 时 间 。 为 此 人 们 又 提出 
了 一 些 新 的 线性 黏 弹性 本 构 关系 。 


8.3.4 广义 Maxwell 模型 和 广义 Voigt 模型 


为 了 能 够 包括 多 个 松弛 时 间 , 人 们 所 提出 的 第 一 类 线性 黏 弹性 本 构 模 型 是 所 
谓 的 广义 Maxwell 模型 , 它 是 由 若干 个 Maxwell 体 并 联 ,同时 又 和 某 一 弹簧 并 联 
而 构成 的 , 见 图 8. 7(a) 。 附 加 一 个 并 联 弹 筑 是 为 了 保证 材料 具有 有 限 的 ( 非 零 ) 松 
弛 应 力 。 


图 8.7 广义 Maxwell 体 和 广义 Voigt 体 模型 


如 果 我 们 把 应 变 和 应 力 分 别 与 电压 和 电流 相 类 比 的 话 , 则 力学 元 件 的 柔 度 和 
模 量 便 分 别 与 电学 元 件 的 电阻 和 电导 相对 应 。 下 面 我 们 就 以 此 种 思想 为 指导 ,并 
以 Maxwell 体 和 Voigt 体 的 已 有 结果 为 基础 来 进行 讨论 。 

一 个 Maxwell 体 的 应 力 松 弛 规律 为 
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og = ooeoe = Feve (s = 斌 ) 
其 松弛 模 量 为 
ED = LD = Ee 
由 众多 子 元 件 并 列 而 成 的 广义 Maxwell 体 的 松弛 模 量 应 该 等 于 各 子 元 件 松弛 模 量 
之 和 , 即 
ECD = E+ DE (8.3.21) 


其 中 Ex、tu = 起 了 (KE= 1,2,…,m) 分 别 为 各 子 Maxwell 元 件 的 模 量 、 松 弛 时 间 


和 黏 性 系数 , Eo 为 附加 并 联 弹簧 的 模 量 。 广 义 Maxwell 体 的 应 力 等 于 各 并 联 子 元 
件 的 应 力 之 和 , 故 其 应 力 松弛 规律 为 


ao = oo + 2 = eoEo + eo 2) Ere (> = 娘 ) 


广义 Maxwell 体 的 本 构 关系 可 由 a = oo + 3 和 Maxwell 体 的 本 构 关系 (8.3.2) 
式 而 得 到 : 


a ED 
o= [E+ > Es (8.3.22) 
将 形式 上 的 方程 (8.3.22) 式 展开 , 即 为 一 个 包含 直至 o 及 e 的 n 阶 时 间 导 数 的 常 


微分 方程 。 
广义 Maxwell 体 包含 了 nn 个 松弛 时 间 tw ,但 这 些 松弛 时 间 是 各 自 离散 的 ,我 们 


可 以 视 Eke 直 为 松弛 时 间 为 tu 的 Maxwell 子 元 件 对 松弛 模 量 的 贡献 .如 果 我 们 设 
想 材料 所 包含 的 松弛 时 间 越 来 越 多 而 且 趋 近 于 连续 分 布 , 则 可 假设 在 松弛 时 间 间 
隔 [ts,ts + dts] 上 的 元 件 对 松弛 模 量 的 贡献 为 GCt)ei dt,, 则 松弛 时 间 在 [0, %) 
上 所 有 元 件 所 引起 的 松弛 模 量 将 为 | ”G(t,)eidt,, 再 加 上 吸 态 元 件 E 的 贡献 , 即 
可 得 到 连续 谱 的 广义 Maxwell 体 的 松弛 模 量 为 

E(t1) = Eo + GOVe na, (8.3.23) 
其 中 G(1,) 称 为 松弛 谱 密 度 或 简称 松弛 谱 , 它 完全 是 黏 弹 性 材料 本 身 的 性 质 ,其 意 


义 是 分 布 在 单位 松弛 时 间 段 上 的 模 量 。 
图 8.7(b) 所 示 模 型 称 为 广义 Voigt 体 , 它 是 由 一 系列 Voigt 体 和 一 个 弹簧 捉 
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联 而 成 的 。 附 加 串联 一 个 弹簧 是 为 了 保证 材料 在 有 限 应 力 的 作用 之 下 可 以 存在 有 
限 而 非 零 的 瞬 态 应 变 。 


由 于 附加 弹簧 的 柔 度 为 yo = 寺 ; 各 Voigt 体 的 柔 度 和 蠕 变 柔 度 分 别 为 Ju = 


庆 和 J4(1 -et)(k =1,2,…,n), 其 中 ta = 闫 为 第 k 个 Voigt 体 的 推迟 时 间 , 而 
在 恒 应 力 ce 作用 之 下 广义 Voigt 体 的 蠕 变 柔 度 Je 等 于 各 捉 联 子 元 件 蠕 变 柔 度 之 
和 , 故 有 

J = 起 + 了 起 G- 吧 ) = 人) (8.3.24) 


由 e = eo 二 Se 以 及 Maxwell 体 和 Voigt 体 的 本 构 方程 (8.3.2) 式 (8.3.8) 式 ， 
可 以 得 到 广义 Voigt 体 的 本 构 关系 : 
e = [车 +> Einob (8.3.25) 
将 之 展开 , 即 可 得 到 一 个 包含 直至 o 及 e 的 n 阶 时 间 导 数 的 常 微分 方程 。 
与 前 面 的 叙述 类 似 ,也 可 以 引 人 有 连续 谱 特 性 的 广义 Voigt 体 ,其 蠕 变 柔 度 为 
J = +) DA -ei dr (8.3.26) 


其 中 的 函数 J(1) 称 之 为 材料 的 蠕 变 谱 密 度 或 简称 蠕 变 谱 , 它 也 是 材料 本 身 的 
性 质 。 


8.4 线性 黏 弹性 体 的 积分 型 本 构 关 系 


在 8.3 节 中 我 们 引入 了 若干 类 型 的 线性 黏 弹性 本 构 关系 ,并 分 别 讨论 了 它们 
在 恒 应 力 下 的 蠕 变 行为 . 恒 应 变 下 的 应 力 松 弛 行为 以 及 应 力 应 变 关系 的 应 变 率 效 
应 。 在 那里 所 引入 的 各 种 类 型 的 线性 黏 弹性 本 构 关 系 都 是 微分 形式 的 本 构 关系 ， 
此 节 我 们 将 从 效应 释 加 的 概念 出 发 ,来 讨论 线性 蒜 弹 性 材料 的 积分 型 本 构 关系 。 
任意 的 应 力 和 应 变 历 史 都 可 以 看 成 是 一 系列 阶梯 形 脉 冲 的 又 加 ,如 图 8.8 中 
的 应 变 历史 可 写 为 
el(1) = DAexH(t -11') (8.4.1) 
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根据 8.3 节 中 所 讲 的 恒 应 变 下 材料 
应 力 松弛 的 概念 ,我 们 可 假设 在 历史 
上 时 刻 t 所 产生 的 每 一 应 变 增 量 
Ask 对 现时 刻 1 所 引起 之 应 力 贡献 
Ack 按 规律 
Aok = Aexg(t — tx’) 
(8.4.2) 
而 发 生 应 力 松弛 ,其 中 函数 g (1 - 
tk) 为 松弛 模 量 , 它 随 着 流逝 时 间 r 
=t 一 tx 而 松弛 。Boltzmann 提出 
so 了 一 个 对 各 历史 时 间 间 隔 上 的 效应 
可 进行 登 加 的 所 谓 Boltzmann 短 加 原理 ,将 之 应 用 到 历史 上 各 应 变 增 量 对 现时 刻 
t 应 力 的 贡献 , 则 可 以 写 为 
ot) = DAor = DAerg(t — 14) (8.4.3) 
对 现时 刻 t 之 前 整个 历史 (- % , !] 各 微 间 隔 上 的 响应 进行 积分 全 加 , 即 可 得 黏 弹 
性 材料 的 积分 型 本 构 方程 为 


oD) = | gC- tat) dr (8.4.4) 
引入 流逝 时 间 
r=t-t (8.4.5) 
则 (8.4.4) 式 可 写 为 
oD) = | gC dr (8.4.4)" 


式 (8.4.4) 和 式 (8.4.4) 即 是 线性 黏 弹性 材料 的 Boltzmann 积分 型 本 构 关系 ， 
请 注意 两 式 中 的 2(1) = (tr) 都 是 对 自 变 量 1' 求 导 。 对 式 (8.4.4)' 进 行 分 部 
积分 ,并 假定 


g(%) = 0 (记忆 减退 ) (8.4.6) 
则 可 将 之 化 为 如 下 形式 : 
cCD = 8(D)e(O + | Belt -pdr = gOVelD + | Bedr 
(8.4.7) 


这 就 是 积分 型 线性 符 弹 性 本 构 关 系 的 常见 形式 ,其 中 的 积分 是 以 流逝 时 间 + 为 积 
分 变量 而 进行 积分 的 。 
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式 (8.4.7) 中 的 第 一 项 8(0)e(t) 表 示 时 刻 上 的 应 变 e(1) 以 瞬 态 模 量 8(0) 所 
引起 的 应 力 , 为 瞬 态 响应 ,而 第 二 项 则 表示 t 以 前 的 应 变 历 史 e'(r)= el(t 一 +) 共 
同 对 现时 刻 应 力 的 贡献 。g(7) 称 为 松弛 模 量 ,可 直接 通过 实验 或 者 通过 某 种 理论 
模型 而 确定 之 。 例 如 , 当 我 们 分 别 假定 g(r) 具 有 如 下 的 离散 松弛 谱 和 连续 松弛 谱 
形式 ， 


8(Cr) = 8e+ DE 


8(Cr) = get jo )ez dt， 


时 ,将 之 代 人 (8.4. 7) 式 中 则 可 分 别 得 出 对 应 应 离散 松弛 谱 和 连续 松弛 谱 形式 的 本 构 
关系 。 

将 以 上 的 论述 推广 至 复杂 应 力 状态 时 ,(8.4.4) 式 和 (8.4.7) 式 中 的 松弛 模 量 
8 将 成 为 四 阶 的 松弛 模 量 张 量 M, 于 是 (8.4.4) 式 和 (8.4.7) 式 的 一 般 张 量 形式 为 


oD = | MO- :a dr (8.4.8) 


oD = MOO) :alD + | Mn :endr (8.4.9) 


0 
对 于 一 般 的 情况 (即使 松弛 模 量 M 为 完全 对 称 的 四 阶 张 量 ) ,它们 所 表达 的 仍然 是 
各 向 异性 的 线性 黏 弹性 本 构 关系 ; 而 当 松弛 模 量 M 为 各 向 同性 的 四 阶 张 量 时 , 即 
它们 的 任意 分 量 都 与 坐标 系 选取 无 关 时 ,它们 所 表达 的 材料 才 为 各 向 同性 黏 弹性 
本 构 关系 (请 读者 思考 之 ) 。 各 向 同性 四 阶 张 量 的 表达 式 为 
Mim = Mu +HACOa6i + Ookr)+7YCOuaor -Sonk) (8.4.10) 
将 之 代 人 (8.4.8) 式 和 (8.4.9) 式 之 中 可 分 别 得 


oD = a en dd + | 2p 1) Crddr (8.4.11) 


o(1) = AC(0)em(t)T +2p(0)e(t) + | (Ceh ol +2kr) e'(r)}dr 
0 


(8.4.12) 
其 中 的 工 表示 二 阶 单位 张 量 。 
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习 题 


8.1 试 对 如 图 ( 题 8.1 图 ) 模 型 求 出 其 本 构 关系 ,并 求 出 其 瞬 态 杨 氏 模 量 E;、 
静态 杨 氏 模 量 E.、 推 迟 时 间 t;、 松 弛 时 间 ts; 求 出 其 恒 应 力 co 五 (!) 下 的 蠕 变 行为 、 
恒 应 变 eoH(1) 下 的 松弛 行为 . 恒 应 变 率 = R 下 的 应 力 应 变 关系 o(e)。 


—Cm 


E 办 
题 8.1 图 


8.2 试 由 Maxwell 体 的 应 力 松 弛 模 量 表达 式 E.(1) = Ee "和 Bolzmann 
全 加 原理 , 写 出 Maxwell 体 的 积分 型 本 构 关系 ,并 由 此 出 发 导出 其 微分 型 本 构 
关系 。 

8.3” 试 由 Voigt 体 的 蠕 变 柔 度 表 达 式 J.(1) = 二 Bolzmann 亚 加 


原理 , 写 出 Voigt 体 的 积分 型 本 构 关系 ,并 由 此 出 发 导出 其 微分 型 本 构 关系 。 

8.4 设 材料 的 松弛 模 量 E.(1) 是 时 间 1 的 碱 函数 ,其 蠕 变 柔 度 J.(t) 是 时 间 
t 的 增 函 数 。 试 证 明 : E.(1)J.(1)<<1。 

8.5 ”对 标准 线性 黏 弹性 材料 , 试 求 出 其 蠕 变 行为 (8. 3.18) 式 、 应 力 松弛 行为 
(8.3.19) 式 \、 恒 应 变 率 下 的 应 力 应 变 关 系 (8.3.20) 式 。 
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9.1 超 应 力 型 的 黏 塑性 本 构 关 系 


9.1.1 黏 塑 性 材料 的 概念 


在 第 7 章 中 我 们 介绍 了 弹 塑性 材料 及 其 本 构 关 系 , 弹 塑性 材料 的 基本 特点 是 : 
材料 存在 着 一 个 明显 的 屈服 极限 (在 复杂 应 力 之 下 即 是 材料 存在 着 一 个 明显 的 届 
服 面 ), 当 材料 的 应 力 状态 低 于 其 届 服 极限 (或 位 于 届 服 面 之 内 ) 时 ,材料 只 发 生 瞬 
态 和 可 逆 的 弹性 变形 ,而 当 材料 达到 或 超过 其 屈服 极限 (或 达到 届 服 面 之 上 ) 时 , 材 
料 将 在 产生 弹性 变形 的 同时 还 将 产生 伴随 而 生 的 不 可 逆 塑 性 变形 。 我 们 将 这 种 材 
料 称 之 为 “ 弹 塑性 材料 "因为 它 的 届 服 极限 (或 屈服 面 ) 是 与 其 加 载 速率 或 应 变 率 
无 关 的 。 但 是 ,实验 证 明 :除了 少数 的 金属 材料 (例如 纯 铝 ) 其 届 服 应 力 与 应 变 率 基 
本 无 关 以 外 ,大 多 数 材料 的 屈服 应 力 是 与 应 变 率 有 着 明显 的 依赖 关系 的 ,这 就 是 材 
料 届 服 应 力 和 塑性 变形 的 应 变 率 效应 ,我 们 将 这 种 届 服 应 力 和 塑性 变形 发 展 具有 
应 变 率 效应 的 材料 称 之 为 黏 塑性 材料 。 绝 大 多 数 的 材料 具有 所 谓 的 正 应 变 率 敏感 
特性 , 即 届 服 应 力 随 着 应 变 率 的 提高 而 提高 ,例如 0.22% 碳 含量 的 低 碳 钢 应 变 率 
为 E=200s-: 时 其 屈服 应 力 5. 76 x 108 Pa 约 是 准 静 态 E=10-3 s-! 时 届 服 应 力 
2.71x108 Pa 的 2 倍 还 多 (Clark 和 Duwez) ;而 极 少数 材料 具有 所 谓 的 负 应 变 率 敏 
感 特性 , 即 届 服 应 力 随 着 应 变 率 的 提高 而 降低 ,例如 铝 锂 合金 在 应 变 率 为 & = 
2.5x10?S 时 其 (应 变 s 为 0. 15 的 ) 届 服 应 力 4. 5 x 10s Pa 仅 是 准 静 态 
e=10-3s 时 (应 变 s 为 0.15 的 ) 届 服 应 力 6.0X10s Pa 的 3/4 左右 。 许 多 研究 者 
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通过 不 同 的 实验 还 研究 了 一 些 材料 在 复杂 应 力 状态 之 下 的 届 服 面 与 应 变 率 的 关 
系 ,结果 也 表明 大 多 数 材 料 的 屈服 面 都 是 与 应 变 率 明显 有 关 的 。 因 此 ,在 第 7 章 中 
我 们 所 介绍 的 弹 塑 性 材料 的 本 构 关 系 只 有 对 那些 应 变 率 不 敏感 的 材料 ,或 者 当 我 
们 所 研究 的 问题 中 应 变 率 范围 变化 不 大 而 将 此 应 变 率 范围 中 的 平均 屈服 面 作为 其 
届 服 面 时 才 是 近似 适用 的 ,而 对 大 多 数 应 变 率 敏感 的 材料 则 必须 采用 本 章 所 介绍 
的 黏 塑 性 材料 的 本 构 关系 。 


9.1.2 不 考虑 应 变 硬化 效应 时 的 一 维 应 力 黏 塑性 本 构 关系 


以 一 维 应 力 条 件 下 的 有 关 实验 数据 为 基础 ,人 们 提出 了 一 系列 不 同形 式 的 黏 
塑性 本 构 关系 ,借以 反映 不 考虑 应 变 硬化 效应 时 的 材料 届 服 应 力 o 与 应 变 率 之 
间 的 依赖 关系 ,其 常见 的 代表 形式 为 如 下 两 种 : 

a =1+ 人 (和 六 =1+(E)” (y=2) (9.1.1a) 


ao E0 €0 


a aln( 寺 ) (9.1.2a) 


oo 

其 中 y=1/n、4 为 无 量 纲 常数 ,具有 应 力量 纲 的 常数 oo 对 于 (9.1. 2a) 式 而 言 表示 
准 静 态 常 应 变 率 条 件 & = eo( 例 如 10 s™!) 下 材料 的 届 服 应 力 ,而 对 于 (9.1.1a) 式 
而 言 20o 则 表示 准 静 态 常 应 变 率 条 件 E = eo( 例 如 10-3 s 1) 下 材料 的 届 服 应 力 。 
由 于 y 和 4 分别 表示 双 对 数 平面 Inc/oo 一 ln/se 和 单 对 数 平面 c/oo 一 Ins/to 上 
的 斜率 , 即 

= dln(o/oo -1) 

d(lne/eo) 

_ _d(Ca/ao) 

~ dCné/éo) ey 
所 以 y 和 # 是 表明 材料 届 服 应 力 随 应 变 率 提高 而 如 何 提高 的 特性 参数 ,可 称 之 为 
在 各 自 意义 下 的 材料 屈服 应 力 的 应 变 率 敏 感 因 子 。 由 此 二 式 可 见 , 对 一 定 的 y 和 
4 而 言 ,只 有 当 应 变 率 有 量 级 上 的 改变 时 , 届 服 应 力 才 会 有 较 明显 的 改变 。 从 式 
(9.1.1a) 和 式 (9.1.2a) 本 身 看 ,它们 都 是 表明 了 材料 在 动态 高 应 变 率 。 之 下 的 届 
服 应 力 o 与 准 静态 加 载 s。 时 屈服 应 力 oo 之 间 的 关系 ;但 是 另 一 方面 , 式 (9. 1. 1a) 
和 式 (9.1.2a) 可 分 别 写 为 


让 (=2)” = (一 (9.1.1b) 


(9.1.1c) 
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三 =e xp[ 寺 (二 2)] (9.1.2b) 


€o 


式 (9.1.1b) 表 明 应 变 率 是 相对 超 届 服 应 力 力 “ 的 笃 函 数 ,而 式 (9.1.2b) 则 表明 


应 变 率 是 相对 超 届 服 应 力 。 开 的 指数 函数 , 故 它们 都 简称 为 超 应 力 (over stress) 


型 的 黏 塑 性 本 构 关系 。 这 就 给 出 了 式 (9.1.1) 和 式 (9.1.2) 的 另 一 种 解释 , 即 黏 塑 
性 材料 的 应 变 率 是 超 应 力 的 某 种 函数 。 

显然 ,我 们 可 以 将 式 (9.1.1b) 和 式 (9.1.2b) 加 以 推广 而 写 出 更 一 般 形 式 的 超 
应 力 型 的 黏 塑 性 本 构 关系 如 下 : 


主 =g (2) (9.1.3) 


€0 oo 
超 应 力 的 函数 g 的 不 同 具体 形式 即 反 映 了 不 同 的 材料 黏 塑性 特性 。 由 于 材料 的 弹 
性 应 变 是 可 逆 的 和 瞬 态 发 生 的 ,而 且 远 小 于 其 不 可 逆 的 符 塑 性 应 变 ( 既 有 塑性 变形 
的 不 可 逆 特 征 , 又 有 应 变 率 效应 引起 的 黏 滞 性 特征 , 故 称 之 为 黏 塑 性 应 变 , 见 下 面 
对 式 (9.1.6) 的 解释 ), 所 以 材料 的 弹性 应 变 率 对 材料 的 届 服 应 力 的 影响 是 很 小 的 ， 
而 所 谓 的 应 变 率 效应 主要 表现 在 黏 塑性 应 变 率 对 其 届 服 应 力 的 影响 上 ,所 以 可 以 
将 (9.1.3) 式 改写 为 


外- s(<=e) (9.1.4) 


oo 
式 (9.1.4) 就 是 人 们 在 理论 上 所 常用 的 超 应 力 型 黏 塑性 本 构 关系 。 之 所 以 采 
用 式 (9.1.4) 的 形式 ,还 因为 在 复杂 应 力 状态 下 含 内 变量 的 本 构 关系 理论 中 ,人 们 
常常 是 把 内 变量 的 演化 率 取 为 塑性 应 变 率 张 量 的 某 种 一 次 齐 次 函数 ,同时 又 把 复 
杂 应 力 状态 下 的 所 谓 应 变 率 通常 就 取 为 等 效 塑性 应 变 率 。 由 于 
Eee 二 gp = + e = 和 EE: ti = 羡 (9.1.5) 
由 (9.1.4) 式 和 (9.1.5) 式 可 得 
Et+ip= 羡 +tog( 52) (9.1.6) 


式 (9.1.6) 就 是 人 们 所 常用 的 一 维 应力 条 件 下 的 黏 塑性 本 构 关系 的 一 般 形式 ， 
称 之 为 CokomropcrkHi 黏 塑性 本 构 模 型 。 黏 塑性 本 构 关系 (9.1.6) 式 与 如 下 的 弹性 
和 弹 塑性 本 构 关 系 : 
{ 6 = 6o/E, er? = 6a/E?, 
= 6/E” (E、E? 和 Em 分 别 是 弹性 、 塑 性 和 弹 塑 性 模 量 ) 
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的 根本 区 别 在 于 :(9.1.7) 式 是 应 力 率 5 和 相应 的 应 变 率 a*、a?、é 间 的 齐 次 关系 ， 
在 某 一 肯 时 的 应 力 率 了 了 交合 天。 &*、EP、&, 而 要 想 产生 增 量 应 
变 de= (go/E)dt 或 de =(g/E”)dt, 只 有 此 刻 的 应 力 o 是 不 够 的 ,还 必须 保持 应 
力 率 5 天 0, 即 应 力 的 改变 才 会 产生 相应 的 应 变 改 变 , 从 这 个 意义 上 来 说 ,应 力 率 了 
和 应 变 率 ea? 、& 间 齐 次 关系 的 弹性 和 弹 塑性 本 构 关系 (9.1.7) 式 在 本 质 上 是 肯 
态 型 本 构 关 系 ,或 者 说 弹 塑性 本 构 关系 中 的 应 变 e*、e? 和 e 都 是 相应 意义 下 的 瞬 
态 型 应 变 。 而 黏 塑 性 本 构 关 系 (9.1.6) 式 则 是 应 力 率 zc 和 应 变 率 上 间 的 非 齐 次 关 
系 , 材 料 的 整个 应 变 es 除了 包括 瞬 态 的 弹性 应 变 e* 以 外 ,还 包括 黏 塑 性 应 变 sp, 而 
竹 塑 性 应 变 率 e? 不 是 应 力 率 z 的 齐 次 函数 ,而 是 由 非 齐 次 关系 (9.1.4) 式 来 表达 


的 :只 要 在 某 时 刻 有 超 应 力 5 人 存 在 并 维持 (而 不 需要 有 应 力 率 5 关 0), 则 在 dt 
之 后 便 会 在 材料 中 产生 流动 的 黏 塑 性 增 量 应 变 ， 
der = to8 人 (人 二 2)di 


故 黏 塑 性 应 变 与 弹性 和 弹 塑 性 应 变 的 不 同 之 处 是 ,前 者 不 是 瞬 态 性 的 而 是 具有 黏 
性 和 滞后 性 的 ,这 就 是 采用 “ 黏 塑 性 ”一 词 并 把 a? 称 为 “ 黏 塑 性 应 变 率 ” 的 原因 。 
现在 我 们 来 对 黏 塑 性 本 构 关系 (9.1.6) 式 的 意义 做 进一步 的 阐述 和 分 析 。 当 
忽略 材料 中 的 弹性 应 变 e* 时 , 则 黏 塑性 本 构 关系 (9.1.6) 式 将 简化 为 (9.1.3) 式 或 
(9.1.4) 式 ,因为 此 时 = a?, 所 以 后 二 者 也 即 是 同一 方程 。 由 于 材料 中 不 存在 弹 


性 变形 ,而 材料 的 应 变 率 也 即 条 塑性 应 变 率 完全 是 由 超 应 力 的 函数 (2 开 所 


决定 的 ,所 以 (9.1.3) 式 或 (9.1.4) 式 也 即 是 等 应 变 率 或 等 忒 塑性 应 变 率 下 的 材料 
届 服 准则 , 故 将 此 种 材料 称 为 刚 (性 ) 黏 塑性 模型 ,也 称 为 Bingham 模型 。 由 于 超 
应 力 大 于 零 时 才 会 有 黏 塑 性 变形 产生 ,所 以 Bingham 刚 (性 ) 夭 塑性 模型 可 以 视 为 
一 个 以 阔 值 应 力 开关 oo 控制 条 塑性 流动 起 始 的 摩擦 板 与 东 塑 性 流动 特性 由 (9.1.4) 
式 表征 的 非 线性 医 壶 元件 ee 的 并 联 ,如 图 9.1 所 示 。 其 等 应 变 率 或 等 恭 塑 性 应 变 
率 部 下 的 届 服 应 力 o1=oo[1+ 8 ( 电 !) ] 臣 表示 共性 应 变 流动 发 展 的 应 力 应 变 
曲线 如 图 9.2 所 示 , 其 中 8-: 表 示 函 数 g 的 反 函 数 , 它 的 具体 形式 将 决定 各 不 同 应 
变 率 下 水 平 届 服 应 力 间 的 间隔 。 

考虑 弹性 应 变 影响 的 Cokonosckni 藕 塑 性 本 构 关系 (9.1.6) 式 可 袖 为 一 个 弹 
性 模 量 为 E 的 弹性 元 件 和 Bingham 模型 的 串联 ,如 图 9.3 所 示 。 由 于 对 正 应 变 率 
敏感 的 材料 而 言 , 在 应 力 未 超过 准 静态 届 服 应 力 即 超 应 力 大 于 零 之 前 材料 不 会 产 
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生 黏 塑性 流动 而 只 有 弹性 应 变 , 而 在 黏 塑 性 应 变 流动 发 生 时 一 定 的 黏 塑 性 应 变 率 
部 就 对 应 着 一 定 的 超 应 力 ci , 故 Cokonosckni 模型 在 等 黏 塑性 应 变 率 a? 之 下 的 应 
力 应 变 曲线 如 图 9.4 所 示 。 


(GR 
(如 > 名) 


(&) 


四 


图 9.1 Bingham 模型 图 9.2 Bingham 模型 应 力 应 变 曲线 


| (全 > 他 ) 
全 > 如) 
(&) 


E 
oo 四 


图 9.3 ”Coxonoscrai 本 构 模型 图 9.4 Coxomoeomai 模型 应 力 应 变 曲线 


一 个 重要 的 特例 是 :表征 材料 黏 塑 性 流动 特征 的 函数 g 是 超 应 力 的 线性 函 
数 , 即 


“po sfI 二 ao _IG 一 0o 

tp = 7 (号 2 )= 2 二 2 (9.1.8) 
a .fa 一 ao _0 aoo 

Ee=£+7"( 元 j= 且 :+ (9.1.9) 


其 中 具有 应 变 率 量 纲 的 材料 常数 y* 可 称 之 为 运动 学 黏 性 系数 ,而 具有 应 力 冲 量 量 
纲 的 材料 常数 7 = co/7 * 称 为 动力 学 黏 性 系数 。 本 构 关系 (9.1.9) 式 与 第 8 章 中 所 
讲 的 Malvern 蔡 弹 性 本 构 关系 是 类 似 的 ,但 是 它 是 一 个 由 阔 值 开关 oo 控制 黏 塑 性 
流动 起 始 并 且 其 黏 塑 性 应 变 率 2? 与 超 应 力 人 一 呈 成 比例 的 特殊 Malvern 模型 ,我 


oo 
们 将 之 称 为 超 应 力 型 Malvern 模型 。 
我 们 顺便 指出 : 当 考 虑 弹性 应 变 的 影响 时 , 黏 塑 性 本 构 关 系 (9.1.3) 式 表征 的 
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模型 和 等 应 变 率 下 的 应 力 应 变 曲 线 是 分 别 与 图 9.3 和 图 9.4 相 类 似 的 ,只 需 把 其 
中 的 塑性 应 变 率 e? 改 为 总 应 变 率 & 即 可 。 


9.1.3 考虑 应 变 硬化 效应 时 的 一 维 应 力 黏 塑性 本 构 关系 


在 9.1.2 节 中 所 讲 的 黏 塑 性 本 构 模 型 都 没有 考虑 材料 的 应 变 硬化 效应 , 即 已 
经 积累 起 来 的 应 变 e 或 黏 塑 性 应 变 s? 对 黏 塑 性 应 变 率 en 的 影响 , 故 在 不 同 应 变 率 
下 的 材料 屈服 应 力 o 都 是 常数 ,可 简称 为 理想 黏 塑性 本 构 模 型 。 为 了 计 人 材料 的 
应 变 硬化 效应 ,Malvern 等 人 以 材料 在 准 静 态 条 件 se 下 具有 应 变 硬化 效应 的 塑性 
段 应 力 应 变 曲线 co(e) 代 替 恒 定 的 准 静 态 屈服 应 力 co, 于 是 对 应 式 (9.1.6), 可 有 
如 下 形式 的 黏 塑 性 本 构 关系 : 


En = iog (jE -1) (9.1.10) 
iE= 和 E+is(mE -1) (9.1.11) 
从 本 构 关系 的 内 变量 理论 考虑 ,更 科学 的 形式 应 该 是 将 准 静 态 应 力 应 变 曲 线 co(e) 
转化 为 以 黏 塑 性 应 变 e 为 自 变量 的 函数 形式 co(s?) ,尽管 对 同一 种 材料 这 两 个 函 
数 将 是 不 同 的 函数 ,但 是 为 了 减少 符号 ,我 们 仍 将 以 co (ep) 记 之 。 于 是 对 应 
(9.1.10) 式 和 (9.1.11) 式 ,我 们 可 写 出 如 下 形式 的 黏 塑 性 本 构 关系 : 


= og (FE -1) (9.1.12) 


i=E+ig(nE -1) (9.1.13) 
显然 , 式 (9.1.11) 和 式 (9.1.13) 仍 然 都 可 以 用 图 9. 3 所 示 的 元 件 组 合 模型 
(&t > 名) ”来 描述 ,只 不 过 其 中 的 滑动 板 开关 阔 值 不 再 
(8? >5) 是 常数 ,而 其 中 的 黏 塑 性 元 件 的 黏 塑性 应 变 
流动 特性 分 别 以 (9.1.10) 式 和 (9.1.12) 式 
表征 罢了 。 容 易 理解 , 黏 塑 性 本 构 关系 
(9.1.11) 式 和 (9.1.13) 式 在 等 应 变 率 部 下 
的 应 力 应 变 曲线 将 如 图 9. 5 所 示 , 其 中 各 曲 


线 为 ci(e)= me)[1+8-: (E)]. 


图 9.5 基于 (9.1.11) 式 的 等 应 变 率 在 此 我 们 特别 指出 :对 超 应 力 型 的 恭 逆 
应 力 应 变 曲 线 性 材料 而 言 , 苍 塑 性 应 变 ep 是 否 发 展 主要 是 


。 370 。 


(&) 


局 第 9 章 黏 塑 性 材料 


由 其 超 应 力 是 否 大 于 零 而 决定 的 ,只 要 某 一 状态 的 超 应 力 大 于 零 , 则 不 管 其 应 力 o 
是 增 大 还 是 减 小 , 即 5 是 大 于 零 还 是 小 于 零 , 则 其 符 塑 性 应 变 率 e? 都 会 大 于 零 , 而 
黏 塑 性 应 变 和 整个 应 变 都 会 继续 发 展 , 这 一 点 与 弹 塑 性 材料 在 应 力 减 小 时 即 转 人 
弹性 印 载 是 截然 不 同 的 。 为 了 突出 强调 这 一 点 ,人 们 通常 将 黏 塑性 本 构 方程 (9. 1. 
4) 式 (9.1.6) 式 写 为 如 下 的 形式 : 


各 二 o-oo / 
5 <s( > 详 (9.1.4) 
Eee+ip= 苹 + <s(S ee)> (9.1.6) 
其 中 函数 g(x) 的 含义 是 : 
gn) 和 = 民生 2 (9.1.14) 


0， 当 x 生 0 

最 后 我 们 指出 :前面 所 讲 的 黏 塑性 本 构 关系 都 只 考虑 了 材料 的 瞬 态 弹性 应 变 
和 非 瞬 态 黏 塑 性 应 变 ,而 未 考虑 材料 的 瞬 态 塑性 应 变 。 为 了 同时 考虑 材料 的 瞬 态 
弹性 应 变 、 瞬 态 塑 性 应 变 和 非 瞬 态 夭 塑 性 应 变 ,N. Cristescu 等 曾 引 入 了 如 下 形式 
的 黏 塑 性 本 构 关系 : 

EP = 9(ove)0 + Ylo,e) (9.1.15) 

其 中 9(o，,e) 是 反映 材料 瞬 态 塑性 变形 特性 的 瞬 态 塑性 模 量 , J(o,e) 是 材料 的 非 
瞬 态 黏 塑 性 应 变 率 ,而 e? 则 表示 材料 总 的 不 可 逆 应 变 率 , 它 同时 包含 了 瞬 态 的 塑 
性 应 变 率 和 非 瞬 态 的 黏 塑性 应 变 率 。 将 (9.1.15) 式 与 材料 的 瞬 态 弹性 应 变 率 相 
加 ,可 得 如 下 形式 的 黏 塑 性 本 构 关系 : 


2= 舍 + Basessigns) |5 + Ya,e) (9.1.16) 


其 中 函数 @(c,eysign5) 的 定义 是 : 
a plo,e), 当 so>0 
D(a,e,signo) = 上 yi<0 94217) 
本 构 关系 (9.1.16) 式 右 端的 第 一 项 .第 二 项 和 第 三 项 分 别 表示 材料 的 瞬 态 弹 
性 应 变 率 、 瞬 态 塑 性 应 变 率 和 非 瞬 态 的 黏 塑性 应 变 率 。 由 于 式 (9. 1. 15) 和 式 
(9.1.16) 是 应 变 率 和 应 力 率 的 线性 方程 ,所 以 习惯 上 也 把 它们 称 为 拟 线性 型 的 黏 
塑性 本 构 方程 。 
由 于 瞬 态 塑性 应 变 率 与 非 退 态 的 黏 塑性 应 变 率 相 比 一 般 而 言 较 小 ,所 以 在 下 
面 的 几 节 中 我 们 一 般 只 考虑 材料 的 瞬 态 弹性 应 变 率 和 非 瞬 态 的 黏 塑 性 应 变 率 ,但 
是 只 要 给 出 材料 瞬 态 塑性 模 量 的 适当 形式 ,我 们 是 不 难 将 材料 的 瞬 态 塑性 应 变 率 


*。371。 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 “人 


引入 其 中 的 。 


9.2 复杂 应 力 状态 下 的 超 应 力 型 和 塑性 本 构 关 系 


9.2.1 一 般 情况 下 的 Perzyna 超 应 力 型 黏 塑性 本 构 关系 


在 9.1 节 中 我 们 讲 了 一 维 应 力 状态 下 超 应 力 型 的 黏 塑 性 本 构 关 系 , 以 此 为 基 
础 并 结合 第 7 章 所 讲 的 塑性 本 构 关系 的 有 关 知 识 ,我 们 便 可 以 将 上 面 所 讲 的 一 维 
黏 塑 性 本 构 关系 加 以 推广 而 建立 起 在 复杂 应 力 状 态 下 材料 的 黏 塑 性 本 构 关 系 。 这 
种 类 型 的 本 构 关系 可 称 之 为 CokonopckHi-Malvern-Perzyna 超 应 力 型 黏 塑 性 本 构 
关系 ,或 简称 为 Perzyna 超 应 力 型 黏 塑 性 本 构 关系 ,因为 这 方面 的 工作 最 早 是 由 
Perzyna 在 Cokonoscknii-Malvern 一 维 黏 塑 性 本 构 关系 的 基础 上 将 之 推广 到 一 般 
复杂 应 力 状态 下 的 。 在 他 们 的 理论 中 并 未 考虑 不 可 逆 应 变 中 瞬 态 塑性 应 变 的 
存在 。 

CokonoBcknii-Malvern-Perzyna 超 应 力 型 黏 塑 性 本 构 关系 的 建立 主要 基于 以 
下 的 基本 思想 : 

(1) 在 复杂 应 力 状态 下 黏 塑性 材料 的 总 应 变 仍然 是 由 可 逆 的 瞬 态 弹性 应 变 和 
其 非 瞬 态 的 黏 塑 性 应 变 所 组 成 的 ,因此 其 总 应 变 率 仍然 是 由 可 逆 的 瞬 态 弹性 应 变 
率 和 其 非 瞬 态 的 黏 塑 性 应 变 率 所 组 成 的 , 即 

EE=8+gr (9.2.1) 

(2) 材料 的 瞬 态 弹性 应 变 率 和 其 应 力 率 之 间 通 过 其 瞬 态 弹性 模 量 张 量 M 由 

下 式 相 联系 : 
=M':go, c=M:eg: (9.2.2) 

(3) 在 复杂 应 力 下 材料 的 黏 塑性 应 变 率 仍然 是 其 所 谓 的 “ 超 应 力 ” 的 某 种 函 
数 ,不 过 这 里 的 所 谓 “ 超 应 力 ”是 指 材料 状态 所 超过 其 准 静 态 届 服 函数 的 值 。 例 如 ， 
如 果 材 料 的 准 静 态 届 服 准则 为 

Flesar,K)= Le -1=0 (9.2.3) 


则 其 超 应 力 便 是 函数 FCe,?,K) 三 人 > -1, 只 要 函数 下 的 值 大 于 零 , 则 材料 
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的 恭 饪 性 应 变 便 会 发 展 ,否则 便 只 有 弹性 变形 发 展 。 上 式 中 K 为 等 向 硬化 因子 ， 
可 以 取 为 累积 恭 凶 性 功 W 或 者 等 效 累 积 攻 逆 性 应 变 ip 的 函数 。 
(4) 材料 各 凶 性 应 变 的 发 展 仍然 满足 正 交 法 则 的 要 求 ,其 藉 塑 性 应 变 率 仍然 
沿 着 相应 状态 届 服 面 的 外 法 向 , 即 黏 塑性 应 变 率 和 仍然 与 区 = 去 站 成 比例 。 
根据 以 上 几 条 基本 思想 ,Perzyna 等 人 给 出 了 复杂 应 力 状 态 下 如 下 形式 的 黏 
塑性 本 构 关系 ， 


i = y(9(P) A (9.2.4) 
其 中 7 可 称 之 为 黏 性 系数 ,而 函数 (?(F) 的 定义 如 下 : 
_ 18CP， 当 正之 0 
‘pcry = | 号 (9.2.5) 
将 (9.2.4) 式 与 弹性 应 变 率 (9.2.2) 式 相 加 即 可 得 
j= Mt+7Y(9CP) 引 (9.2.6) 


式 (9.2.4) 和 式 (9.2.6) 就 是 Perzyna 超 应 力 型 黏 塑 性 本 构 关 系 。 函 数 或 f 
的 选取 决定 了 材料 的 塑性 届 服 特性 ,函数 9 的 选取 则 决定 了 材料 的 黏 塑 性 流动 特 
性 。 特 别 说 来 ,对 各 向 同性 材料 而 言 , 利 用 各 向 同性 材料 弹性 变形 的 胡 克 定律 , 则 
(9.2.6) 式 可 写 为 
1。 1-2v， 


gE= 5 af 
b= +t El+7y9P)) (9.2.7) 


其 中 8 为 应 力 偏 量 张 量 ,Ev、k= 0 了 汪 分 别 为 弹性 模 量 、 泊 松 比 和 藤 切 模 量 。 


式 (9.2.6) 和 式 (9.2.7) 是 以 应 力 率 g 表达 应 变 率 的 形式 ,而 在 实际 应 用 中 
人 们 通常 将 式 (9.2.6) 写 为 以 应 变 率 & 来 表达 应 力 率 6 的 形式 ,因为 这 对 动态 数值 
计算 的 应 用 更 方便 。 此 时 式 (9.2.6) 和 式 (9.2.7) 分 别 具 有 如 下 的 形式 : 


Go=M:éi MG-i) = M: [8-y(9(F) |] (9.2.6) 

6= TE- 0) + a Eesti- El (9.2.7) 
其 中 为 偏 应 变 率 张 量 ,e? 为 黏 塑性 应 变 率 张 量 冲 = 7(9CP)) 引 的 含量 部 分 。 
9.2.2 ”Perzyna 超 应 力 型 黏 塑性 本 构 关系 所 对 应 的 应 变 率 相关 动态 屈服 面 


现在 我 们 来 分 析 一 下 如 下 的 问题 :满足 Perzyna 超 应 力 型 黏 塑 性 本 构 关系 的 
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材料 ,其 动态 屈服 面 和 其 准 静 态 屈服 面 (9.2.3) 式 之 间 究 竟 有 什么 关系 。 
假设 黏 塑性 变形 是 发 展 的 , 则 有 F>0, 于 是 将 式 (9.2.4) 的 两 边 进行 二 次 点 积 
并 做 适当 变形 , 即 可 得 


i= 各 := NE 区 :站 (9.2.8) 


其 中 训 是 等 效 黏 塑性 应 变 率 ,我 们 可 将 此 标量 型 的 量 作为 在 复杂 应 力 状态 之 下 对 
材料 应 变 率 的 一 个 度量 。 所 以 , 式 (9.2.8) 事 实 上 就 是 黏 塑 性 材料 应 变 率 相关 屈服 
准则 的 一 种 表达 方式 ,可 称 之 为 材料 的 动态 届 服 准则 , 它 的 含义 是 :如 果 材 料 的 准 
静态 届 服 准则 是 由 

F(a,er,K) = {gn -1=0, fla,sr)=K (9.2.3) 


来 表达 的 话 , 则 等 效应 变 率 为 i? 时 的 材料 动态 屈服 面 即 为 (9. 2.8) 式 。 由 于 准 静 
态 的 情况 可 视 为 ip = 0, 所 以 理论 上 如 下 三 式 必然 是 等 价 的 : 


wrYS: 只 =occfe'eD = KeeF=0 (9.2.3)’ 


(9.2.8) 式 也 可 以 写 为 如 下 的 两 种 形式 : 


vo/floe) _ _ 各 2 9f .9 
PF) = 9 (FS -1)= > 后 区 :于 (9.2.9) 


.9. | 
2: ¥)E= faser, K,ir) (9.2.10) 


或 
= -i 训 
Ja,sp) = ka +9 ‘(Ss/ 
其 中 9 :表示 函数 9 的 反 函 数 。 
像 式 (9.2.8) 一 样 , 式 (9.2.9) 和 式 (9.2.10) 也 可 以 称 为 材料 应 变 率 相关 的 动 


态 届 服 准则 ,其 中 式 (9.2.10) 可 以 视 为 材料 动态 届 服 准则 的 一 种 显 式 表达 ,其 右 端 
的 函数 可 以 称 之 为 动态 届 服 函数 , 它 显 式 地 表达 了 材料 的 动态 届 服 函数 f 对 等 效 


应 变 率 er 的 依赖 关系 。 由 于 9(0) =0,p-1(0) =0, 故 准 静 态 情 况 下 即 2? =0 时 ， 
式 (9.2.10) 就 给 出 材料 的 准 静 态 届 服 面 f(c,s?) = KK, 即 (9.2.3) 式 ;对 正 应 变 率 
敏感 的 材料 ,函数 和 其 反 函 数 9-: 都 是 自 变 量 的 增 函数 , 故 当 材料 的 等 效应 变 率 


部 提高 时 , 式 (9.2.10) 中 的 第 二 项 也 将 增 大 ,所 以 动态 届 服 面 (9. 2.10) 式 表明 了 
随 着 等 效应 变 率 a? 的 提高 材料 的 动态 届 服 面 是 如 何 扩大 的 ,或 者 其 动态 届 服 函数 
f(a,s?,K,E?) 是 如 何 增加 的 。 
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为 了 易于 理解 起 见 , 我 们 在 9.2.3 节 中 具体 分 析 一 种 特殊 情况 。 


9.2.3 等 向 硬化 的 Mises 材料 


对 于 此 种 情况 ,材料 的 准 静 态 屈服 准则 为 


Hom=5=KPF=TD-1= 总 -1 


去 
K 


5 = 和 六 S : S 《S 为 应 力 偏重 张 量 ) 


为 等 效应 力 。 由 于 Mises 材料 是 届 服 函数 与 静水 压力 无 关 的 材料 ,所 以 将 本 构 关 
系 分 别 写 为 偏 应 变 率 2 与 体 应 变 率 9 表达 的 形式 更 为 方便 。 注 意 到 


其 中 


35_38 
ag 25 
故 对 各 向 同性 材料 而 言 ,我们 可 有 
人 z_1)\35 
2= s+ 7(?(#€ 1) 地 (9.2.11a) 
0 = Bi (9.2.11b) 


其 中 px 和 k 分 别 为 弹性 剪 切 模 量 和 体积 模 量 。 相 应 的 动态 届 服 准则 (9.2.10) 式 
则 为 


a= K[1 4 ee)] (9.2.12) 


当 材料 为 弹性 -理想 黏 塑 性 材料 时 ,以 上 的 一 些 公式 仍然 是 成 立 的 ,只 不 过 此 
时 函数 f 不 依赖 于 塑性 应 变 s? 且 K 成 为 常数 而 已 。 


9.3 无 届 服 面 的 黏 塑性 本 构 关系 


9.3.1 一 维 应 力 状态 下 的 Bodner-Parton 无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 


在 9.1 节 和 9.2 节 中 我 们 重点 介绍 了 超 应 力 型 的 黏 塑 性 本 构 关 系 ,其 主要 思 
“9 
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想 是 认为 材料 存在 着 一 个 确定 的 准 静 态 应 力 应 变 曲线 (或 复杂 应 力 状态 之 下 存在 
确定 的 准 静 态 届 服 面 ) , 当 材 料 的 状态 位 于 其 准 静 态 应 力 应 变 曲 线 之 下 ( 准 静 态 届 
服 面 之 内 ) 时 材料 只 发 生 可 北 的 弹性 变形 ,而 当 其 状态 超出 其 准 静 态 应 力 应 变 曲 线 
之 上 ( 准 静 态 屈服 面 之 外 ) 时 材料 才 发 生 与 可 逆 弹 性 变形 伴随 而 流动 的 不 可 逆 黏 塑 
性 变形 。 这 种 理论 虽然 基本 上 符合 黏 塑性 材料 受 力 变形 的 宏观 物理 特性 ,但 是 对 
于 动态 问题 的 数值 计算 则 是 比较 复杂 的 ,因为 我 们 必须 每 一 步 都 要 判别 材料 是 处 
于 屈服 面 之 内 还 是 之 上 并 分 别 根据 其 弹性 变 载 和 黏 塑 性 加 载 的 不 同情 况 而 进行 不 
同 的 本 构 计算 。 自 20 世纪 70 年 代 以 来 , 随 着 动态 数值 方法 的 不 断 发 展 和 高 效 高 
精度 本 构 计算 的 需要 ,出 现 了 一 种 将 细 观 位 错 动力 学 理论 与 宏观 黏 塑性 本 构 关系 
理论 相 结合 的 趋势 ,这 方面 理论 的 典型 代表 就 是 Bodner-Parton 等 的 无 屈服 面 符 
塑性 本 构 关系 理论 。 在 这 种 理论 中 ,认为 材料 并 不 存在 一 个 明确 的 所 谓 届 服 面 , 材 
料 的 变形 也 并 不 存在 所 谓 黏 塑 性 加 载 和 弹性 印 载 之 分 ,而 是 认为 材料 的 瞬 态 弹性 
变形 和 非 瞬 态 黏 塑 性 变形 存在 于 材料 加 载 和 印 载 的 各 个 阶段 ,而 且 这 两 种 变形 始 
终 是 耦合 在 一 起 的 。 

无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 的 理论 主要 基于 位 错 动力 学 的 成 果 和 传统 的 宏观 黏 
塑性 本 构 关系 理论 的 成 果 。 位 错 动力 学 认为 :存在 于 材料 内 部 的 缺陷 即位 错 在 一 
定 的 应 力作 用 下 会 被 激活 而 产生 运动 ,这 种 位 错 的 运动 造成 材料 颗粒 之 间 的 相对 
滑 移 ,这 在 宏观 上 即 表 现 为 材料 的 不 可 逆 塑 性 变形 , 故 材料 的 塑性 应 变 率 与 其 位 错 
运动 的 速率 之 间 存 在 着 一 定 的 关系 。 这 种 关系 是 由 如 下 的 Orowan 关系 所 表 
达 的 ， 

e? = PNbv (9.3.1) 
其 中 N 是 可 动 位 错 密度 ,b 是 Burgers 矢量 , v 是 位 错 运动 的 平均 速度 ,9 为 取向 
因子 。 实 验证 明 位 错 运动 速度 是 与 材料 所 受 应 力 的 大 小 紧密 相关 的 , 当 不 考虑 热 
效应 时 ,其 中 最 常用 的 经 验 公式 是 v 正比 于 如 下 的 应 力 的 函数 : 


voco", vecexp(- 2) (9.3.2) 
其 中 n、D 为 材料 常数 。 以 此 为 基础 ,Bodner、Parton 等 假设 了 如 下 两 种 形式 的 材 
料 黏 塑 性 应 变 率 的 表达 式 : 


如 = C (2) (9.3.3) 


?= Aexp(- 2) (9.3.4) 
其 中 n 是 无 量 纲 的 材料 常数 ,co。 和 B 是 具有 应 力量 纲 的 材料 常数 ,C 和 A 是 具有 
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应 变 率 量 纲 的 材料 常数 。 当 然 ,在 (9.3.3) 式 中 C、n 和 oo 只 有 两 个 材料 常数 是 独 
立 的 。 

与 (9.3.3) 式 和 (9.3.4) 式 相对 应 ,我 们 可 以 分 别 写 出 如 下 两 种 形式 的 一 维 应 
力 条 件 下 材料 的 Bodner-Parton 无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 ， 


5= Ee-é)=E:-c (£)] (9.3.3)’ 


oo 
5= EG-in) = E[i- Aexp(-2)] (9.3.4)/ 

无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 与 超 应 力 型 黏 塑性 本 构 关 系 的 主要 区 别 就 是 :, 黏 塑 
性 变形 连同 弹性 变形 发 生 在 材料 的 任何 一 种 状态 之 下 ,即使 是 材料 只 有 接近 于 零 
的 很 小 应 力 它们 也 将 会 发 展 。 下 面 我 们 将 以 短 函 数 型 Bodner-Parton 无 屈服 面 黏 
塑性 本 构 关系 (9.3.3)' 式 为 例 来 说 明 材 料 变 形 的 一 些 规律 和 特性 ,从 而 使 我 们 认 
识 到 它 是 可 以 反映 黏 塑性 材料 变形 的 主要 特征 的 。 

1, 材料 应 力 应 变 曲线 的 应 变 率 相关 特性 

满足 (9.3.3)' 式 的 材料 在 等 应 变 率 & = 。 下 的 应 力 应 变 曲线 c= c(e，ee) 可 由 
常 微分 方程 组 : 


E = Ee 
和 二 (9.3.5) 
| = Eli.- c(£) ] 
在 初始 条 件 e(t=0) =0,a(t=0)=0 之 下 求解 并 消去 时 间 t 而 得 到 ;也 可 由 常 微 
分 方程 


= p(y) (9.3.6) 


在 初始 条 件 c(e =0) =0 之 下 直接 求解 得 到 。 

图 9.6 给 出 的 是 不 同等 应 变 率 & = te 之 下 材料 的 应 力 应 变 曲线 ,其 中 的 材料 
参数 为 E=60 MPa,oo =2 MPa,n=6.00,C=0.1s-!。 从 图 中 可 以 看 出 : 随 着 应 
变 率 的 提高 ,应 力 应 变 曲线 逐渐 上 移 ,材料 具有 明显 的 正 应 变 率 敏 感 特 性 。 每 一 条 
应 力 应 变 曲线 大 体 上 经 历 三 个 不 同 的 阶段 :在 应 力 较 小 的 第 一 阶段 ,因为 黏 塑性 应 
变 率 很 小 ,所 以 材料 变形 主要 是 弹性 变形 ,应力 应 变 曲线 接近 于 斜率 为 弹性 模 量 EE 
的 直线 ;在 第 二 阶段 , 随 着 应 力 的 提高 , 黏 塑 性 应 变 率 也 逐渐 增 大 , 即 (9. 3.6) 式 中 
的 第 二 项 逐渐 增 大 ,所 以 应 力 应 变 曲线 的 斜率 逐渐 减 小 而 曲线 趋 于 变 缓 ;在 第 三 阶 
段 ,材料 的 等 应 变 率 应 力 应 变 曲 线 将 趋 于 一 个 水 平 的 渐 近 线 


=m (和 ” 三 c(t) (9.3.7) 


us 
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这 是 因为 :一 % 、e 一 o 而 cc( sc) 时 ， 有 94-0。 但 是 , 当 应 变 率 E = ee 一 c 时 , 式 
(9.3.6) 给 出 和 = 巨 ,材料 的 应 力 应 变 曲线 趋 于 豚 态 弹性 应 力 应 变 曲线 “= Ee。 
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图 9.6 不 同 应 变 率 下 的 Bodner 应 力 应 变 曲 线 


2. 材料 在 等 应 变 率 加 载 至 某 一 状态 后 的 卸载 特性 

为 了 直观 和 易于 理解 起 见 ,我 们 这 里 将 以 应 变 的 增加 和 减少 作为 加 载 和 和 印 载 ， 
来 研究 它们 所 导致 的 材料 应 力 的 加 印 载 特性 。 仍 然 取 前 面 的 材料 参数 。 假 设 材 料 
在 某 一 为 正 的 等 应 变 率 .0 之 下 从 自然 静止 状态 加 载 至 某 一 特定 状态 (o*， 
* ) ,然后 以 某 一 负 的 等 应 变 率 se = - | ec | <<0 使 其 应 变 减 小 而 印 载 , 则 材料 的 
印 载 应 力 应 变 曲线 将 由 常 微分 方程 


卡 =E+1 铬 | (£) (9.3.6) 
在 初始 条 件 (c" ,e" ) 之 下 的 解决 定之 。 

图 9.7 给 出 了 从 se = 1 s- :加载 曲线 上 的 某 点 (c"” =2.93 MPa,e" =0.10) 处 ， 
分 别 以 ie = 一 0.1s-!、 一 1s-!、 一 10s-! 的 恒定 负 应 变 率 印 载 时 材料 的 等 应 变 率 印 
载 曲线 。 由 图 可 以 看 到 :对 于 任何 一 个 确定 值 的 翻转 应 变 率 se = - |te |<0, 材 
料 的 印 载 应 力 应 变 曲线 都 同时 具有 非 线 弹 性 印 载 的 特征 和 与 应 变 率 相关 的 特征 ， 
而 且 大 体 上 也 可 分 为 三 个 阶段 :在 印 载 刚 发 生 后 的 第 一 阶段 ,由 于 应 力 较 高 , 黏 逆 
性 应 变 率 的 绝对 值 较 大 , 故 曲线 的 非 线性 特性 较为 明显 ;在 第 二 阶段 , 随 着 应 力 的 
降低 , 黏 塑性 应 变 率 的 绝对 值 也 逐渐 减 小 ,曲线 的 非 线 性 特征 逐渐 减弱 ;在 应 力 较 


。378。 


第 9 章 黏 塑 性 材料 


小 的 第 三 阶段 , 黏 塑性 应 变 率 绝对 值 很 小 而 主要 是 为 常数 的 弹性 应 变 率 在 起 作用 ， 
故 印 载 曲 线 趋 近 于 斜率 为 巨 的 直线 。 对 比 不 同 取 值 翻转 应 变 率 &? = -| |<0 
的 印 载 曲线 ,我 们 还 可 发 现 印 载 的 翻转 应 变 率 绝对 值 越 小 , 印 载 应 力 应 变 曲线 的 非 
线 弹 性 特征 越 明显 , 印 载 的 翻转 应 变 率 绝对 值 越 大 , 甸 载 应 力 应 变 曲线 的 非 线 弹性 
特征 越 不 明显 ,而 对 绝对 值 较 大 的 翻转 应 变 率 (如 se = -|sex | = -10s-), 整 个 
印 载 应 力 应 变 曲 线 都 接近 于 线 弹 性 的 卸载 曲线 。 由 此 可 以 看 到 , 客 函 数 型 的 
Bodner-Parton 模型 可 以 较 好 地 反映 恭 塑 性 材料 印 载 时 的 非 线性 弹性 性 质 、 变 形 
滞后 性 质 以 及 应 变 率 相关 特性 。 
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图 9.7 Bodner 模型 的 印 载 性 质 


3. 材料 对 应 变 率 历史 的 记忆 效应 

9.8 的 两 条 虚线 给 出 了 应 变 率 发 生 突变 时 材料 应 力 应 变 曲线 的 形状 ,其 中 
的 一 条 虚线 是 由 应 变 率 为 E= 1 s :的 加 载 曲线 上 的 点 (c" =2.70 MPa,e* =0.05) 
处 应 变 率 突 降 为 E=0.1s :时 的 流 变 应 力 应 变 曲线 ,特点 是 应 变 率 突 降 的 初期 应 
力 发 生 较 快 的 下 降 , 伴 随 着 应 变 的 流动 增 大 曲线 逐渐 地 趋 近 于 低 应 变 率 & = 0.1 
s :时 的 加 载 应 力 应 变 曲线 ;另外 的 一 条 虚线 是 由 应 变 率 为 E= 0.1 s :的 加 载 曲线 
上 的 点 (o" =1.99 MPa,e" =0.05) 处 应 变 率 突 增 为 E=1s :时 的 流 变 应 力 应 变 曲 
线 ,特点 是 应 变 率 突 增 的 初期 曲线 按照 接近 于 弹性 加 载 曲线 的 路 径 发 展 ,伴随 着 应 
变 的 流动 增 大 曲线 逐渐 地 趋 近 于 高 应 变 率 & =1s :时 的 加 载 应 力 应 变 曲线 。 由 这 
些 例 子 可 以 看 出 寡 函 数 型 的 Bodner-Parton 模型 也 可 以 较 好 地 反映 材料 对 应 变 率 
历史 的 记忆 作用 。 
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E=60MPa (o°=270MPa,s*=0.05) 
ao=2MPa E=1 


AMPa) 
加 


图 9.8 ”Bodner 模型 的 应 变 率 历史 效应 


4. 材料 参数 的 意义 和 对 材料 性 能 的 影响 

由 于 无 届 服 面 黏 塑性 模型 不 存在 所 谓 的 准 静态 屈服 应 力 ,材料 在 极 小 的 应 力 
下 即 会 发 生 黏 塑性 流动 ,所 以 式 (9.3.3) 中 的 参数 oo 不 能 称 之 为 准 静 态 届 服 应 力 ， 
但 是 由 此 式 的 数学 形式 显然 可 见 , 我 们 可 以 把 C 称 之 为 “参考 黏 塑 性 应 变 率 ”, 而 
oo 就 是 使 材料 的 黏 塑性 应 变 率 达 至 C 时 所 需 的 一 个 门槛 应 力 。 对 绝 大 多 数 的 材 
料 n 之 1, 故 在 应 力 c<co 的 范围 内 ,材料 的 黏 塑性 应 变 率 很 小 而 其 应 力 应变 曲 线 
将 接近 于 其 线 弹性 的 应 力 应 变 曲 线 ;而 当 co 二 oo 时 ,材料 的 黏 塑 性 应 变 率 较 大 且 将 
随 着 应 力 的 提高 而 继续 较 快 增 大 ,所 以 其 应 力 应 变 曲线 将 逐渐 地 变 缓 并 趋 近 于 前 
面 “1. 材 料 应 力 应 变 曲线 的 应 变 率 相关 特性 ”中 所 讲 的 水 平 渐 近 线 ;o = oo 时 ,材料 
的 黏 塑 性 应 变 率 等 于 其 参考 黏 塑性 应 变 率 C, 所 以 在 总 应 变 率 为 参考 夭 塑 性 应 变 
率 C 时 的 材料 应 力 应 变 曲线 将 近似 于 水 平 线 u = co ,不 妨 将 此 条 应 力 应 变 曲线 称 
之 为 “参考 应 力 应 变 曲线 ”( 二 者 之 所 以 不 相 重合 , 是 因为 总 应 变 率 中 还 包含 着 弹性 
应 变 率 ,而 总 应 变 中 还 包含 着 弹性 应 变 ) 。 这 就 是 C 和 oo 的 含义 ,它们 控制 着 “ 参 
考 应 力 应 变 曲线 ", 此 曲线 的 渐进 高 度 就 是 使 材料 的 黏 塑 性 应 变 率 等 于 C 时 所 需 
的 门槛 应 力 ,或 者 说 oo 就 是 当 材料 的 黏 塑性 应 变 率 等 于 C 时 的 流动 应 力 ,类 似 于 
塑性 理论 中 届 服 应 力 的 作用 。 图 9.9 给 出 了 不 同 co( 单 位 为 MPa) 下 材料 在 应 变 
率 e=1s :时 的 应 力 应 变 曲线 , 其 中 的 材料 参数 为 E = 60 MPa, n = 6.00,C 
=0.1s 1。 

由 于 

1 _ dln(c/oo) 


ndln(é?/C) 3.8 
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所 以 无 量 纲 参数 1/m 可 称 为 材料 的 应 变 率 敏感 因子 :n 越 小 ,材料 的 应 变 率 敏 感性 
越 高 ,使 材料 塑性 应 变 率 提高 所 需 的 应 力 增加 越 大; n 越 大 ,材料 的 应 变 率 敏感 性 
越 低 , 使 材料 塑性 应 变 率 提高 所 需 的 应 力 增加 越 小 ; n 趋 于 无 穷 时 ,材料 的 性 质 将 
接近 于 弹性 理想 塑性 材料 。 图 9. 10 给 出 了 不 同 n 下 材料 在 应 变 率 & =1s :时 的 
应 力 应 变 曲线 ,其 中 的 材料 参数 为 E=60 MPa,m =6.00,ao=2MPa,C=0.1s-:。 


.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 


0 
000 002 004 006 0.08 0.10 
6 £ 


图 9.9 oo 对 应 力 应 变 曲 线 的 影响 图 9.10 rn 对 应 力 应 变 曲 线 的 影响 


最 后 我 们 指出 :以 上 所 前 析 的 Bodner-Parton 无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 所 刻 
画 的 材料 性 质 , 对 超 应 力 黏 塑 性 模型 ( 例如 将 式 (9.3. 3) 的 右 端 改 为 


C(( 号 到)) ) 也 都 是 定性 存在 的 ,因为 二 者 的 区 别 主要 是 猎 塑 性 流动 产生 的 阔 
值 应 力 不 同 而 已 。 


9.3.2 复杂 应 力 状态 下 的 Bodner-Parton 无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 


Bodner 和 Parton 等 人 在 以 下 的 两 个 基本 假定 下 将 前 面 所 讲 的 一 维 应 力 下 的 
无 届 服 面 黏 塑性 本 构 关系 推广 到 了 复杂 应 力 状态 的 情况 。 这 两 个 基本 假定 是 ， 
(1) 材料 的 黏 塑 性 应 变 率 满足 Mises 材料 的 流动 法 则 , 即 
in = jiS (9.3.9) 
(2) 将 式 (9.3.3) 中 的 a? 推广 为 复杂 应 力 状态 下 的 等 效 黏 塑性 应 变 率 训 、 将 
其 中 的 o 推广 为 复杂 应 力 状态 下 的 等 效应 力 5, 即 将 式 (9.3.3) 推 广 为 如 下 形式 
和 = C(Z) (9.3.10) 
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在 此 二 假定 之 下 ,对 (9.3.9) 式 两 端 进行 二 次 自 点 积 ,可 得 
2 


四 9 2 人 
(ip): = (3iz) ，i = 这 全 (9.3.11) 


将 式 (9.3.10) 代 入 式 (9.3.11) 之 中 ,可 得 


C ( 工 】 
i = 卫 加 (9.3.12) 
2 7 
由 式 (9.3.12) 和 式 (9.3.9) ,我 们 有 
c(z) 
部 = 马 &) S (9.3.13) 
2 o 
于 是 可 得 
3 Cc(£) 
MI (8)= M:E-M:3—g mS (9.3.14) 
或 
A 
d=- t=M:ié, =M: Ls (9.3.14)’ 


式 (9.3.13) 和 式 (9.3.14) 即 是 复杂 应 力 状态 下 的 Bodner-Parton 无 届 服 面 黏 
塑性 本 构 关系 。 由 式 (9.3.13) 可 以 看 到 :材料 的 香 塑 性 应 变 率 #? 完全 是 由 材料 的 
应 力 状 态 所 决定 的 ,而 与 材料 的 整个 应 变 率 & 毫 无 关系 。 式 (9.3.14) 或 式 (9.3. 
14)' 说 明 : 材 料 的 应 力 率 5 是 由 两 部 分 组 成 的 ,其 中 第 一 部 分 ae = M : & 是 其 瞬 态 
应 力 率 , 它 是 由 应 变 率 & 来 决定 并 与 其 同时 产生 的 ,在 时 间 间 隔 dt 之 中 要 想 产生 
非 零 的 瞬 态 增 量 应 力 do = M : zdt, 必 须 有 应 变 的 改变 即 非 零 的 应 变 率 & 天 0; 而 

c (2) 


第 二 部 分 6? = M : 3—ss 则 是 完全 由 材料 的 应 力 状态 所 决定 的 ,可 称 之 为 黏 


o 
塑性 松弛 应 力 率 ,因为 持续 时 间 dt 之 后 材料 的 应 力 都 将 会 以 此 应 力 率 而 产生 松弛 
增 量 应 力 -ordi ,而 不 管 时 刻 的 应 变 率 # 是 否 为 零 以 及 等 于 何 值 。 


9.3.3 “无 届 服 面 "的 黏 塑性 本 构 模 型 即 是 “ 随 遇 的 " 黏 塑 性 本 构 模型 


这 里 我 们 指出 :所 谓 “ 无 届 服 面 "的 黏 塑 性 本 构 模型 只 是 表示 材料 并 不 存在 产 
生 与 不 产生 黏 塑性 流动 的 临界 届 服 面 , 而 是 在 任何 状态 (包括 外 变量 状态 以 及 内 变 
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量 状 态 ) 之 下 以 及 在 任何 加 印 载 的 状态 改变 之 时 材料 都 会 产生 黏 塑 性 流动 ,所 以 更 
确切 地 说 “无 届 服 面 ”的 黏 塑性 本 构 模 型 应 该 称 之 为 “ 随 遇 的 ” 黏 塑 性 本 构 模 型 , 即 
认为 它 随时 都 在 产生 黏 塑性 流动 。 在 此 种 意义 上 , 式 (9.3.10) 事 实 上 就 可 以 看 做 
是 一 种 应 变 率 相关 的 材料 届 服 准则 或 动态 届 服 准则 , 它 表达 了 材料 的 动态 应 力 届 
服 面 是 如 何 随 着 等 效 黏 塑 性 应 变 率 8? 的 增 大 而 扩大 的 。 如 果 我 们 将 (9.3.10) 式 
右 端 的 函数 记 为 f(g@) 而 将 其 写 为 
种 = fo 三 C (2), Fe, i)=f(0) -种 =0 (9.3.10)/ 
则 F(g, 2?) = 0 就 是 以 2? 为 参数 的 材料 届 服 面 ,于 是 由 与 届 服 函数 相关 联 的 塑性 
流动 的 正 交 法 则 ,可 有 
r= ig = i = icn (2)" 12 (9.3.15) 


对 (9.3.15) 式 两 端 进行 二 次 自 点 积 ,可 得 


(én)* = [icn (z) i] 


> 
| 


= (se) (9.3.16) 


Oo Cn \a 
将 (9.3.10) 式 代 人 (9.3.16) 式 ,有 
= 
i=2 (9.3.17) 
故 有 
c(z) 
i= 羡 &) S (9.3.13) 
o 
3 (8) 
=M:(E- 8) = M:E-M:— 5 (9.3.14) 


这 恰恰 就 是 前 面 的 (9.3.13) 式 和 (9.3.14) 式 。 事实 上 ,如 果 我 们 把 (9.3.15) 式 中 


S 前 的 系数 称 为 新 的 恭 塑 性 流动 因子 A 的 话 , 它 与 前 面 Bodner、Parton 作为 基本 
出 发 点 的 假设 (9.3.9) 式 就 完全 相同 了 。 而 现在 我 们 是 把 (9.3.10) 式 作为 一 个 时 
率 相关 的 届 服 面 而 导出 了 它们 。 这 就 是 说 ,我 们 可 以 从 更 广义 的 意义 上 来 理解 
Bodner-Parton 黏 塑 性 本 构 模 型 ,这 就 是 :将 (9.3.10) 式 作为 一 个 应 变 率 相关 的 随 
遇 届 服 面 ,而 直接 根据 与 届 服 函数 相关 联 的 塑性 流动 的 正 交 法 则 而 直接 得 到 材料 
的 黏 塑 性 本 构 关系 ,而 不 必 把 (9.3.9) 式 作为 一 个 独立 的 基本 假设 。 这 就 为 我 们 在 
下 一 节 中 提出 广义 的 Bodner-Parton 黏 塑性 本 构 模型 奠定 了 基础 。 
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将 上 节 所 讲 的 超 应 力 黏 塑性 本 构 模 型 和 本 节 所 讲 的 Bodner-Parton 黏 塑 性 本 
构 模 型 进行 对 比 ,可 以 发 现 二 者 的 区 别 除 了 有 无 明确 的 届 服 面 以 外 , 另 一 个 区 别 就 
是 二 者 的 思路 也 不 同 : 前 者 是 直接 给 出 黏 塑性 应 变 率 张 量 的 流动 规律 ,然后 再 导出 
与 此 流动 规律 相对 应 的 材料 动态 届 服 面 ;而 后 者 则 是 首先 给 出 与 应 变 率 因子 及 材 
料 状态 有 依赖 关系 的 材料 动态 屈服 面 ,然后 再 导出 符 塑 性 应 变 率 张 量 的 表达 式 。 
由 于 后 一 种 思路 更 为 自然 和 严 并 ,所 以 在 下 一 节 我 们 将 按 此 思路 而 导出 广义 的 
Bodner-Parton 黏 塑 性 本 构 关 系 。 


9.4 一 般 形式 的 自 恰 黏 塑性 本 构 关系 


9.4.1 Bodner-Parton 黏 塑性 本 构 模 型 的 局 限 性 


在 9.3 节 中 我 们 介绍 了 一 维 应 力 条 件 下 和 复杂 应 力 条 件 下 的 Bodner-Parton 
翻 塑 性 本 构 关系 ,并 且 在 最 后 特别 地 提出 了 所 谓 无 屈服 面 的 黏 塑 性 本 构 关系 应 该 
更 确切 地 称 之 为 随 过 屈服 面 的 黏 塑性 本 构 关 系 ,因为 此 种 材料 任何 时 刻 都 处 于 其 
由 当时 状态 所 决定 的 随 遇 屈 服 面 上 并 且 产生 黏 塑 性 流动 。 我 们 同时 还 指出 了 如 果 


把 Bodner-Parton 关于 材料 的 等 效 黏 塑 性 应 变 率 ip 与 材料 应 力 状态 的 依赖 关系 看 
做 是 材料 应 变 率 相关 的 随 遇 届 服 面 的 话 , 则 以 与 此 届 服 函数 相关 联 的 黏 塑 性 流动 
的 正 交 法 则 出 发 就 可 以 直接 得 到 材料 的 黏 塑性 本 构 关系 ,而 不 必 再 对 材料 的 黏 塑 
性 应 变 率 张 量 a? 做 出 任何 独立 的 假定 。 这 就 为 我 们 推广 Bodner-Parton 黏 塑 性 本 
构 关系 提供 了 启示 。 为 了 对 之 进行 推广 ,我 们 首先 指出 上 节 所 讲 的 Bodner-Parton 
黏 塑 性 本 构 关系 的 如 下 局 限 性 : 

(1) 它 只 讨论 了 Mises 类 的 材料 , 即 式 (9.3. 10) 的 右 端 是 有 效应 力 5 函数 的 
情况 ,而且 不 包含 材料 内 变量 状态 的 影响 ,这 在 刻画 材料 黏 塑性 应 变 发 展 的 特性 方 
面 有 其 局 限 性 。 

(2) 它 所 取 的 材料 应 变 率 的 度量 是 有 效 夭 塑 性 应 变 率 a?, 这 也 是 有 其 局 限 性 
的 ,因为 有 时 我 们 可 能 需要 反映 材料 更 为 多 彩 的 应 变 率 效应 ,比如 为 了 反映 材料 应 
变 率 特性 的 各 向 异性 特征 ,我 们 可 能 需要 某 种 具有 张 量 特性 的 量 作为 材料 应 变 率 
效应 的 度量 ,或 者 需要 若干 个 标量 型 的 应 变 率 因子 来 共同 反映 材料 的 应 变 率 效应 ， 
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或 者 只 有 黏 塑 性 应 变 率 张 量 的 某 些 分 量 才 对 材料 的 应 变 率 效应 有 贡献 ,等 等 。 . 
但 是 ,分 析 一 下 9.3 节 最 后 我 们 由 随 遇 届 服 面 导 出 Bodner-Parton 黏 塑 性 本 
构 关系 的 过 程 ,就 会 发 现 我 们 其 实 可 以 突破 以 上 的 局 限 而 按照 同样 的 思路 将 
Bodner-Parton 黏 塑 性 本 构 关系 进行 推广 ,而 导出 一 般 情况 之 下 的 所 谓 自 恰 随 遇 
黏 塑 性 本 构 关系 ,这 种 本 构 关系 也 被 称 为 广义 的 Bodner-Parton 翻 塑 性 本 构 关系 。 


9.4.2 自 恰 随 遇 黏 塑性 本 构 关系 


作为 例子 ,我 们 考虑 可 以 由 一 个 单 应 变 率 因子 “来 描述 材料 应 变 率 效应 的 情 
况 ,并 假设 它 是 材料 恭 塑 性 应 变 弟 纺 由 8? 的 某 种 函数 , 即 
= yi) (9.4.1) 
如 以 前 所 讲 过 的 ,之 所 以 假设 它 是 黏 塑 性 应 变 率 张 量 a? 的 函数 ,是 因为 弹性 应 变 
一 般 很 小 ,而 且 由 于 弹性 应 变 是 可 逆 的 和 瞬 态 的 , 故 对 材料 的 应 变 率 效应 没什么 影 
响 。 函 数 y(a?) 的 形式 给 出 了 我 们 对 材料 在 复杂 变形 状态 下 所 谓 的 应 变 率 的 一 种 
特定 度量 ,其 具体 形式 可 以 根据 我 们 对 材料 性 质 的 认识 来 选择 。 特 别 说 来 ,为 了 简 
单 起 见 , 我 们 可 以 假设 (9.4.1) 式 中 的 函数 》 是 黏 塑 性 应 变 率 张 量 5 的 一 次 齐 次 
函数 , 即 它 具 有 性 质 : 
y(aEp) = ay(i) (9.4.2) 
其 中 a 为 任意 的 常数 。 需 要 说 明 的 是 :一 次 齐 次 函数 形式 (9.4. 2) 式 的 假定 对 于 黏 
塑性 本 构 关系 的 导出 并 不 是 绝对 必要 的 ,而 只 是 为 了 使 本 构 关系 具有 相对 较 简 单 
和 实用 的 形式 才 做 出 的 ,而 实践 表明 对 绝 大 多 数 工程 问题 的 需要 而 言 这 已 经 足够 
了 。 显然 ,材料 的 等 效 黏 塑 性 应 变 率 ? 、 黏 塑性 体 应 变 率 OP 、 黏 塑性 应 变 率 的 任何 
分 量 癌 等 都 具有 类 似 (9.4.2) 式 的 一 次 齐 次 性 质 ,因为 


训 =V 和 2 P= 总， 总， 训 ， 


其 次 ,我 们 假设 材料 的 应 变 率 因子 5 是 材料 应 力 状 态 和 内 变量 状态 的 某 个 函 
数 , 即 

= f(0,6.), Ble,é,, =f(e,é.)- t=0 (9.4.3) 

其 中 《a=1,…,n) 是 n 个 内 变量 ,比如 可 以 包含 累积 夭 塑 性 应 变 g? 的 各 个 分 

量 , 可 以 包含 等 向 硬化 ( 功 硬 化 或 应 变 硬化 ) 参 数 K ,等 等 。 函 数 /(o,&。) 的 形式 决 

定 了 材料 应 变 率 效应 的 具体 特性 ,可 以 借鉴 已 有 的 理论 或 以 实验 为 基础 来 进行 选 

择 ,9.3 节 中 给 出 的 等 效应 力 的 某 种 函数 形式 就 是 其 一 种 具体 特例 。 如 前 所 述 ,由 
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于 任何 时 刻 材料 都 会 发 生 黏 塑 性 流动 ,所 以 式 (9.4.3) 可 以 看 做 是 材料 的 一 个 随 遇 
届 服 面 ,或 应 变 率 相关 的 动态 届 服 面 。 


将 应 变 率 因子 的 定义 代 和 人 随员 的 动态 届 服 面 (9.4.3) 式 之 中 ,有 
y(8?) = flo,é.) (9.4.3)” 


而 其 黏 塑 性 应 变 率 &? 可 以 由 与 届 服 函数 @(c, 4 ,) 或 f(a, 6,) 相 关 的 正 交 流动 
法 则 所 决定 , 即 
ip=ji3m=i 红 (9.4.4) 
o og 


将 正 交 法 则 (9.4.4) 式 代入 定义 应 变 率 因子 的 式 (9.4.1), 可 得 
y (i9f)= fee,é.) (9.4.5) 
式 (9.4.5) 是 关于 i 的 一 个 隐 式 方程 。 由 于 引 也 只 是 材料 内 外 状态 (o, 6.) 的 函 


数 ,对 于 任何 给 定 的 应 变 率 因子 的 定义 (9.4.1) 式 ,我 们 可 以 由 (9.4.5) 式 解 出 
读 设 其 为 


i= Ag,é,) (9.4.6) 
将 之 代 人 (9.4.4) 式 ,可 得 材料 的 黏 旺 性 本 构 关系 如 下 ; 
a = ia,5) A (9.4.7) 
o 
o=M: (2-8) = M:E-M:i(e,e,) (9.4.8) 
或 
joo, =Mié, or=iloé)a 9.4.8) 


其 中 oa* 和 a? 分 别称 为 材料 的 瞬 态 弹性 应 力 率 和 黏 塑 性 松弛 应 力 率 。 
特别 说 来 , 当 应 变 率 因子 《 为 黏 塑 性 应 变 率 的 一 次 齐 次 函数 时 ,利用 一 次 齐 次 
函数 的 性 质 (9.4.2) 式 ,可 由 (9.4.5) 式 得 
iy(3)= Fe,e) 
于 是 我 们 可 以 得 到 的 显 式 解 如 下 : 
= fest = icee (9.4.9) 
(元 ) 
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黏 塑 性 材料 的 本 构 关 系 为 
ce.) of 
亲生 (9.4.10) 
ad a 
»(H) “ 
g=M:(-8) = M:a- M: {0 of (9.4.11) 


"($6) “ 


te he a oe 
g = -0, te dees 


9g 


(9.4.11)” 


由 于 函数 f(g,$。) 只 是 材料 内 外 状态 (oa,$。) 的 函数 ,所 以 A 因 之 a? 和 az 也 都 
只 是 材料 内 外 状态 Co,§。) 的 函数 ,而 与 材料 的 瞬时 应 变 率 & 完全 无 关 , 所 以 不 管 & 
是 否 为 零 , 在 时 间 间 隔 dt 之 后 ,材料 都 将 会 产生 松弛 增 量 应 力 - 6rdt; 而 弹性 应 力 
率 a* 正比 于 瞬时 应 变 率 8, 所 以 只 有 当 应 变 发 生 改变 即 # 天 0 时 ,在 时 间 间 隔 dt 之 
后 才 会 以 ! 时 的 应 变 率 & 而 产生 弹性 增 量 应 力 o* = M : 8。 

现在 我 们 来 讨论 一 下 得 出 上 述 黏 塑 性 本 构 关系 与 第 7 章 中 得 出 应 变 率 无 关 的 
弹 塑 性 材料 本 构 关系 的 推理 过 程 之 间 的 主要 区 别 。 在 得 出 弹 塑 性 材料 的 本 构 关 系 
时 ,我 们 除了 需 依据 材料 的 届 服 准则 和 塑性 应 变 流动 的 正 交 法 则 以 外 ,还 需要 利用 
内 外 变量 连同 届 服 面 演化 的 一 致 性 法 则 ,后 者 是 由 届 服 面 求 导 而 得 出 的 。 而 在 前 
面 我 们 得 出 黏 塑 性 材料 的 本 构 关 系 时 ,我 们 只 需要 利用 材料 应 变 率 相关 的 动态 届 
服 准则 和 黏 塑性 应 变 流动 的 正 交 法 则 ,而 不 需要 额外 利用 由 动态 屈服 准则 求 导 的 
一 致 性 法 则 ,其 原因 和 意义 是 :材料 在 任何 状态 下 都 在 发 生 黏 塑性 流动 ,而 度量 材 


料 应 变 率 的 应 变 率 因子 是 由 正 交 法 则 控制 的 黏 塑 性 应 变 率 s? 的 函数 并 以 确定 
的 方式 和 材料 的 内 外 状态 相 联系 ,这 自然 就 意味 着 在 每 一 时 刻 材料 的 黏 塑性 应 变 


率 ip 与 材料 的 内 外 状态 之 间 有 着 自 恰 和 相 容 的 关系 ,而 这 一 关系 就 是 将 的 定义 
代入 动态 届 服 准则 所 得 到 的 式 (9.4.3)"。 由 于 这 个 原因 ,我 们 把 上 面 推广 Bodner- 
Parton 模型 而 得 到 的 黏 塑性 本 构 关系 称 之 为 一 般 的 自 恰 黏 塑 性 本 构 关系 。 

最 后 我 们 指出 :本 节 所 讲 的 本 构 关系 既 可 以 包含 超 应 力 模型 ,也 可 以 包含 无 届 
服 的 本 构 模 型 ,这 取决 于 我 们 对 式 (9.4. 3) 右 端 函 数 的 取 法 : 当 我 们 对 该 函数 设置 
某 一 种 临界 状态 作为 对 是 否 产生 黏 塑性 流动 的 条 件 时 , 它 就 是 超 应 力 模型 ; 当 我 们 
不 设置 此 种 临界 状态 而 认为 在 任何 状态 下 材料 都 会 产生 黏 塑性 流动 时 , 它 就 是 无 
届 服 黏 塑性 模型 ,或 随 遇 自 恰 黏 塑性 模型 ,也 可 以 称 之 为 广义 的 Bodner-Parton 模 
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型 。 从 工程 问题 数值 计算 的 角度 考虑 ,不 设 判别 条 件 的 无 届 服 自 恰 黏 塑性 模型 显 
然 更 加 方便 。 


9.5 含 损伤 材料 的 热 黏 塑性 本 构 关 系 


9.5.1 概述 


材料 的 塑性 和 黏 塑 性 本 构 关 系 的 研究 不 但 是 理论 和 应 用 力学 领域 的 重要 研究 
课题 ,而 且 随 着 计算 机 技术 和 现代 计算 力学 的 兴起 ,其 本 构 关系 的 研究 又 与 其 本 构 
计算 流程 的 研究 紧密 结合 起 来 。 在 前 面 几 节 中 我 们 已 经 介绍 了 涉及 时 率 效应 的 材 
料 黏 塑 性 本 构 关系 的 主要 理论 , 即 超 应 力 模型 ,无 屈服 苍 塑性 模型 (确切 地 说 应 称 
为 随 遇 届 服 模型 ) 和 一 般 的 自 恰 黏 塑 性 本 构 模 型 。 在 本 节 中 ,我 们 将 以 9.4 节 中 所 
介绍 的 自 恰 黏 塑 性 本 构 关 系 的 理论 和 推导 方法 为 基础 ,与 动力 学 问题 数值 计算 的 
需要 和 计算 流程 的 编制 相 结 合 ,研究 涉及 温度 .损伤 ,内 变量 应变 率 效应 等 多 因素 
耦合 效应 的 材料 本 构 关 系 , 即 含 损伤 材料 的 热 黏 塑性 本 构 关 系 。 值 得 注意 的 是 :在 
迄今 为 止 的 绝 大 多 数 国内 外 数值 软件 中 ,本 构 计算 方法 多 采用 所 谓 的 “半径 回归 
法 ”, 这 一 方法 作为 一 种 近似 的 本 构 计算 方法 ,是 人 们 最 初 在 冲击 动力 学 计算 中 对 
理想 塑性 的 Mises 材料 提出 并 进行 了 证 明 的 ,以 后 被 推广 到 有 多 种 硬 ( 软 ) 化 因素 
的 本 构 计 算 中 ,也 推广 到 了 有 应 变 率 效应 的 本 构 计 算 中 ,但 并 未 给 出 一 般 的 证 明和 
适用 性 的 详细 说 明 。 因 此 在 本 节 讨论 精确 的 含 损伤 材料 的 热 蔡 塑性 本 构 关系 之 
前 ,我 们 将 先 对 “半径 回归 法 ”的 有 关 问 题 ( 如 其 证 明 、 适 用 性 和 局 限 性 等 ) 给 以 简单 
讨论 。 
9.5.2 “半径 回归 法 ”的 本 构 计算 公式 

在 国内 外 各 类 高 速 冲击 动力 学 数值 软件 中 ,广泛 采用 广义 的 Mises 届 服 准则 
和 相应 的 “半径 回归 法 "本 构 计 算 公 式 。 但 是 人 们 只 是 对 无 率 效应 ,无 热效应 ,无损 
伤 .无 硬化 的 理想 塑性 的 情况 给 出 了 证 明 , 并 将 之 应 用 于 一 般 情 况 。 以 下 给 出 其 在 


一 般 情况 下 的 证 明 。 
常用 的 广义 Mises 届 服 准则 可 写 为 
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d=f(p, Ei,D,T), 5-f(p, EE,D,T)= Bo, 8,8,D,T) 
(9.5.1) 


= Bs:s, e= [Vi:id, FE=V3:i (9.5.2) 
分 别 为 等 效应 力 、 等 效 塑 性 应 变 累积 量 (内 变量 ) .等 效 塑性 应 变 率 ; D 为 损伤 ; 了 
为 温度 。 
精确 的 本 构 计算 需 要 由 微 过 程 的 增 量 应 变 分 别 求 出 弹性 和 塑性 的 增 量 应 变 
dg* 和 ds?P, 进 而 求 出 增 量 应 力 dc 以 及 dD 、dT 等 参量 (参见 9.5.3 节 )。 但 当 弹 性 
增 量 应 变 与 塑性 增 量 应 变相 比 很 小 而 可 以 忽略 时 , 则 可 有 
x/Si:s, ex~|VSe:id (9.5.3) 
而 是 可 由 速度 场 算出 的 , 故 新 时 刻 t+ dt 的 E(1+dt) 和 E(t1+dt)=E(1)+ 包 
dt 也 可 由 速度 场 算出 ;而 忽略 弹性 变形 影响 时 ,也 可 直接 由 损伤 演化 方程 和 温 升 
方程 而 算出 D(t+dt) 和 T(t+dt)( 参 见 9.5.3 节 ),p(t+dt) 则 可 由 状态 方程 算 
出 。 故 新 时 刻 t+ dt 时 的 等 效应 力 z(t+ dt) 也 可 算出 。 分 别 以 ds 和 ds" 表示 
dt 时 段 内 的 真实 偏 应 力 增 量 和 按 弹性 变 载 所 算出 的 偏 应 力 增 量 , 则 有 
ds =2G(de -de?)= 2G(de -3dAs°), ds =2Gde (9.5.4) 
其 中 de 和 de? 分 别 为 增 量 偏 应 变 和 增 量 塑性 偏 应 变 ; s" 为 + 时 刻 之 偏 应 力 。 
(9.5.4) 式 的 第 一 式 利用 了 正 交 法 则 和 届 服 准则 (9.5.1) 式 。 而 由 + 时 的 起 始 状态 
5s" 经 dt 到 达 t+ dt 时 刻 的 新 真实 应 力 状态 s 和 按 弹性 变 载 而 算得 的 尝试 应 力 状 
态 s* 将 分 别 为 
s=s +2G(de -3dAs’), s*= s+ds’ (9.5.5) 


其 中 


al 


故 有 
s=s "+ds* -6Gdis" =s ~6GdAs" = s* -6Gda(s’" -ds’) 
(9.5.6) 

当 忽 略 二 阶 小 量 时 , 式 (9.5.6) 即 可 写 为 

s = (1-6Gda)s* (9.5.7) 
式 (9.5.7) 说 明 :t+dt 时 的 真实 应 力 状态 s (t+dt) 和 按 弹性 变 载 尝 试 算得 的 应 
力 状态 s" (t+ dt) 共 线 。 由 此 可 得 t+ dt 时 的 真实 等 效 届 服 应 力 zCt+ dt ) 为 

P= Bs:s=31-6Gd):s: :s* = (1-6Gd)’o"? 
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z= (1-6Gdljo，1-6Gdh = 三 (9.5.8) 


其 中 
oe ea 
5 NZBs :Ss (9.5.9) 


是 由 按 弹 性 本 构 关系 算出 的 尝试 应 力 状态 s* (t+ dt ) 所 对 应 的 t+ dt 时 的 尝试 等 
效 届 服 应 力 。 将 (9.5.8) 式 代 人 (9.5.7) 式 , 即 可 得 半径 回归 法 的 偏 应 力 计算 公式 ， 


sS= 工 s， (9.5.10) 
o 


由 (9. 5.8) 式 可 见 , 当 o* 之 5 时 , 必 有 dx 之 0, 表 明 有 塑性 流动 发 生 , 应 按 式 
(9.5.10) 将 尝试 应 力 s* 拉 回 到 届 服 面 上 的 真实 应 力 状态 s; 当 o* 5 时 ,dA 委 0， 
表明 无 塑性 流动 发 生 , 微 过 程 确 为 弹性 变 载 过 程 ,弹性 尝试 应 力 s* 即 是 正确 结果 ， 
故 半径 回归 法 计算 公式 (9.5.10) 式 应 改写 为 
s"， 当 c" 入 5 时 
” 二，， 当 m >5 时 5 
其 计算 流程 可 归结 为 :在 得 出 t+ dt 时 刻 的 速度 场 之 后 ,首先 由 (9.5.3) 式 近似 算 


出 新 时 刻 的 等 效 塑 性 应 变 率 E 和 等 效 (塑性 ) 应 变 累积 量 =, 由 温 升 方程 .损伤 演化 
方程 ,状态 方程 算出 新 时 刻 的 T、D 和 p, 从 而 由 式 (9.5.1) 得 出 t+ dt 时 刻 的 等 效 
届 服 应 力 s。 再 按 弹 性 本 构 算出 尝试 偏 应力 s* ,并 由 式 (9.5.9) 算 出 尝试 等 效 届 服 
应 力 o'。 如 ao 二 5, 则 s=s* ;如 o* 之 5, 则 s=s" 。 

由 以 上 讨论 可 以 看 出 :半径 回归 法 的 本 构 计 算是 比较 简洁 的 ,但 它 有 一 定 的 局 
限 性 。 这 一 局 限 性 主要 包括 : 它 首先 是 一 种 近似 的 本 构 计 算法 ,而 不 是 精确 的 本 构 
计算 公式 ,其 适用 条 件 是 弹性 变形 比 之 塑性 变形 很 小 而 可 以 忽略 , 故 对 韧性 材料 的 
大 变形 冲击 问题 适用 性 较 好 ;其 次 , 它 只 适用 于 所 谓 的 广义 Mises 类 的 材料 , 即 届 
服 准则 由 (9.5.1) 式 所 表述 的 材料 。 下 面 我 们 将 给 出 一 般 的 黏 塑 性 本 构 计算 公式 。 


9.5.3 普 适 的 热 黏 塑性 本 构 关系 


以 表 观 应 力 a 和 温度 T 为 外 状态 量 , 内 变量 $.(a =1,2,…,m) 和 损伤 D 为 


内 状态 量 ,以 应 变 率 因子 $6(8=1,2,…,m) 为 参数 ,应 力 空间 中 的 时 率 相关 届 服 
准则 可 表述 为 
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G6(c, ,6,D,T)=0 (9.5.12) 
其 中 内 变量 6. 反映 微 结构 变化 引起 的 材料 变形 的 不 可 逆 特 性 ,它们 的 演化 应 该 与 
材料 的 宏观 不 可 逆 塑 性 应 变 率 a? 相关 联 , 通 常 可 假设 它们 是 8? 的 一 阶 齐 次 函 
数 , 即 
6, = go(a ,8 ,DTi)，8go( ,€, ,D,T,aip)= ag. (og,é,,D,T,é?) 
(9.5.13) 
例如 塑性 功 W? ,塑性 应 变 分 量 5 .等 效 塑性 应 变 累积 量 6 按 定义 


wr = Jo:irdt, ey = Jadt, = VE:érdt (9.5.14) 


都 具有 性 质 (9.5.13) 式 ,都 可 取 为 内 变量 。 此 外 ,为 了 简明 起 见 , 我 们 假设 届 服 准 
则 具有 率 效 应 分 离 的 形式 , 即 如 下 的 形式 ， 


8(oito6,D,T)= Je,6D,T)- T(ts)=0 (9.5.15) 
其 中 应 变 率 因子 64 也 假设 为 塑性 应 变 率 张 量 ? 的 一 阶 齐 次 函数 : 
六 = Yp(Bp)， Ya(bé?)= DYp(Cep) (9.5.16) 


例如 常用 的 等 效 塑性 应 变 率 E 和 塑性 应 变 率 张 量 的 任何 一 个 分 量 名 都 具有 性 质 
(9.5.16) 式 : 


= (9.5.17) 
将 正 交 法 则 
=i if (9.5.18) 
代入 (9.5.16) 式 ,可 得 
bo = Yelir)= i Yo() (9.5.19) 
由 (9.5.15) 式 和 (9.5.19) 式 ,可 得 
fio,é,,D,T)- r(iYs(2))=0 (9.5.20) 


由 于 ff 只 是 内 外 状态 量 (rc ,5.,D,T) 的 函数 , 故 引 也 只 是 内 外 状态 量 


(og ,$。,D,T) 的 函数 ,因此 (9.5.20) 式 事实 上 是 一 个 确定 塑性 流动 因子 i 的 隐 式 
方程 ,对 于 给 定 的 函数 放 P 和 Ye, 解 此 方程 可 得 到 外 = i(c,s。,D,T), 它 也 只 是 
"391 。 


张 量 初步 和 近代 连续 介质 力学 概论 “ 


状态 量 的 函数 。 故 (9.5.20) 式 事实 上 已 给 出 了 黏 塑 性 本 构 关系 的 答案 :对 黏 塑 性 
材料 ,其 塑性 流动 因子 ; 完全 是 由 介质 当时 的 内 外 状态 量 所 确定 的 。 特 别 地 , 当 
m 个 应 变 率 因子 中 只 有 某 一 个 因子 的 影响 最 大 而 其 他 因子 的 影响 可 忽略 不 计时 ， 
记 此 因子 为 , 且 不 妨 设 (9.5.15) 式 中 的 (38) 为 5, 则 (9.5.15) 式 和 (9.5.16) 式 
分 别 成 为 


Blosba sé.,D,T)=f(0 ,6.,D,T)- t=0 (9.5.15) 

= Y(ip)， Y(bip)= DY(ip) (9.5.16)’ 
则 由 (9.5.20) 式 可 得 

af 2 

ji = Je 1é,.,D,T)/Y (FH)=ile 5,D,T) (9.5.21) 


(9.5.21) 式 即 是 塑性 流动 因子 i 的 显 式 表达 式 , 它 是 完全 由 届 服 准则 中 的 函 
数 和 应 变 率 因子 (9.5.16)' 式 中 的 函数 Y 所 确定 的 ,并 且 只 是 材料 内 外 状态 量 


(go ,6,,D,T) 的 函数 。 求 出 祝 之 后 即 可 由 正 交 法 则 及 胡 克 定律 求 出 塑性 应 变 率 
8? 和 应 力 率 6: 
ip = i, 0=Mige=M:CG-ip)= Mi: 人 i9f) 9.5.22) 
其 中 M 为 瞬 态 弹性 模 量 。 相 应 量 的 增 量 为 
a af A 
= fo,é,.,D,T)di/Y (FS), der = da 3 do = M:(de- der) 
(9.5.23) 


这 样 我 们 就 解决 了 由 微 过 程 dt 中 的 ds 求解 de 的 问题 , 即 本 构 计算 的 核心 问题 。 
设 材料 的 损伤 演化 方程 和 温 升 方程 分 别 为 


万 = Fi(e,é.,D,T)+ Fa，5 DT,ip)， 了 = 去 [- divh +r+agr: en] 
(9.5.24) 


其 中 c、h、r 分 别 是 比 热 , 热 流 矢量 和 热 辐 射 供 热 率 ,a 为 塑性 功 的 热 转换 因子 。 
需要 说 明 的 是 :对 于 损伤 的 演化 方程 ,人 们 常用 的 形式 可 分 为 两 类 ,一 类 是 不 考虑 


损伤 率 D 和 黏 塑 性 应 变 率 z 间 的 耦合 作用 , 另 一 类 是 考虑 二 者 之 间 的 耦合 作用 并 


假设 D 是 ip 的 一 次 齐 次 函数 ,为 了 普遍 起 见 ,我 们 特意 将 之 写 为 上 式 中 二 项 之 和 
的 形式 , 即 认为 上 式 中 的 函数 Fs 是 a? 的 一 次 齐 次 函数 。 于 是 , D、T 以 及 内 变量 
6 的 增 量 将 为 
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dD = Fi(e ,é€,,D,T)di + Fz(e ,é,.,D,T,d e?) 

dT= 志 [(- divh + r)dt + og : de?] (9.5.25) 

de. = g.(0 ,é.,D,T,d g?) 
本 构 计算 流程 归结 如 下 : 设 已 知 t 时 的 内 外 状态 量 (o ,6。,D,T) , 当 算出 di 间隔 
的 增 量 应 变 dg 之 后 (这 是 根据 运动 方程 和 连续 方程 完成 的 ) , 即 可 由 (9.5.23) 式 算 
出 d4.d sp 和 da, 再 由 (9.5.25) 式 计算 出 dD、dT、dé, ,这 样 我 们 即 得 到 了 新 时 刻 
t+ dt 的 状态 (a ,$,，,D,T) ,从 而 即 可 进入 下 一 个 循环 。 


9.5.4 几 种 常用 的 本 构 关系 和 计算 公式 


实践 中 很 常见 的 情形 是 只 有 一 个 应 变 率 因子 。 当 将 之 取 为 最 常用 的 等 效 塑 


性 应 变 率 E, 且 当 (9.5.15) 式 中 的 届 服 函数 f 只 是 通过 等 效应 力 5 而 依赖 于 c 时 ， 
我 们 有 


Ja ,ésD,T)= go,6.,D,T), b= 了 (ip)= Si: 


(9.5.26) 
则 可 由 (9.5.21) 式 给 出 
站 二 298.98 - 了 waa:g'35 
i = BA 器 :器 = 8/ Vs do 8 gg (B9727) 
由 于 
7 = 3s: 9 3s 
Ep 2 5 (9.5.28) 
代入 (9.5.27) 式 , 即 可 得 
i= g/g i= B85,¢.,D,T)E (9.5.29) 
o 
其 中 g'=228。 
o 
特别 地 ,对 Bodner-Partom 模型 , 届 服 准则 可 表达 为 
Fo ne Fe EA 
sos=Y CaD,T)exp(zim 言 )， E = Eo [去 ER 三 g(o, 2E,D,T) 
(9.5.30) 


其 物理 意义 是 :等 效 塑性 应 变 率 是 相对 等 效应 力 5/ 了 " 的 宕 函数 , Y* 表示 参考 应 
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变 率 ee 下 的 届 服 应 力 。 而 (9.5. 29) 式 给 出 
i= 二 ， = 2%[ 疾 ] 二 (9.5.31) 


值得 注意 的 是 :对 此 种 材料 ,其 塑性 流动 因子 i 与 a 成 比例 ,而 与 温度 、 内 变量 和 损 
伤 无 关 , 当 然 ,塑性 应 变 增 量 是 与 温度 .内 变量 和 损伤 有 关 的 。 
对 Johnson-Cook 模型 , 届 服 准则 为 
= Ya,D,T)(1+ LE 二 = aaexmp[ 坟 ( 训 -1)]= 8 5,D,7) 
(9.5.32) 
其 物理 意义 是 ;等 效 逆 性 应 变 率 是 相对 超 应 力 (元 - 1 ) 的 指数 函数 。 而 (9.5.29) 
式 给 出 
i = py Ca,D,T)， 训 = 羡 aexp[ 方 (总 - 1)]E (9.5.33) 


值得 注意 的 是 :对 此 种 材料 ,其 塑性 流动 因子 与 应 力 状态 无 关 , 而 只 是 温度 、 内 变 
量 和 损伤 的 函数 , 且 与 其 届 服 应 力 Y”(s,D,T) 成 比例 ,当然 ,塑性 应 变 增 量 是 与 


应 力 状 态 有 关 的 。 
对 Hill-Tsai 模型 ,其 届 服 准则 形式 为 
了 Ch | og + 和 | 和 oo 
= 元 洒 ( 强 + 灶 TY 
+ Pnonon + Yaonon + Faonoz} -1= 0 (9.5.34) 
其 中 
y ES 
如 = 着 -本 斑 
Ep eee (A 
各 到 蔬 
rad 1 (9.5.35) 
了 和 了 YY 
= a 
RC = 1+ pm 启 
而 
Y; = Ysy(s°,D, TIRGE) (9.5.36) 
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表示 相应 简单 应 力 状态 下 的 届 服 应 力 。 写 为 (9.5.15) 式 的 形式 , 即 有 
Bl0, ,er,D,T)= flo,sn,D,T)- C= te -=0 


(9.5.37) 
其 中 
和 
af og， ca 和 史 oo 
下 二 7 十 长 十 长 十 Et y+ 
+ Yuowon + Yaowon + Yaonoz 一 1 (9.5.38) 


当 取 《为 等 效 塑性 应 变 率 时 , 则 (9.5.21) 式 给 出 


ye Ds 
=1/ /5D:D7 (9.5.39) 


其 中 
Du = 律 率 Yo 中 7scz 
Dz = 2c2 + + 了 
J Yo 3011 11033 
Da = 2zz + Yuow + yaon 
下 (9.5.40) 
Dy = D = 2 
12 21 73? 
D» = Dy = 器 
D. Da= -3 
31 13 YS 
而 
1 = 一 上 一 (9.5.41) 
2B VF+1 
习 题 


9.1 对 Bodner-Partom 材料 , 试 证 明 其 黏 塑 性 流动 方程 (9.5.31) 式 。 
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9.2 ”对 Johnson-cook 材料 , 试 证 明 其 黏 塑性 流动 方程 (9.5.33) 式 。 

9.3 对 Hill-Tsai 材料 , 试 证 明 其 黏 塑 性 流动 方程 (9. 5. 39) 式 (9.5.40) 式 、 
(9.5.41) 式 。 

9.4 对 Mises-Drucker-Prager 材料 ,a = fw(F) h +B"In 至 
试 导出 其 黏 塑 性 流动 法 则 。 

9.5 设 儿 弹 盟 性 本 构 方程 为 E= 苹 ( 当 o<o 时 ),E= 基 + 本 (oo)( 当 o> 
0 时) ,其 中 0 为 动态 应 力 (天 0),a = cs 为 静态 应 力 (2=0)。 设 应 力 历史 为 oC1) 
= 让 (ts 为 有 时 间 量 纲 的 常数 ), 并 从 ! = 0 加 载 至 != 2tovc = 2c., 其 后 保持 “ 


=20, 不 变 。 试 求 e(1)。 


]ja-m， 


E1 
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